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0. Say1 dusuntilmelidir

Paradoks: Say1 despotizminin ¢aginda yasiyoruz; di-
sunce [pensée], sayilabilir cokluklarin [multiplicités] ya-
sasina boyun egiyor, ama buna ragmen (bu eksiklik, bu
basansizlik tam da kavramdan yoksun bir itaatin karan-
lik yiiziinden ibaret degilse) elimizde saymin ne oldu-
guna dair yeni, aktif hicbir fikir [idée] yok. Bu konuda
gecmiste devasa bir ¢aba ortaya konmus olsa da, bunlar
[20.] yuzyilin basindan itibaren biiyiik oranda son bul-
mustur: Dedekind, Frege, Cantor ve Peanonun ¢abala-
rindan bahsediyoruz. Saymin olgusal etkisine, kavrama
dair bir sessizlik eslik ediyor. Dedekind’in 1888 yilinda
yaymnladigy Was sind und was sollen die Zahlen’deki' so-
rusu bugiin nasil anlagilmah? Sayilar neye yarar, bili-
yoruz: Tam anlamiyla butin her seye [a tout] yararlar,
Bitiin'e [Tout] norm saglarlar. Gelgelelim ne oldukla-
rim ya bilmiyoruz ya da 19. yizyll sonundaki buyik
duisunirlerin —kuskusuz saymnin yetki sahasinin kapsa-
mm ongorerek— soylediklerini tekrarliyoruz.

Saymmn hukimranhgindan, buyrugun “Say!” oldugun-
dan bugiin kim kusku duyabilir? Ustelik Dedekind'in

Sayilar nedir ve ne ise yararlar?>—cn
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bildigi gibi, yeniden formile edildiginde Yunanca ya-
zilmasi gereken “del 6 dvBpwmog apBpntile?” distu-
ruyla aym anlamda degildir bu: Cinku Dedekind'in
sozu, dusuncenin matheme’deki tekil kosulunu tayin
ediyordu. Oysa saymmin su anki imparatorlugunda soz
konusu olan dusunce degil, gercekliklerdir.

Say1 oncelikle artik mutabakata dayah [consensuelles]
(dusunulebilir olanla alakah her siyaset bu mutabakat-
ta tilkense bile) oy hakki, kamuoyu yoklamalar, ¢o-
gunluk kisvesi altinda siyasal kavrayisimiz1 yonetiyor.
Ister genel olsun ister yerel, ister oy verme kabiniy-
le ister meclisle ilgili olsun, ister belediye diuzeyinde
ister uluslararas1 duzeyde olsun her “siyasi” ¢agn bir
saymayla sonuca baglanir. Her kanaat [opinion], o ka-
naate inananlarnn hi¢ durmadan sayilmasiyla olculur
(boyle bir sayim her inanani bir inangsiza doniusturse
bile). Degerli, onemli olan [ce qui compte] sey, sayilan
[compté] seydir. Buna mukabil, sayilabilen her sey [fa-
ire nombre?] degerli olmahdir. “Siyaset bilimi”, say1lan

[aei o anthropos arithmetizei - “insan daima sayar”. Plutarkhos (Con-
vivialium disputationum, liber 8,2) soyle bildirir: “Platon, Tann'min
daima matematik kullandigim sdylemistir”. Kepler'in bu beyam Mys-
terium Cosmographicum’da tekrarlayigm (6nerdigi coelestis machi-
na'min tamamen Platonculuk kargit niteligi dikkate alimrsa, ya ironik
ya da taviz veren bir tekrardir), Gauss'un ifadede yapug: degisiklik
takip etmistir: o theos arithmetizei, tann matematik kullamr, sayar
veya hesaplar. Dedekind’in “Kopernik devrimi”, bunu bir kez daha
donusturmekten ibarettir: aei o anthropos arithmetizei - “insan daima
sayar”; boylelikle aritmetigin muthig giicimit vurgulayarak sektler bir
formulle bu donistmit tamamlar.] Ingilizce Baskiya Cevirmenin Notu
Faire nombre, aym zamanda kalabalik olma, say1 olarak cok olma anla-
mina da gelir—¢n
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alt sayilar halinde antir, say1 serilerini karsilastinr; ye-
gane nesnesi oylardaki kayma, yani sayilann cizelge-
lere yerlestirilmesinde ortaya ¢ikan ve ¢ogunlukla k-
cuk olan degisimlerdir. Siyasal “duisince” sayisal bir
tefsirdir [exégese].

Say1, neredeyse tim “insan bilimleri”ne hakimdir (her
ne kadar bu gizli/rakamh [chiffré] mazeret, burada
“bilim” olarak adlandirilan seyin ashinda pragmatigi
yonetmekle ilgili olan teknik bir aygit oldugunu pek
gizleyemese de). Istatistik bu disiplinlerin bitiin alan-
larim iggal etmistir. Bilginin burokratiklestirilmesi her
seyden once sayisallasuirmanm bir ur gibi sonsuzca
buyumesidir.

[20.] yuzyl baginda sosyoloji, miisterek baglar [liens
communautaires) figaranu, sayiya boyun egdirme iste-
ginde isabetli, hatta gozupekce olan seyi miajdelemisti.
Galileo'nun harfi harfine yazma ve matematiklestirme
islemlerini toplum ve temsillere yaymak istiyordu. Fa-
kat nihayetinde bu pratigin anarsik gelisimine yenik
duasta. Simdi asikar olam dogrulamak veya parlamen-
ter firsatlan saptamak diginda bir ise yaramayan usan-
dina hesaplarla dolu.

Tarih, istatistik tekniginden yogun bir sekilde fay-
daland: ve genellikle —bilhassa akademik Marksizmin
korumas altinda— artsturemli bir sosyolojiye doniistii.
Antik Yunan ve Latin tarihcilerden beri kendisini bir
dusance disiplini olarak tayin eden tek seyi kaybetti:
siyasetin gercegine bilincli baghlig. Sayiya, ekonomiz-
me, sosyolojizme tepki sathalarindan gegisi bile sadece
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bunlann tam ziddiyla sonuglanir: biyografi, tarihselles-
tiren psikolojizm.

Bilimsel Oteki’'sine (molekiler biyoloji) saf ve ba-
sit indirgenisi disinda ubbin kendisi de karmasik bir
ampirik bilgiler yagim, koru korine test edilen sayisal
korelasyonlardan olusan devasa bir sebekedir.

Bu sayilar ile —artik her ne ise— diger sayilar arasin-
da olanakh bitun mitekabiliyetler doygunluga varin-
caya kadar sayiya doniistiinilmiis beserin “bilimleri”dir
bunlar.

Say1 kulturel temsilleri diizenler. Televizyon, reyting-
ler, reklamlar var var olmasina; fakat bunlar meselenin
en 6nemli kismu degil. Kulturel olan bizzat 6ztinde sirf
sayidan oruludar. “Kultarel bir olgu” sayisal bir olgu-
dur. Buna mukabil, bir say1 olusturan sey kilturel ola-
rak saptanabilirdir; bir say1 olusturmayan seyinse adi
bile yoktur. Ancak sayiya dair bir diisiincenin olmasi
kaydiyla sayiyla ilgili olan sanat, kiltiirel olarak telaf-
fuz edilemez bir kelimedir.

Say1 elbette ekonomiyi yonetir; kuskusuz Louis Alt-
husser’in sayinin astunlugunin “son kertede belirleni-
mi” olarak adlandiracag olguyu ekonomide buluruz.
Modern parlamenter toplumlarin —sayet varsa— ideo-
lojisi humanizm, Hukuk veya Ozne degil, say1, sayi-
labilir olan, sayilabilirliktir. Ginumuzde her yurttasin
dis ticaret rakamlanm, doéviz kurlarninin esnekligini,
Péchiney* hisselerinin gelisimini bilmesi beklenir. Bu
sayilar, bagka sayilann, hikimetle ilgili sayilarn, oy-

4 Aluminyum sektoriinde faaliyet gosteren bir Fransiz firmasi.—yhn
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larin ve anketlerin ele aldig gergeklik olarak sunulur.
“Durum” olarak adlandinlan sey, ekonomik sayisal-
likla kanaatin sayisalhiginin kesismesidir. Fransa (veya
herhangi bir baska devlet) ancak bir ithalat-ihracat sir-
ketinin muhasebe defterinde temsil edilebilir. Bir ulke-
ye dair tek resim, bize soylenene gore ulkenin gicunu
tastyan ve ruh halini kaydedenlerce makul bulunacag
umulan girift sayilar yigininda yer alir.

Say1 ruhlarimizi sekillendirir [informer]. Var olmak, in-
sanin kendi paymna diseni en iyi sekilde [compte favorab-
le] degerlendirmesi degilse nedir? Amerika'da insan-
lar ne kadar kazandiklanm soyleyerek soze baslarlar;
boyle bir 6zdeslesmenin hi¢ olmazsa durustlik gibi bir
erdemi vardir. Yash iilkemizse daha diizenbazdir. Yine
de her kisinin 6zdeslestigi sayisal alanlar uzun uzadiya
arastirmak gerekmez. Ne bakimdan sayildiklarini, kim
veya ne tarafindan sayilldiklarim dile getirmeden kimse
kendisini birey olarak sunamaz. Ruhlanmiz, i¢inde ¢o-
zuldugi rakamlarin soguk seffafligini haizdir.

Marx: “bencil/egoist hesaplann buzlu sular”. Hem de
nasil! O kadar ki, egoizmin Egosu bir sayisal sebeke-
den ibarettir; boylelikle “egoist hesaplar” da bir raka-
min rakamudir.

Gelgelelim bir saymnin ne oldugunu bilmedigimize gore
kim oldugumuzu da bilmiyoruz demektir.

Kendimizi Frege, Dedekind, Cantor veya Peano’yla ki-
sitlamak zorunlu mu? Sayiya dair dusincede o zaman-
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dan bu yana hicbir sey olmamis midir? Elimizde sadece
saymnin toplumsal ve 6znel hikiamdarhgimn enginligi
mi vardir? Peki bu dusiintrlerin masum sucu nedir?
Sayrya dair fikirleri ne o6l¢iide bu anarsik hukumdar-
iga delalet eder? Sayiy1 veya genel sayisalhigm gele-
cegini dugsinmugler midir? Disunceyi saymnin despo-
tizmi aleyhine déndiirmek, bundan Ozneyi eksiltmek
icin bagka bir say: fikri gerekmez mi? Matematik tekel
hakkina sahip oldugu sayinin bir biitin olarak toplum-
sallastinlmasim gecmiste sadece sessizce mi izlemisti?
Iste incelemek istedigim konular.

14
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1.2

1. Yunan say1s1 ve modern say1

Antik Yunan'da say1 uzerine dustinmiis olanlar sayiy1
Bir'le iligkilendiriyordu; Bir ise, Oklid’in Elemanlarn-
da! gorulebilecegi tizere, bir say1 olarak dusunilmuyor-
du. Birin sayi-uisti varhgindan tireyen sey, birimdir
[unité]. Ve bir say1, bir birimler derlemesi, bir toplama
islemidir. Bu kavrayisin altinda Eleahlardan Yeni-Pla-
tonculara kadar giden sorunsal yatar: Bir'den hareketle
Cokluk'un ortaya ¢ikmasi [procession]. Say1, bu ortaya
cikisin semasidir.

Sayiya dair Antik Yunan dustincesinin modern ¢agda
iflasi ¢ temel nedenin sonucudur.

Birincisi, Sonsuz sorununun istilasidir; diferansiyel
hesapla birlikte, gercekte limitini dusinebildigimiz
halde son terimini saptayamadigimiz say1 dizileri kul-
landigimiz andan itibaren kaginilmaz olan bir sorun.

1 Ornegin Oklid'in Elemanlarindaki say tanimim ele alahm (7. Kitap, 2.
tamm): “ApiBpog eativ 10 £y povadwv coyyepevov TAnBog”. Soyle ter-
cume edebiliriz: “Say, birimlerden olusan ¢okluktur.” Saymnin tammi
birimin tanimina bagimh oldugu icin ikincildir. Gelgelelim 1. tanim,
birimin tanim ne soyler? “Movag eotv, xab nv eyactov Twv oviwv
ev Aeyetal.” Yani: “Birim, her var olanin bir oldugunu ifade etmeye
dayanak olan seydir.” Sayinin matematiksel tamminin varsaydig1 on-
tolojik altyapr hemen goze carpar (bizatihi var olan [étant] hakkinda
Bir oldugu soylenebilir).

17
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Bu tir dizilerin limiti nasil olur da sirf bir birimler der-
lemesi kavram aracihgiyla say: gibi dusunilebilir? Bir
dizi bir limite dogru gider, terimlerinin veya birimleri-
nin toplami degildir. Kendisinin, Bir'den hareketle bir
ortaya cikis olarak dusinulmesine olanak vermez.

lkincisi, say1nin butiin insasi, kendisi varhigin otesin-
de olan Bir'in varhgna dayamyorsa, kokten bir yikim
olmadan o diger ilkeyi, sayimin ontolojik durma nokta-
sin, yani sifir veya boslugu isin i¢ine katmak imkansiz
hale gelir. Elbette Bir'in tammlanamaz ve ast-askin [ar-
chitranscendant] karakterinin sifirla damgalanabilmesi
mumkundiir; aynca yeni-Platoncu spekiilasyon bunun
icin cahsir. Ama Oyleyse sorun sayisal bire havale edi-
lir: Dayandi1 Bir bogsa, birim nasil sayilmahdir? Oyle
karmagik bir sorundur ki bu, gorecegimiz gibi, ganu-
muizde saylya dair modern bir diistincenin anahtan ol-
maya devam eder.

Ugtincu ve daha ¢agdas bir neden, Bir'in varhg fik-
rinin acikea yerinden edilmesidir. Varhgin [I’étre] esa-
sen ¢okluk oldugunu ileri sirmek zorunda birakan bir
donemin yarg: alam igindeyiz. Sonug olarak say1, Bir'in
askin varlig varsayimindan tiretilemez.

Dolayisiyla sayrya dair modern dusiince kendisini, s6z
konusu varsayimdan eksiltilmis bir matematik inga et-
mekle ytikiimli bulmustur. Bu amagla modern dusin-
ce g farkh yontem izlemistir:

Frege'nin ve sonra da Russel'in yontemi (kisaca man-
tik¢1 yaklasim olarak adlandiracagiz), suf dasincenin
kendi yasalanyla ilgili tefekkurden sayiyn “sokup alir”.
Bu perspektife gore say1, tamamen esas ilkelerden (yok-

18
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lugunda, genel anlamiyla dusuncenin imkansiz olacag
ilkeler) timdengelimle ¢ikanlabilen, kavramin evren-
sel bir ozelligidir.

Peano ve Hilbert'in yaklasimi (bunu formalist yak-
lagim diye adlandiralim) tekil aksiyomlardan hareketle
say1 alanini iglemsel bir alan olarak kurar. Bu durumda
say1, disuncenin yasalan bakimindan hususi bir ko-
num isgal etmez; Peano’nun aksiyomlarinin butunuyle
maddesel bakisa sunulmus seffaf notasyonlar aracih-
gyla tayin ettigi kuralh bir iglemler sistemidir. Sayisal
gostergelerin uzam tek basina matematigin en “koken-
sel” uzamidir (ondan 6nce sadece saf mantiksal hesap-
lamalar gelir). Burada sayrn kavraminin, sadece. kulla-
nim1 cercevesinde var olarak kavranmasi anlaminda,
butiniyle matematiklestirildigi soylenebilir: Saymin
6z0 hesaplamadar.

Dedekind ve Cantor'un, daha sonra Zermelo, von
Neumann ve Godel'in yontemi (kiime teorisi veya “Pla-
toncu” yontem diye adlandirabiliriz) say1y1, kiimelerin
hiyerarsisinin 6zel bir durumu olarak belirler. Her tir-
la insamn mutlak ilk dayanak noktas1 bos kumedir ve
tabir caizse “diger ugta” higbir sey sonsuz sayilan in-
celemeye engel olmaz. Say1 kavram boylelikle, bayik
1dealan kume teorisinin klasik aksiyomlan olan bir saf
cokluk ontolojisine havale edilir. Bu cercevede “bir say1
olmak” tikel bir yiiklemdir, 6zellikleri ayirt edilebilen
baz1 kiimeleri (ordinaller veya kardinaller ya da surek-
liligin elemanlan, vs.) dyle disinme karandir. Sayinin
6z1, kendi i¢ sira diizenini ilgilendiren belirli ozellik-
lerle donatilmis bir saf ¢cokluk olmaktir. Hesaplamaya
dahil edilmeden 6nce say1 vardir (islemler 6nceden var

19
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olan say1 kumeleri “izerinde” tanimlanacaktir). Bura-
da sayimnin ontolojiklestirilmesi s6z konusudur.

Benim kendi yaklasimim asagidaki gibi olacak:

a) I¢csel tutarhihk nedeniyle mantikq1 perspektif bir
kenara birakilmalidir: Dusiincenin, 6zellikle de felsefi
disuncenin gereksinimlerini karsilayamaz.

b) Aksiyomatik veya islemsel tez, sayinin ideolojik
toplumsallastinlmasina en “elverisli” olandir: Nihaye-
tinde teknik olan bir 6nerme i¢inde, bizatihi sayya dair
bir diisiince meselesinin etrafindan dolasir.

¢) Kume teorisinin tezi, en guglu olamdir. Yine de
bu teoriden, simdiye kadar hakim olandan ¢ok daha
radikal sonugclar ¢ikarmak gerekir. Elinizdeki kitap bu
sonuglarin izinden gitmeye ¢cahismaktadir.

Plamma gelince: Frege'nin, Dedekind’in, Peano’nun
tezlerini incelemek. Kume teorisi kavrayisin1 benimse-
mek. Bu kavrayis radikallestirmek. S6z konusu radi-
kallestirme cercevesinde, digerlerinin yam sira ahsildik
sayilarimizi da buldugumuzu kanmitlamak (¢ok onemli
bir husus): Tam sayilar, rasyonel sayilar, gercek say-
lar... bunlarin hepsi siradan islemsel manipulasyonla-
rin otesinde, kendisi de yasaya uygun olarak saf ¢coklu-
gun ontolojisine kaydolan sayiya dair tek bir kavramin
alt tirleri olarak dustuniilir.

Beklenebilecegi gibi, matematik bu revizyonu daha
once ortaya atmisty; ama kendisinin ticra bir kogesinde,
kendi dusuncesinin 6zune kor bir sekilde. 1970li yil-
larin basinda J. H. Conway tarafindan icat edilmis olan
(bkz. On numbers and Games, 1976), sonra ilk olarak

20



1.7

Say1 ve Sayilar

D. E. Knuth'un (Surreal Numbers, 1974) ve daha son-
ra Harry Gonshor'un kanonik kitabinda (An Introduc-
tion to the Theory of Surreal Numbers, 1986) ele aldig
surreel sayilar teorisinden bahsediyorum. Burada an-
cak amacimiza dahil oldugu ol¢iide teknik aynntilarla
ilgilenecegiz: Yani, sayinin statasunti Varhk’a dair bir
dustnce bicimi olarak tespit ederek sayiya dair, ister
siyasal, sanatsal, ister bilimsel veya askla ilgili olsun da-
ima say1-otesi olan bir olayin bizi ¢agirmasi olciisiinde
bizi dzgurlestirebilecek bir dusiince olusturmak. Sayi-
nin sanini Varhk’in 6nemli ama ona miinhasir olmayan
samyla kisitlamak ve boylelikle hakikate sadakat agi-
sindan bir olayn getirdiklerinin ge¢miste ve asla sayi-
lamayacagim gostermek.

Sayr hakkinda ¢ahsan hi¢bir modern dusunur (bu ifa-
deyle, Bolzano ile Godel arasinda say: fikrini felsefeyle
mantik-matematigin birlesme noktasina yerlestirmeye
cahsmis kisileri anladigim hatirlatayim) birlesik bir
kavram saglayamamigtir. Dogal tam sayilar, “goreceli”
tam sayilar (pozitif ve negatif tam sayilar), rasyonel sa-
yilar (“kesirli” sayilar), reel sayilar (dogrusal surekliligi
sayan sayllar) ve son olarak karmasik ve dordey saylar?
[quaternions] icin normalde “say1” deriz. Ayrica iyi sira-
lihk (ordinaller) ve sonsuz da dahil, herhangi bir ¢cok-
lugun saf miktarlarim (kardinaller) tamimlamak igin,
daha dogrudan bir kiime teorisel anlamda da sayidan
bahsederiz. Sayiya dair bir kavramin, tim bu durum-
lar1 ya da en azindan aralarinda en “klasik” olanlarim
kapsamasi beklenebilir; drnegin bir yanda, aynk say-

2 Bir degil, ii¢ karmagik sayidan olusan ve sirabagimsizhk zelligi sergi-
lemeyen sistemler.—cn
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landirmanin asikar semasi olan dogal tam sayilar ve 6te
yanda, strekliligin semasi olan reel sayilar. Gelgelelim
durum boyle degildir.

18 Antik Yunanlar acik bir sekilde sayr kavramimi tam
saylilara ayirmisti; bu da, sadece dogal tam sayilar bir
birimler toplam olarak temsil edilebilir oldugu i¢in sa-
ymn Bir'den hareketle olusumu fikriyle uyumluydu.
Surekliligi ele almak i¢in buyikluklerin iligkisi veya 6l-
cim gibi geometrik ol¢ii birimleri kullandilar. Dolay:-
styla, Antik Yunanlarin mumkiun iki nesne tiira olarak
gordigu seylerden biri veya digeriyle —say1 (aritmetik)
ve sekiller (geometri)- iligkili olmasina gore, matema-
tigin ikiye bolunmesi bu gii¢lit kavrayisi boydan boya
katediyordu. Bana gore bu bolinme, birligini fiili veya
materyalist disuncenin diyalektik olarak sagladig iki
yonelime gonderme yapmaktadir: Elemanlar olustur-
maya, baglantilandirmaya, birlestirmeye calisan cebir-
sel yonelim ile komgsuluklan, dolaylan, yaklasmalan
algilamaya cahsan ve kalkis noktas: elemanlann aidi-
yeti degil, icerme, parca, altkiime olan topolojik yone-
lim.3 Boyle bir bolimlemenin temelleri hala saglamdir.
Bizzat matematik disiplini icinde, Bourbaki'nin buyiik
bilimsel incelemesinin iki ayag, kiime teorisinin ge-
nel ontolojik cercevesi oturtulduktan sonra, “cebirsel
yapilar” ve “topolojik yapilar” seklindedir. Bu duzen-
lemenin gegerliligi butiin diyalektik dusiincenin teme-
lini olusturur.

3 Cebirsel yonelim ile topolojik yonelim arasindaki, materyalist disan-
ceyi teskil eden diyalektik uzerine Théorie du sujet adh kitabima bas-
vurabilirsiniz, Paris, Seuil, 1982, s. 231-249.
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1.9 Her kosulda, 17. yuzyldan itibaren biraz gelismis bir
matematiksel kavram aritmetik/geometri karsithginin
tek bir tarafina yerlestirmenin aruk mamkun olmadigy
agikhik kazanmistir. Bir fikrinin gegerliligini yitirmesi,
sonsuz ve sifirdan olusan ug¢ha gugluk, say: fikrinin iki
yana dagilmasina neden olur, geometrik olanla aritme-
tik olanin, topolojik olanla cebirsel olamn inceltilmis
diyalektiginde onu parcalara ayinr. Kartezyen analitik
geometri en basindan beri bu aynimin kokten yikimim
onerir ve bugiin “say teorisi” olarak adlandinlan sey
son yillarda kelimenin aldig en genis anlamda “geo-
metri’nin en karmasik kaynaklarim gerektirir. Dola-
yistyla modernler artik sayr kavrammmi, kokeni kurucu
nitelikte (Bir fikri) olan ve sahasi (aritmetik) 6nceden
belirlenmis bir nesne olarak désinemezler. “Sayr” bir-
¢ok anlama gelir. Fakat bu anlamlardan hangisi kav-
ram olusturur ve disinceye bu ad altinda tekil bir se-
yin sunulmasina olanak verir?

110 Bahsettigim disuntrlerde bu sorunun yamt tamamen
muglakur ve hicbir birlik tasimaz. Omegin Dedekind
mesru bir sekilde kesim nosyonunu kullanarak rasyo-
nel sayilardan ikna edici sekilde reel sayilan “ureten”
ilk kisi olarak gorulebilir.* Gelgelelim “Sayilar nedir?”
sorusunu yonelttiginde, kuskusuz tikel bir durum ola-
rak dustincede tam sayilarn statiisinti kurabilen, ama
reel sayilara dogrudan uygulanabilir olmayan genel bir
ordinaller teorisiyle yanit verir. Oyleyse reel saylar

4 Kesim konusu, kavram1 ve teknigi agisindan bu kitabin 15. bélimiin-
de ele ahnmaktadar.
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“say1lar” olarak disinmek hangi anlamda mesrudur?
Aym sekilde Frege Die Grundlagen der Arithmetik [Arit-
metigin Temelleri] kitabinda onceki butin tammlarn
(Antik Yunanlarn bir “birimler kiimesi” olarak sayiya
dair tanimim da) zekice elestirir ve ashnda kardinalleri
kume teorisi anlaminda —ileride deginecegim tartismah
birka¢ hususa dayanarak— kapsayan bir “kardinal say1”
kavramu ileri sirer; dogal tam sayilar bunun sonlu bir
durumu olacaktir. Fakat sonug olarak ordinalleri dis-
lar; keza rasyonel, reel veya karmagsik sayilan da. Fre-
ge'nin favori ifadelerinden birini kullanacak olursam,
boyle sayilar Frege'nin say1 “kavramina uygun dis-
mez”ler. Son olarak, Peanonun aksiyomatiginin sade-
ce ve sadece kurall bir islemsel alan olarak tam sayila-
n tammladig) aciktir. Kuskusuz 6zel (tamamen siral,
Arsimedci 6zellige uyan ve tam) bir aksiyomatikle reel
sayllar dogrudan tammlanabilir. Fakat sayet “say1”mn
o6zune ancak bu aksiyomatikleri olusturan énermelerin
kendi dogas: tizerinden erisiliyorsa tam sayilar ile reel
sayllar arasinda (kavram s6z konusu oldugunda) ortak
hicbir sey olmadig acikuir; ¢tinku tam sayilarin ve reel
sayllarin aksiyomatikleri karsilastinldiginda bu 6ner-
meler tamamen farkhdur.

Bir'in noksanhgindan kaynaklanan modern sinamaya
dayanan bir say1 kavram ileri sirme gibi bir sorun
karsisinda, her sey sanki dusuniirlerimiz bu kavram
saymnin “tecessimlerinden” birine (ordinaller, kardi-
naller, tam sayilar, reel sayilar...) tahsis etmis ve her
bir kosulda “say1” fikrinin ve kelimesinin kullammim
megrulastirmay1 basaramamis gibi gelisir. Daha 6zel
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olarak, ayrik sayma (tam sayilar), surekli sayma (reel
sayllar) ve “genel” sayma ya da kume teorisine gore
sayma (ordinaller ve kardinaller) icin birlesik bir ele
alis bicimi 6nermeye muktedir olmadiklan ortaya ¢ik-
mustir. Gelgelelim aritmetikle geometriye dair Antik
Yunan'daki z1thg1 doygunluk noktasina ulastirip ¢o-
kerterek modernleri say: fikrini yeniden kurmak zo-
runda birakan, tam da sureklilik sorunu veya ayrk/
surekli diyalektigidir. Sadece bu bakis agisindan hay-
ran olunasi ¢abalan, ashinda bir basanisizhktir.

Her bir vakada uygulanan yontemler ne kadar birbiri-
ne benzemiyorsa boylelikle yaratilan anarsi de o kadar
buyuktir (ayrica disuncedeki bu anarsinin, saymin
dustince icermeyen despotizmi konusunda tamamen
masum oldugunu da dusinemiyorum):

a) Dogal tam sayilar ya merkezinde yineleme ilke-
si (Peano) olan 6zel bir aksiyomatikle ya da bir or-
dinaller teorisinin (sonlu) o6zel bir vakasi olarak (bu
durumda yineleme ilkesi bir teoreme doniisir - Dede-
kind) belirlenir.

b) Negatif sayilan uretmek icin, sayimn “varhk™
hakkinda degil, islemsel mekanizmalar, yapilar (topla-
ma isleminin simetriklestirilmesi) hakkinda olan cebir-
sel uygulamalar katmak gerekir.

¢) Bu uygulamalar rasyonel sayilan elde etmek i¢in
tekrarlanabilir (¢carpma isleminin simetriklestirilmesi).

d) Sadece, bu kez topolojiye dogru yonelen, temel
bir kopus, reel sayilara gecisi kurabilir (rasyonel say1-
lar kimesinin sonsuz altkiimelerinin, kesimlerin veya
Cauchy dizilerinin dikkate alinmas).
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e) Karmagik sayilan insa etmek amaciyla cebire geri
donulir (reel sayilarin cebirsel kapams: veya “ideal”
i=v-1 elemaninin eklenmesi ya da reel say ciftleri iize-
rinde dogrudan islemsel aksiyomlastirma).

f) Ordinaller, sira tirlerinin (Cantor) hesaba ka-
tilmasiyla veya gegislilik kavraminin kullanilmasiyla
(von Neumann) dahil edilir.

g) Kardinallerse bambagka bir prosedurden gelir; bi-
rebir ve orten eslemeler.’

1.13 Kokenleri Antik Yunan'a, Arap cebircilere, Ronesans
Italyasrnin hesap uzmanlarina ve modern analizin bu-
tun kurucularina, modern cebirin “yapisalcilan”na ve
Dedekind ve Cantor'un kume teorisi yaraimina uza-
nan bu prosedur cephaneliginden —ister varhk tiiru is-
ter islemsel bir kavram olarak diistnelim- sayiya dair
net ve tek anlamh bir dustunce nasil ¢ikanlabilir? Say1
uzerine dustinenler ashinda her “say1” tirtine gotiiren
dusunsel prosediuru belirtmek disinda bir sey yapama-
mis, saylyl adinin golgesinde birakmislardir. Mallar-
mé'nin yildiz gibi yukselisini orgutledigi o “bir bagkasi
olamayan biricik say1”dan® uzak kalmiglardir.

114 Dolaysiyla soru sudur: Uniform bir prosediire bagvu-
rarak essiz bir varhk turtinde en azindan sonlu veya
sonsuz dogal tam sayilan, rasyonel sayilan, reel sayila-
1 ve ordinal sayilan kapsayabilen bir say1 kavrami var

5 Modemn analizin kullandig farkhi say: tirlerine dair hizh bir giris icin
bkz. ornegin, J. Dieudonné, Eléments d’analyse, c. 1, Fondements de
lanalyse moderne, Paris, Gauthier-Villars, 3. baski, 1981, bolum 1-4.

6 Mallarmé’nin Un coup de dés jamais n’abolira le hasard (Bir Zar Atimi
Asla Ortadan Kaldirmayacak Rastlantiyr) adlh siirinden.—¢n
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mudir? Aitoldugu ve herhangi bir bagkasina indirgene-
mez olan tekil sistemi belirtmeye gerek kalmadan bir
sayidan bahsetmenin anlam var midir? Yamt olumlu-
dur. “Sarreel sayillar’in marjinal —ve felsefi bakimdan
merkezi kilmak istedigim— teorisinin bize sundugu
tam budur.

Soz konusu teori, bize hakiki ¢cagdas sayr kavramim
verir ve boylelikle modern-klasik bigiminde say1 du-
suncesinin, Dedekind, Frege ve Cantor'un dustincesi-
nin ¢ikmazim aydinlatir. Bu teoriden hareketle, uzun
bir dustnce calismasi sonucunda, nimerik dusunil-
meyenin (impensé) kor despotizmine galip gelebiliriz.

Sayiya dair tek bir modern dusiince ¢agindan degil, Na-
tacha Michel'in edebiyata uyguladig: bir ifadeyi alarak,
saylya dair dusiincede “ilk modernite” olarak adlandi-
nlabilecek seyden soz etmek gerekir’. Bu ilk moderni-
teye ait kisilerin adlan Proust ve Joyce degil, Bolzano,
Frege, Cantor, Dedekind, Peano’dur. Bense ikinci bir
moderniteye gecis denemesi yapiyorum.

Sayiya dair modern bir doktrinin kars1 karsiya kaldig
ug guclagin, Bir'in herhangi bir temel saglayamamasi,
sonsuz ve sifir oldugunu sdylemistim. Bircok noktada
birbirlerine ¢ok yakin olan Frege ile Dedekind karsi-
lagtinlacak olursa, s6z konusu gugcliuklere bulduklan
yanitlarin sirasinin temelde farkh oldugu hemen fark
edilir:

7 Natacha Michel, “ilk modernite” ile “ikinci modernite” arasinda bir
aynm yapilmasi gerektigini ileri surer, L'Instant persuasif du roman,
Paris, 1987 (Les Conferences du Perroquet).

27



Secereler: Frege, Dedekind, Peano, Cantor

Sonsuz uizerine. Dedekind insan1 hayran birakan bir
derinlikle, meshur bir pozitif 6zellikle belirledigi son-
suzla baglar: “Bir S sistemi, kendi par¢alarindan birine
benzer oldugunda sonsuz olarak adlandinlir.” Hemen
sonsuz bir sistemin var oldugunu “ispatlama”ya girisir.
Sonlu daha sonra belirlenecektir ve sonsuzun olum-
suzlanmast yoluyla elde edilir (bu bakimdan Dede-
kind'in sayisal diyalektiginin Hegelci bir yan1 vardir®).
Buna mukabil Frege sonluyla, dogal tam sayilarla bas-
lar; sonsuzsa sonlunun “uzantis1” veya kavram icinde
bir araya getirilmesi olacaktir.

Sifir iizerine. Dedekind bosluk ve boslugun isaretini
sevmez ve bunu acik agik soyler: “Bazi nedenlerden do-
lay1, hicbir eleman icermeyen bos sistemi tamamen bir
kenara birakiyoruz.” Frege'yse tersine “sifir bir sayidir”
ifadesini yapitinin sarsilmaz temeli yapar.

Bir iizerine. Frege’de Bir'in herhangi bir imtiyazina
dair bir emare yoktur (cunku tam da buyuk bir cesa-
retle sifirla baglamistir). Buayik harfle yazilan Bir'den
ziyade bir, “sifirla 6zdes” kavramina giren say1 olarak
tali konumdadir (aslinda bu kavrama uyan tek nesne
bizzat sifir oldugu i¢in s6z konusu kavramin kaplami-
nin [extension] bir oldugunu séyleme gerekcemiz var-
dir). Dedekind’deyse bir’le “baslanacag” fikri korunur:
“l taban elemanina, N say1 serisinin taban sayisi de-
nir.” Buna bagh olarak Dedekind distuncenin mutlak
bir Biitin'u fikrine basvurmaktan ¢ekinmez; Frege'nin

8 Meziyeti sonsuzun, sonlunun saf sunumunun/mevcudiyetinin [présence]
hakikati olmasi olan Hegelci say1 kavrammu L’Etre et 'Evénementn 15.
meditasyonunda ayrintih olarak yorumluyorum, Paris, Seuil, 1988, s.
181-190.
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formalizminde bu haliyle beliremeyecek bir fikir: “Di-
stncelerimin alani, yani dugtincemin nesneleri olabi-
len butiin seylerin S kiimesi sonsuzdur.” Bir'in haklar1
takip edildiginde Butiin varsayilir, zira Butun zorunlu
olarak, Bir var oldugu andan itibaren, Bir’in sonucudur.

Bu sira farklhihklan teknik bir mesele degildir. Her bir
disunurde sayiya dair kavrayisin agirlik merkezi olan
seyden ve ileride gorecegimiz gibi disuncelerinin
durma noktasi ve ayni zamanda temelinden kaynak-
lanir: Dedekind’de sonsuz ve varolus, Frege’de sifir ve
kavram.

Sayiya dair disuncede ikinci bir moderniteye gegis,
dustinceyi sifir, sonsuz ve Bir'e geri donmek zorunda
birakir. Bir'in mutlak yitimi, boslugun varhgina ve bu
varhg) isaretleyen seye dair ontolojik karar, sonsuzla-
rin dlciisuz cogahst: Boyle bir gecisin parametreleri iste
bunlardir. Bir'den kurtulmus olmak bizi boslugun es-
sizligine ve sonsuzun sa¢ilmasina goturur.
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2. Frege

Frege sayiy1 saf disuncenin dogurdugunu ileri sturer.
Mallarmé gibi Frege de —gerci Sans faktora devreye
girmeden— “her dustince atilan bir el zardir” diye du-
sunur. Frege'nin “mantkqlig” olarak adlandinlan sey
cok derinlere uzamr: Say1 varhgn tekil bir bigimi veya
seylerin tikel bir ozelligi degildir. Ne ampiriktir ne de
askin. Ayrica kurucu bir kategori de degildir: Kavram-
dan timdengelimle ¢ikarsamir, Frege'nin ifadesiyle
kavramin bir niteligidir.®

Saf kavramdan sayiya gecmeye olanak veren merkezi
ozellik, kavramin kaplam ozelligidir. Bu ne anlama
gelir? Herhangi bir kavram verildiginde, bir nesne sa-
yet s6z konusu kavramin bir “dogruluk hali” ise, yani
kavramda icerilen 6zelligi bu nesneye isnat eden 6ner-
me dogru bir 6nermeyse ya da nesne kavram tasdik
ediyorsa, nesne bu kavramin catis1 altinda “toplanir”.
Fark edilecegi tizere her sey 6nermelerin dogruluk de-

9 Frege'nin sayiya dair kavrayis: icin bagvuru metni: G. Frege, Les Fon-
dements de I'arithmétique, cev. C. Imbert, Paris, Seuil, 1969. Almanca
ilk baski tarihi 1884. Bir hayli yogun olan ana argiiman 55-86. parag-
raflar arasindadir (andigim baskida 30 sayfanin altinda).

Claude Imbert’in cahsmasimin mikemmelligini, 6zellikle de uzun gi-

ris yazisin saygiyla selamlamak gerekir.
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gerinden kaynaklamir; 6nermelerin anlam dogruluk
degerleridir (dogru veya yanls). Kavram sayiy1 dogu-
ruyorsa, bunun ancak dogru'® diye bir sey varsa mum-
kun oldugu ileri surilebilir. Bu anlamda say1 dogrunun
endeksidir; varligin endeksi degil.

Fakat kaplam fikri dall budakhdir, karanhkuir.

Bir kavram ele alalim; s6z konusu kavramin catis: al-
tinda toplanan butiun dogruluk hallerini (dogruluk hali
olarak butin nesneler) bu kavramin kaplam olarak
adlandiracagiz. Her kavramin bir kaplam vardar.

Simdi iki kavrami, C, ve C,yi disiinelim. C, kavra-
minin ¢atsi altinda toplanan her bir nesneyle C, kav-
raminin ¢atist altinda toplanan her bir nesneyi iliski-
lendiren birebir ve orten bir esleme varsa, yani C'in
kaplami ile C,'nin kaplam arasinda birebir ve 6rten bir
esleme tanimlanabiliyorsa, bu kavramlar essayili [ équi-
numérique] olarak adlandinlacaktir.

Frege'nin sayiya dair “kardinal” bir tamima dogru
gittigi, kavramin catis1 alunda toplanan seylerin sira
yapisiyla ilgilenmedigi acik¢a goriluyor. Birebir ve
orten olan bu temel ara¢ ashnda kendinde ¢oklugu,
herhangi bir yapisal dusunceden eksiltilmis saf ¢coklu-
gu “sayma” ¢abalarnin timunin bir karakteristigidir.
1ki kavramin essayih oldugunu séylemek, “aym mik-
tar”a sahip olduklarimi, kaplamlarnin aym boyda ol-
dugunu séylemekle aym seydir; bu kavramlarn catisi
altinda toplanan nesnelerin ne olduguna dair distince-
den soyutlamlmstir.

Kitap boyunca vérité kelimesine mantik veya matematik s6z konusu
oldugunda “dogruluk”, felsefe ve ¢zellikle de Badiou'nun felsefesi s6z
konusu oldugunda “hakikat” karsithgim verdik.—¢n
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Say, essayilihg, kavramlarin niceliksel 6zdesligini isa-
retlemekten ibarettir. Su meshur tamum da buradan ge-
lir: “C kavramina ait olan say1, ‘C kavramiyla essayilr’
kavraminin kaplamidir.” $oyle tercime edilebilir: Her
C kavramu bir say, yani Cyle essayih olan, “aym saf
nicelige”, C'yle aym kaplam niceligine sahip olan kav-
ramlar kumesini dogurur. Varhiginda kavranan sayimn
mutlaka bir kavramlar kiimesine, ya da “Clyle egsayih
bir kavram olmak” énermesini dogrulayan her seye isa-
ret ettigine dikkat cekelim.

Say1 kavraminin insa edilme zinciri asagidaki gibidir:
Kavram — Dogruluk — Kavramin catis1 altinda top-
lanan nesneler (kavrami nesneye atfetme 6nermesini
dogrulayan nesneler) — Kavramin kaplami (kavramin
butin dogruluk halleri) — 1ki kavram arasinda essay1-
hilik (kaplamlarimin birebir ve orten eslemesiyle) — Bir
C kavramiyla essayil olma kavraminin catisi altinda
toplanan kavramlar (“Cyle essayih olma” oénermesini
dogrulayan kavramlar) — Clyle essayih olmanin kap-
lam (6nceki adimdaki kavramlarin kiumesi) — C kav-
ramina ait olan say1 (dolayisiyla say1, C'yle essayihhgin
kaplaminin adidir).

Basitlestirilmis ve islemsel bir bakis a¢isindan, kav-
ramdan hareket edildigi, dogruluk kosuluyla nesneye
gecildigi, kavramlarin karsilastinldign ve saymin bu
karsilastirmanin olanakh ve tamimh bir 6zelligini (es-
saylih@1) ortak olarak tasiyan kavramlarin kimesini
adlandirdigy da soylenebilir.

Yalmzca dogrulugun bir norm sagladigi bu saf kav-
ramsallastirmadan hareketle “siradan”, tamdik sayilan
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bulmak amaciyla Frege hayranlik uyandirci bir sekilde
sifin timdengelimle turetmeye koyulur: Sifir, “kendi-
siyle 6zdes olmama” kavramina ait olan sayidir. Her
nesne kendisiyle 6zdes oldugu icin “kendisiyle 6zdes
olmama” kavraminin kaplam bostur. Dolayisiyla sifir,
kaplam bos olan kavramlarin kiimesidir ve bu nedenle
“kendisiyle 6zdes olmama” kavramiyla essayilidir. Bu
da tam olarak, kaplami bos olan her kavrama ait olan
saymnin sifir oldugu anlamina gelir.

1.16'da 1 sayisina gegise isaret etmistim: “Bir”, “si-
firla 6zdes” kavramina ait olan sayidir. Frege'nin 1'in
hicbir “sezgisel” veya ampirik imtiyaz1 olmadigim, ay-
rica agkin bir temel de olmadigim vurguladigina isaret
etmemiz gerekir: “I'in tamm hicbir gozleme tabi ol-
mayan nesnel bir mesruluga sahiptir.” Frege kuskusuz
Bir'in modern ihraci strecine katilir.

I'in disindaki say1 dizisinin tiretimi sadece teknik
bir meseledir; n'den n+1’e gectigimizde ilgili kavram-
larin kaplamlan arasinda, “kalan” tam olarak 1 olacak
sekilde bir korelasyon insa edilerek bu sorunlar ¢6zii-
lur. Nihayetinde 1 halihazirda tammmlanmustir.

Boylelikle kavramin sonucu olarak saymn tiimdenge-
limle ¢ikarsanmasi tamamlanms gibidir. Daha kesin
bir sekilde soylersek: Kavram/dogruluk/nesne tuglu-
stiinden ve birebir ve érten esleme denen o biricik for-
mel islemciden say1, saf distincenin bir durumu veya
butinuyle mantiksal bir dretim olarak ortaya cikar:
Dustincenin, dogruluk hallerine sahip olmaya elverisli
(dolayisiyla bir kaplama sahip) bir kavram bi¢iminde
kendisini var saymasi gerekir. Boyle yaptiginda dusin-
ce, sayly1 varsaymis olur.
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28 Sifin temellendirmek icin neden ozellikle “kendisiy-
le 6zdes olmama” kavram secilmistir? Sonucta kap-
laminin bos oldugu bilinen her kavram segilebilirdi:
So6z konusu kavramin belirttigi 6zellige sahip olabile-
cek hicbir nesnenin dusuniilemedigi her kavram. Or-
negin, Frege'nin “hakkinda soylenen fena seyleri hak
etmedigi”’ni beyan ettigi bir kavram olan “kare daire”.
Saymin tamamen kavramsal belirlenimi s6z konusu
oldugu i¢in, kavramin secilmesindeki keyfilik bir par-
ca rahatsiz edicidir. Frege de bunun farkindadur, zira
soyle yazar: “01 tammlamak icin, catis1 altinda hicbir
sey toplanmayan herhangi bir kavram alabilirdim.”
Kendisine yonelttigi itirazdan kaginmak igin Leibniz’i
anar: Her nesnenin kendisiyle 6zdes oldugunu ileri
suren 6zdeslik ilkesinin “tamamen mantiksal” olmak
gibi bir meziyeti vardir. Tamamen mantiksal m1? Fakat
mantiksal-matematiksel kategorileri (6zellikle sayiy1)
sif saf distncenin yasalarindan hareketle mesrulas-
tirmanmn s6z konusu oldugunu sanmigtik. En bastan
mantiksal bir kural gerekiyorsa dongusellik riski yok
mudur? Bu durumda “kendisiyle 6zdes” dnermesinin
“kendisine esit” onermesiyle karistirnlmamasi gerekti-
gi soylenecektir. Elbette esitlik (ve 6zel olarak saylar
arasindaki esitlik) temellendirilmesi gereken mantiksal
veya islemsel yiiklemlerden biridir. Fakat sayet “6zdes-
lik”in burada mantiksal esitlik ytikleminden dikkatle
ayirt edilmesi gerekiyorsa “her nesne kendisiyle 6zdes-
tir” 6nermesinin “tamamen mantiksal” [logique] bir
onerme olmadig aciktir. Bu bir onto-lojik [onto-logique]
onermedir. Ve ontolojik bir 6nerme olarak hemen tar-
tismal hale gelir: Ornegin, hicbir Hegelci, 6zdeslik il-
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kesinin evrensel gecerliligini kabul etmeyecektir. Fara-
zi Hegelcimiz icin “kendisiyle 6zdes olmama” kavrami-
nin kaplam, bos olmak diginda her geydir!

Kaplaminin bos oldugu kesin olacak bir kavramin ta-
mamen a priori sekilde belirlenmesi, gicli 6n ontolojik
aksiyomlar olmadan imkansiz bir gorevdir. Frege'nin
icine dustugu cikmaz, nesneye dair denetlenmemis bir
doktrinin ¢itkmazidir. Zira saf kavramla iliskili olarak
genel anlamda bir “nesne”, nesnelerin toplam Evrenin-
den ahinms herhangi bir nesne nedir? Frege’nin diger-
leri gibi olagan kavramlar oldugunu vurguladigy “kare
daire” turtindeki kavramlara dair olumlu duistincesiyle
isaret ettigi gibi, kavramin mesru olmasi i¢in celisme-
mesi zorunlulugu bile yokken neden nesnenin kendi-
siyle 6zdes olmasi zorunlu olsun? Nesnelerin varhg-
na dair yasa neden kavramlarn varhigina dair yasadan
daha kat1 olsun. Elbette, var olan nesnelerin diistiniile-
bilir nesnelerden farkh bir ilkeye, yeter neden ilkesine
uydugunu dustnen Leibniz’in ontolojisi kabul edilecek
olursa 6yledir. Oyleyse saymmin kavramdan hareketle
tumdengelimle ¢ikarsanmasi evrensel veya “tamamen
mantiksal” olmaktan ziyade Leibnizcidir.

Bir kavramin kaplaminin su veya bu oldugunu (6r-
negin, “kendisiyle 6zdes olmama” kavraminin kapla-
minin bos oldugunu) asikir [evident] bir sey olarak
ileri siirmek, kavramdan varolusa sorunsuz bir sekil-
de gecebilecegimizi varsaymaya denktir; cunku bir
kavramin kaplami, s6z konusu kavramin catis1 altin-
da toplanan “nesneler”i devreye sokar. Burada bir tur
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genellestirilmis bir ontolojik arguman vardir ve sirf
kavramdan hareketle sayinin timdengelimle ¢ikarsan-
masini saglayan tam da bu argiimandir: Say, kavramin
catist altinda toplanan diigiiniilebilir nesnelerin dolay1-
miyla kavrama aittir.

1903 yilinda Frege'ye iletilen Russel paradoksunun
asli dusiincesi, sadece kavramdan hareketle varolus
ve ozellikle de kavramlarin kaplaminin varolusu hak-
kinda yasa yapma iddiasim ¢arutmektir. Russel (Fre-
ge'nin verdigi anlamda) bir kavram sunar: “kendisinin
eleman: olmayan bir kiime olma” kavrami. Kesinlikle
uygun bir kavramdir bu (dogruyu soylemek gerekirse
“kendisiyle 6zdes olmama”ya goére ¢ok daha uygun bir
kavram), gelgelelim bir kaplam:1 yoktur. “Nesneler”in,
Russel''n 6nermesinde “bu kavram catis1 altinda top-
lanan” kiimelerin kendilerinin bir kiime olusturmasi
celigkilidir.!! Bir kime olusturmuyorlarsa bunlar igin,
ne tar olursa olsun, birebir ve orten bir esleme tanim-
lanamaz. Dolayisiyla bu “kaplam” essayilihig destek-
lemez ve sonug olarak hi¢bir say1 “kendisinin elemam
olmayan kiime” kavramina ait olmaz.

Kavramin karsisina bir say1lamaz ¢ikmasi Frege’nin
genel timdengelimini mahveder. S6z konusu paradok-
sal kavramin tamamen siradan oldugu (fiiliyatta mate-

11 Russel'n Frege’ye, adim tasiyan paradoksu anlatug1 ve Almanca yazil-
mis olan mektup J. van Heijenoort tarafindan yayina hazirlanan From
Frege to Godel adh metin derlemesinde Ingilizce cevirisiyle yer almakta-
dir, Cambridge, Harvard University Press, 4. baski, 1981, s. 124. Russel
“kiime” ile “toplam” arasinda bicimsel olmayan bir aynmla mektubu
sonlandinr: “Buna [paradoksa] dayanarak bazi kosullarda tammlana-
bilir bir kiimenin bir toplam olusturmadig sonucuna vanyorum.”
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matikgilerin kullandigy tim kiimeler bu kavram dog-
rular: bunlar kendilerinin elemam degildirler) dikkate
ahndiginda hicbir sayimn ait olmadig baska kavram-
larin da var oldugundan kugku duymak mimkundar.
Ashna bakilirsa, felaketin boyutlarini a priori 6ngérmek
imkansizdir. “Kendisiyle 6zdes olmama” kavramimn
bile var olan hicbir kaplam olmadigy ortaya ¢ikabilir
ve bu, bos bir kaplama sahip olmaktan tamamen farkh
bir seydir. Russel'in paradoksunun tamamen mantiksal
oldugunu, yani kesin olarak ispatlandigym da ekleye-
lim: Kendilerinin elemam olmayan tiim kimelerin bir
kiimesinin var oldugunu kabul etmek formel bir celiski
(bir 6nerme ile o 6nermenin olumsuzlanmasinin denk-
ligi) sokarak tiimdengelimci dili bozar.

2.12 Zermelo tarafindan bu soruna bir tir yama dnerilmis-
ti."2 Buna gore, daha onceden verili bir varolusta islem
yapmak kosuluyla kavramdan bu kavramin kaplaminin
varolusuna varmak mimkindir. Bir C kavram ve var
olan bir nesneler alam verildiginde, s6z konusu kavra-
min ¢atis altinda toplanan nesneler kiimesinin, dola-
yistyla kavramin kaplaminin bu var olan alan iginde var
oldugunu soyleyebilirsiniz. Elbette bu kaplam, once-
den belirtilmis bir nesneler alamyla ilgilidir, “kendin-
de” var olmaz. Bu ise buytk bir ontolojik degisikliktir:

12 Zermelo, Russel paradoksuna ¢oziim getiren ayirma aksiyomu da
dahil kiime teorisi aksiyomatigini Almanca yazilms 1908 tarihli bir
metinde gelistirir. Bu metnin Ingilizce cevirisi bir onceki notta ami-
lan van Heijenoort'un derlemesinde bulunabilir. Investigations in the
Foundations of Set Theory ve 6zellikle birinci bolumi “Fundamental
Definitions and Axioms”, s. 201-206.
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Bu yeni cercevede kavramdan varolusa (dolayisiyla
saylya) varmak imkansizdir ve ancak 6nceden verili
bir varolustan bir sekilde kesilip alinmis bir varolusa
varilabilir. Verili bir alanda, bu alandaki kavramin ser-
giledigi 6zelligi dogrulayan nesneleri “ayirabilirsiniz”.
Kavramin ve dilin varolus tizerindeki haklarim buyuk
oranda kisitlayan Zermelo’nun ilkesinin ayirma aksi-
yomu olarak adlandinlmasinin nedeni budur. S6z ko-
nusu aksiyomun kabul edilmesi kosuluyla, Russel'n
sundugu tirden paradokslarn tutarsizhk etkilerine
kars1 korunuruz.

Russel paradoksu hicbir sekilde paradoksal degildir.
Materyalist bir argimandir, zira ¢coklu-varhgn, ken-
disini etkileyen onermelerden once geldigini kanitlar.
“Paradoks”, dil ve kavrama varolus hakkinda simirsizca
yasa koyma hakkim isnat etmenin imkansiz oldugunu
soyler. Dilin askinsal bir fonksiyonunun oldugu kabul
edildiginde bile, bir var olamin [existant] ilksel olarak
elde hazir bulundugunu varsayar ve soz konusu fonk-
siyonun giici, belirtilen var olan icinde kavramin kap-
lamlarim kesip ayirmak veya simirlamaktan ibarettir.

Zermelo'nun aksiyomu kabul edildiginde Frege’nin
say1 insas1 kurtanlabilir mi? Her sey yine sifir mesele-
sinde digumlenir. Su sekilde ilerleyecegim: Varolusu
disaridan garanti edilmis, kisith bir nesneler alan veril-
diginde, “kendisiyle 6zdes olmama” kavraminin veya
bu alandaki hicbir nesnenin ¢atis1 altinda toplanmads-
gindan emin olabilecegim herhangi bir bagka kavramin
bu alanda kesip aldigy veya ayirdigy seyi “sifir” (ya da
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ayn anlama gelen, bos kiime) olarak adlandiracagim.

~ Frege'nin insasinda oldugu gibi “butiin nesneler” degil

(bu, kriterden yoksun bir Leibnizci se¢im ¢ikmazina
surukliyordu), kisith bir alan s6z konusu oldugu igin
boyle bir kavram bulma olasihgim vardir. Ornegin, si-
yah nesnelerden olusan bir kiime alirsam, bu kiimede
“beyaz olma” kavramim ayiran seyi “sifir” olarak ad-
landiracagim. Insanin geri kalam pesi sira gelecektir.

Fakat hangi nesneler alamindan baslamaliyim ki, bun-
larn saf dusiince alanina ait olmalan, “tamamen man-
tiksal” olmalan garanti olsun? Frege kendi deyimiyle
“ne duyulur bir varhk ne de harici seylerin bir 6zelligi”
olan bir say1 kavram insa etmeyi amaclar ve defalarca
saymn temsil edilebilir olandan eksiltildigini vurgu-
lar. Sayimin disuncenin bir uretimi oldugunu ortaya
koymak, say1y1 sadece genel olarak kavramin soyut
yuklemlerinden ¢ikarmak, beyaz veya siyah nesnelerle
yetinemez. Dolayisiyla soru suna donustr: Her tarlia
deneyim disinda hangi var olan bana teminat verebilir?
“Bir sey vardir” aksiyomu saf distncenin bir aksiyomu
mudur ve dyle oldugu varsayilldiginda, bu var olan “bir
sey”e hicbir sekilde ait olmadi kesin olan hangi 6zel-
ligi ayirt edebilirim?

Dustince icin, herhangi bir nesnenin, bir varhk nokta-
sinin, bir “nesne=x"in varolusunun “tamamen mantik-
sal” ispat1: “Her x kendisine esittir” 6nermesi mantigin
esitlikle ilgili bir aksiyomudur. Birinci derece mantigin,
her nesne alan igin gecerli olan mantigin evrensel ku-
rallar1 “her x, x’e esittir” onermesinden “x'e esit bir x
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vardir” 6nermesini ¢cikarmamiza olanak verir (varolus-
sal niceleyicinin evrensel niceleyiciye tabiligi).!* Dolay1-
styla x vardir (en azindan kendisine esit olan o x vardir).

Boylelikle bir kume teorisi ¢ercevesinde 6nce tama-
men mantiksal araglarla bir kumenin var oldugunu
gosterebiliriz. Daha sonra var oldugunu kanitladigimz
o var olan icinde, hi¢bir elemanin dogrulayamayacag
bir 6zellik kullanarak (6rnegin, “kendisine esit olma-
ma”) bos kiimeyi ayirabiliriz. Onceden verilmis olan
bir var olanda islem yaptigimiz i¢in Zermelo'nun aksi-
yomuna uyulmus ve sifir uretilmistir.

Bu “ispat”in kimseyi ikna etmeyecek bir hile, mantik-
sal bir el cabuklugu oldugu bence gayet agik. Kendi-
sine esit olmamn evrensel olarak ileri stiriilmesinden
hareketle (sonugta bu soyut yasa ya da kavramin ya-
sas1 olarak kabul edilebilir) kim hic¢bir seyden ziyade
bir seyin var oldugu sonucuna akla uygun bir sekilde
varabilir? Sayet Evren tamamen bos olsayd, bir seyin
var oldugu varsayildiginda (durum oyle olmasa da),
kendisine esit olmak zorunda oldugu mantiksal olarak
kabul edilebilir olurdu. Boyle bir evrende “her x, x’e
esittir” 6nermesi gecerli olsa bile hi¢bir x olmayacaku;
dolayisiyla “kendisine esit bir x vardir” 6nermesi ge-
cerli olmayacakuti.

13 Varolussal niceleyicinin evrensel niceleyiciye tabi olmasi, bir P 6zelligi
verildiginde her x bu 6zelligi tasiyorsa bu 6zelligi tasiyan bir x’in var
oldugu anlamina gelir. Ya da yiiklem hesabinda Vx(P(x) — 3x(P(x)).
Yuklem hesabinin klasik kurallan ve aksiyomlar bu gikanim yapmaya
olanak verir. Bkz. 6rnegin E. Mendelson, Introduction to Mathemati-
cal Logic, D. Van Nostrand Company, 1964, s. 70-71.
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Evrensel bir 6nermeden bir varolus savina gegis, kavra-
min kendine mal edemeyecegi haddini asan bir haktir.
Mutlak higlikte de gayet gegerli olabilecek bir evrensel
yasadan hareketle varolusu ortaya ¢ikarmak mumkun
degildir (6rnegin “higlik kendisiyle 6zdestir” 6nerme-
sini dustniin). Saf diustnceden hicbir var olan nesne
cikarsanamayacag) icin bu dusiincede sifin ayiramazsi-
niz. Zermelo, Frege’yi kurtarmaz.

Sifirin veya bos kiimenin varolusu ve dolayisiyla say:-
larin varolusu hicbir sekilde kavram veya dilden ¢ikar-
sanamaz. “Sifir vardir” kagimlmaz olarak bir ilk sav-
dir: digerlerinin tureyecegi bir varolusu sabitleyen sav.
Frege’nin mantik¢iligiyla bir araya gelmis Zermelo’nun
aksiyomunun, sifin, sonra da say1 zincirini olusturma-
miza izin vermesi bir yana, ne olursa olsun herhangi
bir kavram kaplamini ayirt etmeyi mumkun kilan sey
bilakis sifirin mutlak baslatic1 varolusudur. Say1 burada
once gelir: Kavramin tatbikinin bagh oldugu o varlik
noktasidir. Higligin sayis1 olarak say:1 ya da sifir, her
metni gizil varhgina diker. Bosluk, distincenin bir uru-
nu degildir, zira dusince onun varligindan tuarer; “du-
stinmek ve olmak aym sey” oldugu siirece. Bu anlamda
kavram sayidan gelir, say1 kavramdan degil.

Frege'nin tesebbusui baz1 bakimlardan essizdir: (Dede-
kind ve Cantor’un yapacag) gibi) matematik icinde yeni
kavramlar yaratmak degil, sadece titiz bir analiz ara-
ciligiyla dustincenin mumkun nesneleri arasinda say:
kavraminin ¢atis1 altinda toplananlan tekillestiren seye
151k tutmak s6z konusudur burada. Bu anlamda benim
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cabam da aym hatta ilerliyor. Sadece, yeni parametrele-
re gore sorusturmanin cercevesini duzelterek engelleri
ortadan kaldirmak gerekiyor. S6z konusu olan bilhas-
sa duguncenin sirf kavramlar ve 6nermelerden degil,
aym zamanda dusunceyi bizzat tatbik edildigi an icinde
devreye sokan kararlardan olustugunu gostermektir.
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3. Frege’'nin ¢agdas bir kullanimi
uzerine ek not

1965 tarihli “La suture” (altbaghg “Gosteren Manti-
gimin Ogeleri” seklindeydi) bashkh bir konferansta't
Jacques-Alain Miller, Frege’nin say1 insasim1 yeniden
ele almisti. S6z konusu metin, yapisalcilik ile Lacancl
Ozne teorisi arasinda bir uyum rejiminin temelini atar.
Bozmak pahasina da olsa, ben de bu temele!” donem
donem geri doniyorum. 25 yil sonra “Buradayim,
hala burada's”.

Miller’in Frege’ye yonelttigi soru soyledir: “Dogal tam
sayilar dizisinde isler halde olan sey nedir?”; ve bu so-
ruya yaniti, Frege’den zorla kopardigz yanit sudur: “Di-
zinin olusumunda isler halde olan sey, varhg taminma-
yan oznenin fonksiyonudur.”

14 J. -A. Miller'in metniigin bkz. Cahiers pour 'analyse, no. 1, Paris, Seuil,

Subat 1966. Bu metne ek olarak derginin aym sayisinda yer alan Y.
Duroux’nun Frege’de ardil fonksiyonu aynnuh olarak inceleyen “Psy-

chologie et logique” adh metnine de basvurmak faydah olacaktir.

15 Bkz. A. Badiou, “Marque et Manque: a propos du Zéro”, Cahiers pour

16

Panalyse, no. 10, Paris, Seuil, Mart 1969.

“J'y suis, j'y suis toujours.” Rimbaud’'nun 1872 tarihli “Qu’est-ce pour

nous, mon cceur, que les nappes de sang” adh siirinden.—c¢n
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Bu yamiti ciddiye alacak olursak, kendi varhginin ta-
mnmamishgina 6zgi modda, sayinin 6zu degilse de en
azindan hasil olma (Miller “ilerleyisin yaratihs1” diye
adlandinr) surecini olusturan seyin son tahlilde, La-
can’in ogretisinin bize kavramim ilettigi haliyle 6zne-
nin fonksiyonu oldugu anlamina gelir.

Boylesine radikal bir tezi elbette goz ard1 edeme-
yiz. Acik bir sekilde sayinin “6znel” oldugu fikrinin
reddine yonelik 6zel bir argiiman gelistiren Frege’nin
doktrinine gore radikaldir (gerci Frege icin “6znel”
tabirinin “temsilde yakalanmig” anlamina geldigi
dogrudur; dolayisiyla da, 6znenin Lacanci fonksiyo-
nuyla elbette ortismez). Kendi tezim agisindan da ra-
dikaldir, zira ben sayimn bir varhk bicimi oldugunu
ve 6znenin fonksiyonunu dayanak almasi soyle dur-
sun, bilakis 6znenin fonksiyonunun, sayinin ve bil-
hassa da bosluk (veya sifir) denen o ilk say1-varhgin
varsayllmasi kaydiyla varhiktan kendi payina duseni
alacagini ileri surtiyorum.

Bu metnin, Lacan’a ait olmayan bu ilk buyik Lacanci
metnin, gosteren doktrini agisindan 6énemini ve 6zne-
nin bir zincirin etkilerine yakalanmasina dair buyiik
ustadin ogrettigi her seyin kapsamim —hentiz oturma-
mis oldugu bir donemde- aydinlatmak icin kullandig
analojiyi burada incelemeyecegiz. Sadece bizatihi sayrya
dair dugiince s6z konusu oldugu ol¢iide Miller’'in metni-
nin varsaydiklarim ve ileri surduklerini ele alacagz.

Miller’in ispat1 agagidaki sekilde duzenlenmistir:

- Sifin temellendirmek icin Frege (2.6'da gormus ol-
dugumuz gibi) “kendisiyle 6zdes olmama” kavramina
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bagvurur. Hicbir nesne bu kavrama dahil olamaz. Bu
noktada Miller, Frege'nin Leibniz’e referansim vurgu-
lar, hatta derinlestirir. Fiilen bir nesnenin kendisiyle
6zdes olamayacagim veya kendisinin yerine gecemeye-
cegini varsaymak, hakikati tamamen tahrip etmektir.
A nesnesi hakkindaki bir 6nerme, dogru olmas: igin,
onermenin her vuku bulusunda ya da 6nermenin dile
getirildigi “her sefer’de A’'min degismezligini varsayar.
“A, Adir” onermesi her olanakh hakikatin bir yasa-
sidir. Buna mukabil, hakikatin emniyette olmas: igin
hicbir nesnenin “kendisiyle 6zdes olmama” kavram-
nin ¢atis alinda toplanmamasi hayati 6nemdedir. Bu
kavramin kaplamini sayan sifir buradan gelir.

- Boylelikle sayimin, dogruluk kosuluyla sadece kav-
ramdan geldigi ispatlanir. Fakat bu ispatin tutarh ol-
masinin tek nedeni, diistincede kendisiyle 6zdes olmayan
bir nesneyi cagirabilmis olmamizdir: her ne kadar bu
nesne sifira kaydolmasiyla kapi disan edilse de. Miller,
“Oyleyse,” diye yazar, “sayimin yerine kaydolan 0, soz
konusu nesnenin dislanmasim tamamina erdirir.”

“Hicbir nesne”nin kendisiyle 6zdes olmama kavra-
mina dahil olmadigim soylemek, amldig anda s6z ko-
nusu nesnenin, geriye kalan tek izi tam da sifir isareti
olan o higlikte yok olmasina neden olmaktir: “Sifir sa-
yisinda eksigi diken yer tutucuyu ayirt edebildik,” diye
karara baglar Miller.

- Bu gekilde eksik oldugu ortaya ¢ikan nedir? Hangi
“nesne”nin kendi eksikliginin yer tutucusu ilk sayisal
isaret olabilir; ve hangi nesne butun sayilar zinciriyle
iligkili olarak, sadece yok olmak tuzere beliren seyin
kaydedilemez yerini destekleyebilir? Sayilar arasinda
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1srar eden nedir? Elbette, kendisiyle 6zdes olmamanin
atadif1 o bos yere, icinde kaybolmak i¢in bile olsa, hic-
bir “nesne”nin gelemeyecegini kabul etmemiz gerekir.
Fakat tam da nesne olmayan, nesne-olmayana 62gii
olan, nesnenin imkansizhig olarak nesne vardir (veya
burada daha kesin olarak, existe yerine ek-siste): yani
ozne. “Mantigin soyleminin kendisiyle 6zdes olma-
yan olarak cagirdigy ve oldugu haliyle kendisini teskil
etmek icin reddettigi, cagirdipr ve hakkinda hicbir sey
bilmek istemeyerek reddettigi imkansiz nesneyi, sayilar
dizisinde isleyen fazlahk olarak islev gormesinden do-
lay1, 6zne olarak adlandiriyoruz.”

Miller'in Frege’den aldiklan ile kendine has bir sekilde
Frege'de desifre ettiklerini titizce birbirinden ayirmak
gerekiyor. U¢ asamada ilerleyecegim.

BIRINCI ASAMA. Leibniz-Frege'nin, “salva veritate”-
nin'’ her nesnenin kendisiyle 6zdes olmasim gerek-
tirdigi 6nermesini Miller baslangi¢ noktas: olarak alir.
Leibniz’in butian hayati boyunca tzerinde calistigy ve
Frege'nin ideografisinin kuskusuz mirascisi oldugu,
gercekligin butun olarak harfiyen terciime edilmesinin
ortuk bir sekilde kabul edilmesidir bu. Bu bakimdan,
Leibniz’le birlikte Miller’in “kendisiyle 6zdes” ile “bir-
birinin yerine gecebilir” ifadelerini denk gormesi ke-
sinlikle haklidir; boylelikle nesne ile harf arasinda bir

17 Dogruluga halel gelmeden: Leibniz'in birbirlerinin yerine ge¢mesi hi¢-

bir baglamda 6nermelerin dogruluk degerini veya anlamim degistir-
meyen ifadelerin esanlamh oldugunu ileri suren ilkesi—¢n
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denklik kurulduguna isaret edilir. Bir nesnenin yerine
gecebilirlik gercekte ne demektir? Yalmzca harf tam
anlamiyla kendi yerine gecebilir. “A, A’dir”, harflerin
bir ilkesidir, nesnelerin degil. Kendisinden farkinda
6zdeslestirilebilir ve bir yerine gecilebilirlik sorusunun
muhatabi olabilmesi i¢in nesnenin, nesneyi hesaplama-
ya uygun hale getiren tek merci olan harfin hakimiyeti
altinda olmasi gerekir. A her an A ile 6zdes degilse he-
saplama olarak hakikat (veya daha ziyade gercege uy-
gunluk) ¢oker.

Dolayisiyla buradaki értik hipotez, hakikatin bir
tir hesaplama oldugudur. Ancak bu varsayimdan hare-
ketle nesne énce harf olarak temsil edilmelidir; daha
sonra, nesne-harfin kendisiyle 6zdes olmamas: haki-
kati kokten yikar. Hakikat, bir tur hesaplamaysa, bu
durumda kendisiyle 6zdes olmayamn (6zne) dislan-
masin sayan sifir, bir harften ibarettir: 0 harfi. Boy-
lelikle sifirin, eksikligin aul yer tutucusu oldugu ve
bir isaret uretimi olarak say1 dizisini “ileri iten” seyin
—icinde, 1srar edenin varhginin taninmamasinin ifade
edildigi yinelemenin— 6znenin fonksiyonu oldugu so-
nucunu ¢ikarmak kolaydir.

Daha basit bir sekilde soylersek: Sayet hakikat ancak
6zdeslik ilkesi kabul edildiginde guvendeyse bunun
nedeni, nesnenin hakikat alanminda sadece hesaplamaya
sunulan harf olarak zuhur etmesidir. Durum boyleyse,
say1 ancak eksik olmakta 1srar edenin yinelenmesi, zo-
runlu olarak nesne-olmayan (veya harf olmayan, zira
ikisi aymdir), “hicbir seyin yazilamayacag” yer, kisa-
cas1 0zne olarak ayakta kalabilir.
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Secereler: Frege, Dedekind, Peano, Cantor

Her ne kadar Leibniz felsefesinde, dustincedeki ti¢ ana
yonelimden birinin arketipinin, yani konstriktivist
veya nominalist yonelimin (diger ikisi, askin ve ture-
yimsel yonelimlerdir'®) bulundugunu teslim etmek ge-
rekiyorsa da hi¢ kimse Leibnizci olmak zorunda degil-
dir. Tureyimsel yonelimin bir taraftan olarak hakikatin
guvende olmasi icin tam da Leibniz’in dusincesindeki
iki buyak disturu imha etmek gerektigini ileri surtyo-
rum: Celismemezlik ilkesi ve Ayirt Edilemezler ilkesi.

Bir hakikat, hakikatini belirledigi durumun kendisiyle
0zdes olmamaya vardigim varsayar: Bu kendisiyle 6z-
des olmama, duruma “fazladan” bir ¢okluk, duruma
ait olup olmadig icsel olarak kararlastinlamayan bir
cokluk eklenmesiyle taninir. Bu eki ben “olay” olarak
adlandirdim; ve bir hakikat-sirecinin kaynag daima
bir olaydir. Kararlagtinlamayan olayin durum icinde
kararlagtinlmas: gerektiginde durum zorunlu olarak
kendi kimliginde bir salimma girer.

Durumun barindirdig bilgi katmanlarini delen bir ha-
kikat-siireci, kurulu hicbir dilin kavramlar dizininin
isaret etmeye muktedir olmadigy ayirt edilemez son-
suzluk olarak duruma kaydolur.

Sifir veya boslugun, dogruluga halel gelmemesiy-
le aslinda hicbir alakasinin olmadigim séylemek kafi:
Dogruluga halel gelmemesi, olayin karar verilemezligi
ile durumda bunun sonucu olan seyin ayirt edilemezli-

18 Dusiincede yonelimlerin tipolojisi izerine, bkz. L’Etre et PEvénement,
s. 311-315.
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gi arasindaki “girift” korelasyonda cereyan eder. Haki-
kati harfin giictine havale etmek de mumkun degildir,
zira bir hakikatin varhg hicbir kayitla tasdiklenemez.
“Hakikat soyledir” gibi bir 6nerme, “kendisiyle 6zdes
olmama” kavrami kapsamina hi¢bir nesnenin girme-
mesini ve dolayisiyla sifirin bu kavramin sayis1 olmasi-
ni1 saglamak bir yana, daha ziyade asagidaki u¢la sonu-
ca olanak verir:

- kendisiyle 6zdes olmayabilecek bir nesne vardir
(olayin karar verilemezligi);

- hi¢bir kavramin kapsamina girmeyen sonsuz nesne
vardir (bir hakikatin ayrt edilemezligi);

- say1, hakikatin bir kategorisi degildir.

IKINCI ASAMA. Miller'in metninin stratejisi nedir? Ve
bu stratejide bizatihi say1 ne gibi bir rol oynar? Gercek-
ten de 6znenin fonksiyonunun, sayiin 6zunde, varhg
taninmayan temel konumunda yer aldigin ileri sur-
mek mi s6z konusudur? Ahntiladigim formulun butun
acikhgyla dile getirdigi kugskusuz budur: “[Say1] dizi-
sinin olusum surecinde (...) 6znenin fonksiyonu (...)
isler haldedir.” Daha kesin bir dille, eksikligin yerin-
de say1 olarak sifirla isaretlenmis, iptal edilisinin yer
tutucusu olarak 6znenin fonksiyonu, say1 dizisinde
yineleme veya tekrar islevi goren seyi agiklayabilecek
yegane olgudur: Dislanmis olan 6zne (kendisiyle 6zdes
olmayan sey) bizzat hi¢ durmadan “bir adim daha” yi-
neleyen isaretlerin 1srar1 uzerinden kendini dahil eder:
once 0'dan l'e (Miller “0, 1 diye sayilir” diye isaret
eder), daha sonra belirsiz olarak n’den n+1’e: “[Lacanci
anlamda 6znenin] saymin alanindan dislanmast, yine-
lemeyle 6zdestir.”
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3.12 Miller'in metninin diger bolimleri analojik gosterime

313

yoneldigi icin daha muglakur. Oregin: “Sifirin duzde-
gismecesi olan say1 dizisi, onun metaforuyla bashyorsa,
say1 olarak dizinin uyesi olan 0, donusumli bir temsil
ve bir dislama hareketine gore zincirin altinda kendi-
sini ileten eksikligi (mutlak sifir) diken yer tutucudan
ibaretse, sifinn say1 dizisiyle 1slah edilen iliskisinde
Oznenin gosteren zinciriyle kurdugu eklemlenmenin
en yahn ifadesini tammamiza engel olan nedir?” “Ta-
mmak” tabiri, Frege’nin say1 doktrininin, 6znenin gos-
teren zinciriyle iligkisi icin izomorf (maksimum hal-
de) veya benzer (minimum halde), ama hicbir sekilde
6zdes olmayan bir “matris” (Miller'in mesele uzerine
yazdigy bagka bir makalenin baghgy) ileri surdugu fik-
riyle uyumludur. Frege'nin doktrini, Lacanci mantigin
yerinde bir analogon’u olacaktir. Bu durumda Miller’in
metni say tizerine bir metin olmayaca icin diyecek bir
seyimiz kalmaz. 1ki nedenle say1 iizerine olmayacaktir:
Birincisi, say1y1 degil, Frege’nin say1 uizerine doktrinini
(bu doktrinin icsel tutarlihg1 veya gecerliligine dair bir
konum almadan) inceler; ikincisi, say1 dizisini, 6zne-
nin fonksiyonunun say1 dizisine dahil olusunun fiili bir
ornegi olarak degil, gosteren mantiginin didaktik bir
vektori olarak 6ne surer.

Bu elestirel kaytarma iki kosulun karsilanmasim gerek-
tirir: say1 doktrini ile gosteren doktrini arasinda 6zdes-
lik veya 6rneklendirme degil, izomorfi veya benzerlik
olmasi; ve Miller’in Frege’nin say1 doktrininin gecerlili-
ginin izahin1 vermemesi.
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3.14 Bana gore (yani kendinde say1 dustincesiyle ilgilenen

3.15

herkese gore) her seyin bagh oldugu bu ikinci husus
konusunda Miller bastan sona okuru muallakta birak-
maya devam eder. “Frege’nin sistemi”’nden bahseder,
fakat kendisine gore say1ya dair basanyla tamamlanmis
bir teorinin, 6ziinde tamamen savunulabilir bir diisin-
cenin s6z konusu olup olmadig1 anlasilmaz. Mahir ve
girift cahsmasimn hicbir noktasinda “Frege sistemi”-
nin ickin gugluklerine, 6zellikle de sifir, Russel para-
doksunun etkisi, Zermelo aksiyomu ve dille varolus
arasindaki nihai bag hakkinda andigim sorunlara degi-
nilmemesi ¢arpicidir. Boylelikle gosteren/say1 izomor-
fizminin, bir yanda Lacan ile 6te yanda izlenen analojik
ama¢ bakimindan tutarsizh énemli olmayan tekil bir
teoriye indirgenmis bir Frege arasinda oldugunu du-
sunmek miimkiindiir.

Elbette geriye bu tutarsizhgin analojinin diger kutbuna,
yani gosterenin mantigina aktanilmis olup olmadigim
ortaya ¢ikarmak kahyor. Frege'nin doktrininin bura-
da elcilik ettigi farz edilen mantik agisindan, gosteren
mantgimn Miller tarafindan kurucu konuma yerlesti-
rildigi dusunulecek olursa risk onemsiz degildir: “Bi-
rincisi (gosterenin mantig1) digerinin (mantik¢a manti-
g1) ortaya cikisin ele alir ve mantigin kokeninin manti-
1 olarak anlasilmahdir.” Bu kokenden tiiretme streci,
tutarsizhiktan mustarip bir semanin (Frege’nin semasi-
nin) 6zne temasiyla tamamlanmasindan elde edilmisse
ne olur? Fakat benim ilgilendigim bu degil. Andigim
kosullarda metin saymin yasalanyla ilgilenmiyorsa isi-
miz burada bitmis demektir.
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Secereler: Frege, Dedekind, Peano, Cantor

UCUNCU ASAMA. Bununla birlikte Miller’in bir sekil-
de sezgisel olarak kavranan (ve benim katilamayaca-
gim) sayiya dair genel bir temsile bagh kaldigy inkar
edilemez. S6z konusu olan, sayinin bir “igler hal”de
veya “bir ilerleyisin yaratilisi’nda kavrandig fikridir;
merkezi bir fikirdir, cinki 6znenin yinelemenin nede-
ni olarak tanindig yer tam orasidir. Sifir isareti denen
o kapiton noktasindan hareketle tekrarla “inga” edilen
bir sayinin imgesidir bu. Sayiy1 gecis, kendiligin ureti-
mi, meydana gelme olarak gormeyi saglayan bu dina-
mik tema Miller'in metninin her yerine sinmistir. Ana-
liz tam da 0’dan 1'e “gecis”e veya n’den hareketle n+1’in
“meydana gelmesi paradoksu”na odaklanir.

Tekrar ve gecis olarak bu say1 imgesi, saymin 6zu uze-
rine her muntazam tartismay1 pesinen imkansiz hale
getirir. Sayisal alam ancak katedis yasalan (bunlar ara-
sinda en yaygim ardisikhk olsa da kesinlikle tek de-
gildir) uyannca katedebiliyor olusumuzdan, neden illa
s6z konusu yasalarin saymin varhgim tegkil ettigi so-
nucu ¢iksin ki? Bir sayndan sonrakine veya bir say1 di-
zisinden limitine bizim nasil gecmemiz gerektigi gayet
guzel anlasilir. Fakat saymnin bu tiir gecislerle tammlan-
digr veya olustugu sonucunu ¢ikarmak en azindan ihti-
yatsizhktir. Saymin ge¢miyor olmasi, ezelden beri var-
higryla es-kaplamh bir tomurcuklanmada konuslamyor
olmasi gayet mimkundur (nitekim benim tezim de bu
yonde). Ayrica tipki bu konuslanmada bizim ilerleyi-
simizi sadece zahmetli gecislerle tanzim etmemiz gibi,
dusuncemizin var olan sayilar olarak kavrayabilecekle-
rinin baytik bir kismini bilmiyor olmamiz veya bugiine
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kadar kullanmamis ya da bunlara gegisle erismemis ol-
mamiz mumkundyr,

Tekran, ardisikhg), gecisi saymin 6zu haline getiren
“konstriktivist” tez, ¢ok az saymin var oldugu sonu-
cuna ulagir, ¢inku “var olma”nin, boyle bir gegisin fiili
destegi olmak disinda bagka bir mimkun anlam yok-
tur. Kuskusuz sezgiciler bu yoksul perspektifi benim-
serler. Borel® gibi yari-sezgici biri bile dogal tam say1la-
rin buyuk cogunlugunun sadece kurmaca ve erisilemez
bir kutle olarak “var olacagim” dusuniyordu. Miller'in
Frege'den odung aldigy Leibnizci tercihin, ortuk bir
sezgici tercihle ikiye katlanmis olmas1 mumkundur.

Elbette gosteren mantig) ile sezgici mantik arasinda
birden fazla ortak nokta oldugunu kabul etmek gerekir;
en azindan sezgici mantigin sisteminde 6zneyi (“mate-
matikgi 6zne”) kasten anmasinedeniyle bile olsa. Fakat
boyle bir tercih benim goéziimde, bir 6znenin iglemsel
sezgisiyle olciilen sayimin sahasinin dosdogru sonlu ol-
mastyla sonuglanan bir say1 doktrinine girmemek igin
ek bir neden olacaktir. Zira saymin alam daha ziyade
herhangi bir 6zneyle kiyaslanamaz ontolojik bir yoner-
gedir ve sonsuzca sonsuz icine gomulmustur.

Oyleyse mesele suna déniisiir: Leibniz'e kars1 gercek
ayirt edilemezler oldugunu, sezgicilere kars1 saymin
gecmedigini, kalic1 oldugunu ve 6znel temanin temel-
lendirici kullammina kars: sayinin her turla sonlulugu
astigim kabul ederek say1 nasil dusunilebilir?

19 Ornegin E. Borel, “La philosophie mathématique et I'infini”, Revue du
mois, no. 14, 1912, s. 219-227.
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4. Dedekind

Dedekind? say1 kavramim bugun “naif” diye adlandi-
nlabilecek bir kiime teorisi cercevesinde sunar. “Naif”
burada, seyler ve dusunceyle iliskili baz1 varsayimlan
yineleyen bir ¢okluk teorisinin s6z konusu oldugu an-
lamina gelir. Ashnda “naif”, felsefi demektir.

Dedekind Les Nombres, que sont-ils et @ quoi servent-ils?
adh metninin daha acihsinda “sey tabirinden dusun-
cemizin her nesnesini anladig1”m dile getirir ve biraz
daha ileride, farkh seyler “herhangi bir nedenle ortak
bir bakis acisina gore birlestirildiginde, disuncede bir
araya getirildiginde bunlann bir S sistemi olusturdugu
soylenir” diye belirtir. Dedekind'in verdigi anlamda bir
sistem Oyleyse dupeduz Cantor’un verdigi anlamda bir
kumedir. Dedekind’in ¢cahsmasinin cercevesi (Frege'de
oldugu gibi) kavram degil, dogrudan saf ¢okluktur,
dusuncenin nesnelerini bir (bir sistem) olarak sayan
koleksiyondur.

Dedekind (Cantor gibi) 6zunde ordinal olan bir say1
kavrayis1 gelistirir. Frege'nin kavrayisinin temelin-

20 Dedekind’in say1 doktrini i¢in basvuru metni: Les Nombres, que sont-

ils et a quoi servent-ils?, cev. J. Milner ve H. Sinaceur, Paris, Navarin,
1979. Almanca ilk bask tarihi 1888 [Orijinal adi: Was sind und was
sollen die Zahlen?].
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de (kavramlarin kaplamlan arasinda birebir ve 6rten
eslemeler iizerinden) kardinal oldugunu gérmustuk
(bkz. 2.3). Bu tezat ne anlama gelir? Ordinal vizyon-
da sayn, bir zincirin halkas: olarak dugsunulir, bir tam
siralamanin elemamdir. Kardinal vizyonda say1 daha
ziyade “aym nicelige” sahip nesne alanlarindan soyut-
lamayla elde edilen bir “saf nicelik”in isaretidir. Or-
dinal say1 bir dizi semasina gore, kardinal say1ysa bir
ol¢iime gore dusunulur.

Dedekind sonsuz saymin (6rnegin tam sayilann tama-
m1) inga bakimindan sonlu sayidan (her bir tam sayn,
onun ardih, vb.) once geldigini one surer. Sonsuz (be-
lirsiz) bir sistemin varlhig, daha sonra da 6zel olarak
Nnin (dogal tam sayilar kuimesi) varhg Dedekind’in
metninin (kendi numaralandirmasina gore) 66 ve 72
numarah paragraflaninin icerigini olustururken, “her n
sayisi, kendisini takip eden n’ say1sindan farkhdir” gibi
gorunuste hayli temel nitelikte olan bir sonug¢ karsimi-
za 81 numarah paragrafta cikar.

Dedekind hakiki bir moderndir. Sonsuzun, sonluya
kiyasla daha basit oldugunu, varhgin en genel niteligi
oldugunu bilir: Oznenin yerine dair ilk kez Pascal'n
radikal sonuglar ¢ikardig bir sezgi.

Dedekind baslamak icin felsefi “sistem” kavramini veya
herhangi bir cokluk kavramim kabul etmeye davet eder
(bkz. 4.1). Boylelikle ana islemci, Frege’de oldugu gibi
(bkz. 2.3) iki sistem arasindaki birebir ve 6rten esleme
fikri olur. Bununla birlikte Dedekind bunu, Frege'nin
onerdiginden ¢ok farkl bir sekilde kullanir.
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Secereler: Frege, Dedekind, Peano, Cantor

Birebir ve orten eslemenin, bijektif fonksiyonun, o
donemde say1 uzerine dusunen butin dusunirlerin
anahtar nosyonu oldugunu belirtelim. Frege'nin du-
suncesini, Cantor’'un, Dedekind’in disincesini diizen-
leyen nosyon odur.

Dedekind fonksiyon veya eslemeyi “uygulama” olarak
ve bizim bijektif veya birebir ve 6rten bir esleme olarak
adlandirdigimiz seyi “benzer uygulama” olarak adlan-
dinr. Her durumda, asagidaki kogullan saglayacak se-
kilde bir S kiimesinin (veya sisteminin) her elemanim
S’ kumesinin bir elemaniyla eslestiren bir f fonksiyonu
soz konusudur:

- S kumesinin s, ve s, adh iki farkh elemamyla S’
kumesinin f(s ) ve f(s,) adh iki farkh eleman eslesir;

- S kumesinin her elemam f tzerinden S kiimesinin
bir elemamyla eslesir.

Sadece birinci kosula uyan bir fonksiyon, ayn fonk-
siyon (ginumizde buna birebir fonksiyon diyoruz)
olarak adlandirhr:

[(s,25,) = (f(s) = f(s)]

Elbette bir S sistemiyle bagka bir S’ sistemi “arasin-
da” degil, bir S sistemi “i¢cinde” tamimlanms f fonk-
siyonlan dusunebiliriz. Bu tur fonksiyonlar (veya uy-
gulamalar) S kumesinin her elemamyla S kumesinin
bir elemamm (aymi elemam veya bir bagka eleman:

En azindan ele alinan eleman i¢in fonksiyon, 6zdeslik
fonksiyonu olabilir) eslestirecektir.

Bir S sistemini alahim: f, S sisteminin kendisinde bir
uygulama (illa benzer veya birebir ve orten bir uy-
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gulama degil) ve s, S sisteminin bir elemam olsun.
s elemanindan hareketle tekrarlayarak elde edilmis
fonksiyon degerlerinin kiimesini, f uygulamasi icin s
elemammnin zinciri olarak adlandiracagiz. f icin s zin-
ciri 6yleyse elemanlan s, f(s), f(f(s)), f(f(f())), ...,
vs. olan kumedir.

Burada sonsuz bir tekrar oldugunu dustinmeyin: Be-
lirli bir mertebeden sonra elde edilen degerler kendisini
yineleyebilir. S sonluysa durum agik¢a boyledir, zira S
sisteminin elemanlan olan mumkun degerler (f uygu-
lamas: S sisteminden S sistemi icine islem yapar) sonlu
sayda bir safhada tiikenir. Fakat p i¢in f fonksiyonunun
ozdes oldugu, f fonksiyonunun bir p degerine denk gel-
digimizde de boyle olur. O durumda f(p) = p seklinde-
dir ve dolaywsiyla f(f(p)) = f(p) = p olur. Fonksiyon p
degerinde durur.

Bir N sistemi icinde N sisteminin asagidaki ug¢ kosula
uyan bir f uygulamas varsa N sisteminin basitce sonsuz
(Dedekind'in ifadesi) oldugu soylenecektir:

1) Niginde N sisteminin f fonksiyonu, ayn bir fonk-
siyondur (bkz. 4.5).

2) N sistemi, bu sistemin elemanlarindan birinin
zinciridir ve Dedekind bunu 1 ile gosterir ve Nnin ta-
ban elemam olarak adlandirnr.

3) Taban eleman 1, f uzerinden N’deki hicbir ele-
manin eslemesi degildir. Baska bir deyisle, N'ye ait olan
n ne olursa olsun f(n) # 1: f fonksiyonu asla 1'e “geri
donmez”.

Boyle bir N'yi ¢ok kolay bir sekilde tasavvur edebili-
riz. 1 elemamyla “baslariz”. f(1)in, N'nin 1'den farkh
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bir elemam oldugunu biliyoruz (3. kosul). f(f(1))in
I'den (1 kesinlikle f icin bir deger degildir) farkh oldu-
gunu gorebiliriz. Fakat f(f(1)) aym zamanda f(1)’den
de farkhdir. Gergekte f fonksiyonu (1. kosul) ayn bir
uygulamadir. Dolayisiyla iki farkh eleman f uzerin-
den farkh elemanlarla eslesecektir. 1'in f(1)’den farkh
olusundan f(1)'in f(f(1))’den farkh oldugu sonucu
cikar. Aym dusincenin f(f(f(1)))in I'den, f(1)’den
ve f(f(1)yden farkh oldugu sonucuna varmamiza
olanak verecegini sezgisel olarak hissedebiliriz (fakat
Dedekind kanitlama pesindedir). Daha genel olarak f
fonksiyonunun tekrarlanmasiyla elde edilen her ele-
man, “6nce gelen” her elemandan farkh olacakur. N,
bu sekilde olusturulmus zincir oldugu i¢in (2. kosul),
her bir elemanin 1'le baslayan ve f’nin surekli uygulan-
maslyla devam eden islemin her ek adiminda “ortaya
citkmas1” anlaminda N, f fonksiyonu tarafindan sira-
lanmis, hepsi farkh olan “sonsuz” (sezgisel anlamda)
elemandan olusacaktir.

Bu sekilde tammlanmis N “sistemi” sayinin yeridir. Ne-
den? Cunkii boyle'bir N kumesinin n elemanlan uze-
rinde butun ahsildik “sayisal” islemler tammlanabilir.
f fonksiyonu sayesinde bir saymin “ardil™ kavra-
mina kolayhkla gegebiliriz: n bir sayiysa, f(n), n'nin
ardihdir. Dedekind’in “ordinal” yaklasimi1 burada yu-
rurlage girer: Zincir kavrami aracihgyla f fonksiyonu,
N’yi bir tam siralama uzam olarak tammlayan fonksi-
yondur. Bu siralamanin birinci “noktas1” elbette 1'dir.
Felsefi nedenlerle (bkz. 1.17) Dedekind O isareti yerine
i tercih eder; “1” bir zincirin ilk halkasina isaret edi-
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yorken, sifir bizzat varhginda “kardinal”dir: Eksikligi,
tim bos kaplamlar simfim isaretler.

1 ve ardisikhk islemcisi sayesinde ilk 6nce sayilarnn
sira yapistyla ilgili birincil teoremleri, daha sonra arit-
metik islemlerinin, toplama ve carpmanin tamimim bir
guclik olmadan elde edebiliriz. Boylelikle sadece “sis-
tem” (veya kume) ve “benzer fonksiyon” (veya birebir
ve orten esleme) kavramlarindan hareketle sayisaligm
“dogal” kralhg bulunacaktir.

Yukarnidaki (4.7) ug kosula uyan bir f fonksiyonuyla
yapilanmis bir N sistemi, “bir sayilar sistemi”, sayilar
kumesinin yeri olarak adlandirilacaktir. Dedekind’'den
ahntilarsak:

f uygulamasiyla siralanmis basitce sonsuz bir N
sistemi ele ahndiginda, elemanlann tikel bilesimini
tamamen soyutlarsak, sadece bunlan birbirinden
ayiran seyleri tutar ve siray1 tammlayan f uygula-
masinin bunlar arasinda kurdugu bagintilar1 dikkate
ahrsak bu sayilan dogal sayilar veya ordinal sayilar
veya hatta sayilar olarak adlandiracagiz; ve taban
elemamn 1, N sayilan serisinin taban sayisi olarak ad-
landinlacaktir. Elemanlann her turla icerikten azat
edilmesiyle (soyutlama) iligkili olarak, sayilan hakh
bir sekilde insan zihninin 6zgir bir yaratimi olarak
tammlayabiliriz.

Dedekind’in islubundaki cosku asikardir. S “siste-
mi’ni tamamen fonksiyonel ve ordinal bir sekilde uret-
mesi nedeniyle Dedekind'in sayiy1 saf dusiince disin-
daki butiin yargilama alanindan c¢ikardiginin farkinda
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olmasindan kaynaklanir bu cogku. Kitapgigimin birinci
baskisinda onsoz islevindeki “duyuru”nun uslubu ve
surdugu pey de boyledir: “Aritmetigi (cebir, analiz)
sadece mantigin bir parcas1 olarak tammlayarak say1
kavraminin zaman veya uzama dair temsiller veya sez-
gilerden tamamen bagimsiz oldugunu ve dolaysiz bir
sekilde dusiincenin saf yasalarindan ortaya ¢iktigim
soylayorum.” Bunun, Kant'la agiklanabilecek bir metin
oldugu goriluyor: Say1 uizerinde dugsiinen modernlerin
butun sorunu, Platon-Kant-Leibniz i¢geninde gezin-
meleridir.? “Bir” sayiy1 degil, N'yi, sayillanin sonsuz
“sistemi”ni tamimlayan Dedekind hakl bir iftiharla sirf
dusiincenin kuvvetiyle sayisalligin kavranabilir yerine
yerlestigini dusunur.

Sifir, sonra da say1 kavramiyla degil, kavramdan varo-
lusa gecis veya dilin varlik uzerindeki yarg yetkisiyle
ilgili olan Frege’nin gucluklerini bilen kisiler olarak
soyle sorabiliriz: Bir sayilar sistemi, “basitce sonsuz”
bir N sistemi var midir? Yoksa beklenmedik bir “pa-
radoks” bizim icin Dedekind’in entelektiiel coskusunu
yumusatacak midir?

21 Aynca Frege'nin Leibnizci, Peano'nun Kantc1 ve Cantor'un Platoncu
oldugu ileri surilebilir.

Cagimizin en buyuk mantikcisi K. Godel en 6nemli ¢ filozofun Pla-

ton, Leibniz ve Husserl oldugunu distiniiyordu. Husserl onda, tabir
caizse, Kant'n yerini tutmaktadir.

Dolayisiyla matematigin sordugu t¢ buyik soru sunlardir:
a) saf kavranabilir olanin gercekligi, matematigin diusundugii seyin

varhg (Platon);

b)iyiolusturulmus dil, ¢cikarimin kesinligi, hesaplama yasas: (Leibniz);
¢) anlamin olusumu, 6nermelerin evrenselligi (Kant, Husserl).
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411 Dedekind elbeétte kendi say1 sisteminin varhg konu-

412

sunda kaygilanir. Varhgim kamitlamak igin g safhada
ilerler:

1) Sonsuz bir sistemin (veya kiimenin) ne oldugu-
na dair, felsefeye veya sezgiye basvurmadan, igsel bir
tanim.

2) Sonsuz bir sistemin varhiginin ispati (gorecegimiz
gibi, hayli spekulatif bir ispat).

3) Her sonsuz sistemin “basitce sonsuz bir N siste-
mini parcasi olarak icerdigi” gerceginin ispatu.

Bu t¢ nokta su sonucu ¢ikarmaya olanak verir: En
az bir sonsuz sistem var oldugu ve her sonsuz sistem
alt-sistem olarak bir N'ye, basit¢e sonsuz bir N siste-
mine veya “saymin yeri’ne sahip oldugu icin bu yer
vardir. Bu da su anlama gelir: Say1 vardir. “Aritmetigin,
mantigin bir parcas: olmasi”, sirf saf duigincenin kav-
ramsal cabasi aracihigiyla hem sayisalhgin kavranabilir
bir yerinin tutarhligim hem de boyle bir yerin fiili var-
higim temin edebilirim anlamina gelir.

Dedekind’in sonsuz bir kumeye dair 6nerdigi tanim
kayda degerdir. Kendisi de hakli nedenlerle bu tanimla
gurur duyar. Soyle yazar: “Sonsuzun tanim (...) tim
aragtirmamin cekirdegini olusturuyor. Sonsuzu sonlu-
dan ayirt etmek icin yapilan, bildigim tum diger dene-
meler o kadar az basarya ulasmis gorunuyor ki bunla-
nn bir elestirisini yapmasam da olabilir.”

Bu sonsuz tanimi, Galileo tarafindan yapilmis bir
yorumu sistematiklestirir: Tam sayilar ile bu sayilarin
tam karesi olan sayilar arasinda birebir ve orten bir es-
leme vardir. f(n) = n? diye yazmak yeterli. Bununla bir-
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likte karesi alinmig sayilar tam sayilarin 6z parcasidir
(bir kiimenin 6z pargasi, butinden farkh olan bir par-
cadir, gercekten “kismi” olan bir parcadir). Dolayisiyla,
sezgisel olarak sonsuz kumeler incelendiginde butun
kume ile bu kiimenin 6z parcalarindan biri arasinda bi-
rebir ve orten eslemeler var gibi gorinmektedir. Sonug
olarak s6z konusu parcanin, kumenin kendisi “kadar”
elemam vardir. Galileo bundan fiili sonsuz kiimele-
ri dusinmeye ¢abalamanin absurt oldugu sonucuna
varmisti. Sonsuz bir kuime 6z parcalarindan biri “ka-
dar buyuk” oldugu (en az “o kadar” eleman icerdigi)
icin, sonsuz bitunler s6z konusu oldugunda “butun,
parcadan buyuktur” énermesi gorinuse gore yanhstir.
Gelgelelim bu 6nerme Oklid’in Elemanlarinin bir aksi-
yomudur ve Galileo bunun reddedilebilecegini akhna
bile getirmez.

Dedekind bu paradoksu cesur bir sekilde sonsuz k-
melerin tanimina donistirir: “Oz parcalarindan birine
benziyorsa bir S sisteminin sonsuz oldugu soylenir; zit
durumda, S'nin sonlu bir sistem oldugu sdylenir” (De-
dekind’in sozlugunde “sistem”in kiime, iki sistem ara-
sindaki benzerligin de bunlar arasinda birebir ve 6rten
bir esleme oldugu anlamina geldigini hatirlatahm).

Dedekind’in taniminin en ¢arpici yani, sonsuzu pozitif
olarak belirlemesi ve sonluyu negatif olarak ona tabi
kilmasidir. Dedekind’de hep oldugu gibi, bu onun hay-
li modern vurgusudur. Sonsuz bir sistem varolugsal bir
dogaya sahip bir 6zellik tasir: Onunla 6z pargalarindan
biri arasinda birebir ve 6rten bir esleme vardir. Sonlu,
boyle bir 6zelligin var olmadigi durumdur. Sonlu sade-
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ce sonsuz olmayandir ve dustincenin tim pozitif sa-
deligi sonsuza baghdir. Sonsuzun gozupek bir sekilde
timden laiklestirilmesi, erdemlerini heniiz titketeme-
digimiz (biz, yani hala dini bagimhhgimizin okunur ol-
dugu “sonlu”nun beceriksiz partizanlan) bir hamledir.

Dedekind’in yaklasiminin iigiincii noktasi (her sonsuz
sistem, N tura bir sistemi, sayinin bir yerini, parcala-
nindan biri olarak icerir, bkz. 4.11) mitkemmel bir za-
rafete sahip bir ispattir.

Bir S sisteminin sonsuz oldugunu varsayahm. Son-
suz sistemlerin tammina goére S ile 6z parcalarindan
biri olan S’ arasinda birebir ve orten bir f eslemesi bu-
lunur. Baska bir deyisle, S kimesinin her elemamyla $’
kumesinin bir elemanim eslestiren bijektif bir f fonk-
siyonu bulunur. S, S kumesinin bir 6z parcasi oldugu
icin S kiimesinin S’ kimesinde olmayan en az bir ele-
mam vardir (aksi takdirde S=S’ olurdu ve bu durum-
da S’ “6z” parcasi olmazdi). Boyle bir eleman segelim
ve bunu 1 olarak adlandirahm. f fonksiyonu igin 1
zincirini duasinelim (“zincir” icin, bkz. 4.6). Sunlan
biliyoruz:

- f ayn (birebir) bir uygulama veya fonksiyondur,
cunki Sile S’ arasinda birebir ve 6rten eslemedir ve her
birebir ve orten esleme ayndur.

- f uzerinden 1, zincirin bagka hicbir terimiyle es-
lesmez, zira 1’i S’ kumesi diginda segtik ve f, S kiime-
sinin elemanlanyla sadece S’ kiimesinin elemanlarin es-
lestirir. Dolayisiyla zincirde f(s)=1 olacak sekilde bir s
elemam var olamaz. Zincirde fonksiyon asla I'e “geri
donmez”.
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Dolayisiyla S icinde, f i¢in I'in zinciri basitce sonsuz
bir N kumesidir: 4.7 numarah paragrafta boyle bir N
icin belirlenmis ii¢ kosula uyar.

Sonsuz bir sistem varsa, S kumesinin bir parcasi ola-
rak bir N, sayimin bir yeri de oldugu guvencesi boy-
lelikle saglanmis olur. Dedekind'in tezi nihayetinde
soyledir: Sonsuz varsa, sayr vardir. Bu husus (benzer
bir uygulama icin l'in zinciri olarak sayimin ordinal
tanimi ve sonsuzun tamm dikkate alindiginda) tam
olarak ispatlanmistir.

Gelgelelim sonsuz var midir? Iste tim mesele budur.
Bu, Dedekind’in yaklasiminin ikinci noktasidir; Fre-
ge'de sifinn isgal ettigi yeri Dedekind’de sayimin varolu-
sunun dayanag olan sonsuzun isgal ettiginin ortaya cik-
ug1 nokta.

Geri kalan her seyin (sonsuz bir sistem veya kiimenin
varligi ve dusiincede tutarhligy) dayanacag seyi ispatla-
mak icin Dedekind aniden ilk bastaki butin felsefi var-
sayimlara (dusiincenin nesnesi olarak sey) bagvurur.
Kugkusuz bu varsayimlar, bizzat “sistem” fikrini (her
turla seyler koleksiyonu) halihazirda zayf bir sekilde
destekliyordu. Fakat sonraki tammlar (zincir, basitge
sonsuz kume) ve ispatlann gekici yuzeyine kapilmis
halde bu sistemin ne kadar narin oldugunu unuturuz.
Dedekind’in metninde 66 numaral paragrafta masum-
ca “teorem” olarak beliren seyin “ispat1”n1 burada an-
mak en iyisi:
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66. Teorem: Sonsuz sistemler vardir.

Ispat: Dustincelerimin alani, yani dusincemin nes-
nesi olabilecek her seyin S kimesi sonsuzdur. Cun-
ku sayet s, S kiimesinin bir elemamysa, s elemaninin
duisincemin nesnesi olabilecegi yonundeki s’ distin-
cesi de bizzat S kiimesinin bir elemamdir. Bu elema-
ny, s elemammn f(s) goruntiisi olarak dusiunursek,
bu sekilde tanimlanmis S kimesinin f uygulamasin-
da, S’ goruntisinin S kimesinin 6z pargasi olma
ozelligi vardir; ozel olarak S, Skuimesinin bir 6z par-
casidir, zira S kimesinde bu tir s* dusiincesinden
aynolan ve bu nedenle S’ gonintustunde icerilmeyen
elemanlar vardir (6rnegin, egom). Sonug olarak s, ve
s,» Skiimesinin farkh elemanlanysa bunlann s’ ve s,
gorintilerinin de farkhi oldugu acikur; dolayisiyla
bu uygulama ayn bir uygulamadir. Sonu¢ olarak S
sonsuzdur. CQFD.22

417 Saskinhgmimiz gectiginde (fakat Spinoza'mn Ethica ese-
rinin ilk 6nermelerini okudugumuzda hissettigimiz
saskinhga benzer bu) s6z konusu varolus ispatini ya-
kindan incelememiz gerekir.

418 Birkag teknik agiklama. Ispatin 6z, “disincemin bir
nesnesi” ile “bu, diisiincemin bir nesnesidir” diisiincesi
arasindaki eslemeyi, yani bir diisiinceyle o diisiincenin
dugiincesi ya da ozduginim [réflexion] arasindaki es-

22 CQFD (Ce Qu'il Fallait Démontrer): “Boylece ispatimiz sona erer”
anlamina gelen ve kesin bir ispatin sonunda kullamlan Fransizca
ifade.—c¢n
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lemeyi, olanakh dustincelerim kiumesinin elemanlan
arasindaki bir fonksiyon gibi ele almaktan olusur (ni-
tekim “duisiincemin olanakh bir nesnesi” ile olanakh
bir dusiince 6zdeslestirilebilir). Bu fonksiyon “ayr1”dir
(gunumuzde birebir diyoruz), ¢unki ayn iki elema-
nin fonksiyon aracihigiyla iki ayn elemanla eglesmesi
ozelligini tagir (aynca birebir ve orten eslemeler de bu
ozelligi tasir). Nesnelerinin birbirinden ayirt etmeyi
sagladigy iki disunce verildiginde, bu dusiincelerin
iki dustncesi de ayndir (ayn dusinceleri dusundik-
leri icin onlarin da ayn nesneleri vardir). Dolayisiyla
genel olarak dugsuincelerle “bir dusiincenin disuncesi”
tirundeki dustinceler arasinda birebir ve orten bir es-
leme oldugu sonucu ¢ikar. Ya da baska turla soylersek,
nesnesi herhangi bir sey olan dusiinceler ile nesnesi
bir distince olan dusunceler arasinda boyle bir esleme
bulunur. Gelgelelim ikinciler tim olanakh dusinceler
kimesinin bir 6z par¢asini olusturur, zira dugincelerin
dustnceleri olmayan dustinceler vardir: Dedekind’in
carpici rnegi, “ego” olarak adlandirdig seydir. Dolay:-
siyla butiin olanakh dustincelerimin kumesi, kendi 6z
parcalarindan biriyle birebir ve 6rten bir eslesme icinde
oldugu i¢in, sonsuzdur.

Dedekind’in yaklasimi, Descartes’in Cogito’su ile Spino-
za'daki fikrin fikrinin ¢ok 6zel bir kombinasyonudur.

Kalkis noktasi, olanakh buttun dustncelerin “kapah”
yapilanmas, saf dustincenin varolussal noktasi olarak
bizzat Cogito'nun uzamdir. Butun olanakh dustincele-
rimin kumesi olarak bir seyin var oldugu verilidir (fakat
bunu bize sadece Cogito garanti eder).
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Spinoza’min nedensel “seriyalizm”iyle (Dedekind’in
tarihsel kaynaklan ne olursa olsun) hem basit fikirle-
ri bunlarin nesneleriyle (Spinoza, fikri fikir olan cisim
araciligryla, der) 6zdeslestirmeye olanak veren bir “pa-
ralelizm”in varhg hem de nesnesi bir cisim degil, bir
bagka fikir olan “karmasik” fikirlerin varhigim temin
eden 6zdustinimsel bir katlanmanin varhy iliskilen-
dirilir. Spinoza icin oldugu gibi Dedekind i¢in de, bu
6zdusinumsel katlanma igleminin sonsuza gitmesi ge-
rekir. Bir fikrin fikri (veya bir nesneye dair dusuncenin
dustincesi) bir fikirdir. Dolayisiyla bir cisme dair fikrin
fikrinin fikri, vs. olan bir fikir vardar.

Dedekind’in sonsuz bir sistemin var oldugu sonu-
cuna varabilmesi icin tiim bu temalar zorunludur.
Olanakh diisiincelerim kiimesinde ¢evresi ¢izilmis, Bir
isaretiyle temsil edilebilir bir “yer” olmas: gerekir. Bu
yerde Descartesin Cogito'da varligini ve 6zunu (saf
dusiince) tespit ettigi haliyle ruhu, “diisinen sey”i ta-
mimak mumkindur. 1ki farkh nesneye iki farkh fikir
baglanacak sekilde bir fikrin nesnesiyle 6zdeglesebilir
olmasi gerekir: Eslemenin birebir ve orten karakte-
rini sadece bu saglar. Son olarak 6zdusinumsel isle-
min sonsuza gitmesi gerekir, aksi takdirde fonksiyon
uzerinden eslemesi olmayan distinceler var olacakur;
uzerine dustunce olmayan dusiinceler. Bu ise argiimamn
yikacaktir, zira butun olanakh dusiincelerim kumesi-
nin, yani S kumesinin her elemam ile 6zdusiunimsel
dustincelerim kumesinin ya da S’ kiimesinin bir elema-
ninin eslesecegi kesin olmayacaktir. Son olarak bilhas-
sa 6zdusunumsel olmayan, bir dusuncenin dustuncesi
olmayan en az bir dusince olmahdir. Ozdiginiimsel
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dustnceler kiimesinin, yani S’ ktmesinin, olanakh di-
suncelerim kumesinin, yani S kumesinin bir 6z parca-
st olmasini sadece bu saglar. Bu sabit fark noktasinda,
Dedekind’in “egom” olarak adlandirdig, bizatihi Cogi-
to'yu tamyabiliriz. Bir diigiincenin diigiincesi olarak dii-
stiniilmeye olanak vermeyen sey bizzat diisiincenin edimi-
dir, “ben diisiiniiyorum”dur. “Dustnuyorum” parcalara
aynstirilamaz, onu bir baska dusuncenin dusuncesi
olarak dile getirmek imkansizdir, zira butun diger du-
sunceler onu varsayar.

Dedekind icin en nihayetinde sayinin, her 6zdusu-
numun dayanag (6zellikle bir “dusundagumu duasu-
nuyorum” vardir) olan, fakat kendisi 6zdusinimun
disinda yer alan Cogito'nun saf bir varolus noktasi ol-
mas1 kaydiyla var oldugunu soylemek abartili olmaz.
Sonsuzun ve dolayisiyla sayinin varolussal temeli, Sart-
re'm “6zdusinumsellik oncesi Cogito” olarak adlan-
dirdig seydir.

Dolayh olarak burada Jacques-Alain Miller'in tezi-
nin bir bagka bicimini buluruz: Sayiya dayanak olan
sey Oznedir. Aradaki fark sudur: Miller'e gore 6znenin
fonksiyonunu zorunlu kilan, say1y1 “meydana ¢ikarma
islemi"yken Dedekind icin sayimn yeri olarak sonsu-
zun varhgidir. Frege'nin sifin kavramsal olarak tim-
dengelimle c¢ikarsama girisimiyle Dedekind’in sonsuzu
yapisal olarak timdengelimle ¢ikarsama girisimi aym
noktaya getirir: ya eksikligin 1sran olarak ya da saf va-
rolus noktasi olarak 6zne. Lacan’in 6znesi sifirin yarati-
lhisina, Descartes’in 6znesi sonsuzun varligina isnat edi-
lebilir. Sanki say1ya dair dustincenin tu¢ buytik modern
sorunundan (sifir, sonsuz, Bir'in kaybn) ikisi, ucuncusi
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bir kiime teorisi kisvesi altinda kabul edildiginde, sade-
ce modernitenin o buyuk felsefi kategorisinin radikal
bir kullanimiyla ¢oziilebilirmis gibidir: 6zne.

Frege'yi takip edecek kadar Leibnizci olmadigim gibi,
Dedekind'i takip edecek kadar Kartezyen veya Spino-
zac1 olmadigim sdylemekle yetinebilirdim.

Dedekind'’in Spinozacihgina kars1: Dustinceden dustun-
cenin dustncesine ve diisiincenin diusiincesinin dii-
suncesine, vs. sonsuz bir tekrar fikri, sayinin yerinin
varhgim temellendirmek soyle dursun, bu yeri varsa-
yar. Ashnda bu tir hicbir deneyimimiz yoktur. Sadece
say1 dizisinin varolusu ve bunun sonucunda say1 dizisi
dugtincesi, durmadan kendisini yansilayan bir 6zdisu-
numu temsil etmemize ve sayisal kurmaca olusturma-
miza olanak verir. Kendisinin mesela dorduncu veya
besinci duzeyden yansimasinda bir “dustnce”yi dile
getirme olanag acgikca sayilarin soyut bilgisini kosul
olarak gerektirir. “Sonsuza giden” bir dusunce fikriyse
kuskusuz ispatlamak istedigimizi, yani sonsuzun di-
suncedeki etkisini icerir; bu etki iizerine tefekkiiriin
tek yoluysa sayinin matematigidir.

Varolus meseleleriyle ilgili olarak Spinoza’mn kendisi
Dedekind'in ilerledigi yolda ilerlememeye 6zen goste-
rir. Spinoza sonsuzun varhgin hicbir sekilde fikirlerin
yinelenmesinden ¢ikarmaya calismaz. Tersine, tozin
sonsuzlugunu koyutladig1 icin bir cismin fikrinden fi-
kirlerin fikirlerinin fikirlerine, vs. giden zincirin son-
suz oldugunu ispatlayabilir. Ona gore (ayrica hakhdir
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da) sonsuzun varlig bir aksiyomdur. Onun mesele-
si daha ziyade “oteki taraf’la ilgilidir; cisim tarafiyla
(veya Dedekind i¢in nesne). Zira fikirler zinciriyle ci-
simler zinciri arasinda kesin bir paralellik varsa fikrin
fikri karsisinda bir “cismin cismi” olmasi gerekir; ve
boyle bir seyin gercekligini kavrayamayiz. Dedekind
bu engelden kac¢imir, ¢inku onun i¢in dustincelerin
yeri Kartezyen kapanma ozelligine sahiptir: Cisimsel
disans), kaplayim [étendue] niteligi, devreye girmez.
Fakat Spinozac1 tekrardan sonsuz tizerine nihai bir tez
cikarma cabasinda sadece bir fasit daire tiretmis olur.

Dedekind’in Kartezyenciligine karsi: Her dusuncenin
bir dusincenin nesnesi olabilmesi ispat agisindan te-
meldir. Bu tema tartismasiz bir sekilde Kartezyendir:
“Dusuniyorum”, disuncenin “malzemesi” olarak
genel anlamda fikirlerin varhginin dayanagdir ve du-
sunulebilir bir fikir olmayan, yani (olanakh dusince-
lerim kumesinden bahsettigimize gore) dustncemin
nesnesi olarak fiilen gerceklestirilebilir olmayan bir
fikrin olmadig1 aciktur. Fakat bu acik¢a “id”in ben o
dusinceyi disinmeden ve hatta dusinmem miimkiin
olmasa da dusunebilecegini diglamaktr. Dedekind,
Freud'dan itibaren dusundugu ve dusuncelerinden
bazilan dusinemeyecegim seyler olarak tammlanacak
kosullarda dusundigu acikhiga kavusturulmus biling-
disim dislamasiyla Kartezyendir. “Bilin¢dis1 dasunce-
ler”, en azindan dogrudan distncemin nesnelerine
donusemeyecek dusiincelerdir.

Daha genel olarak ¢cagdas bir filozof icin, hakiki da-
suncelerin, tureyimsel bir hakikat prosedurine dahil
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olan dusuncelerin, bunlann 6zdusuntmlerinin figa-
runde oldugu haliyle gosterilebilecegi kuskuludur. Bu,
bilgi figurune (ki o da 6zdusunimin figiradur) indir-
genmelerinin kendileriyle eskaplamh oldugunu tasav-
vur etmek olacakur. Cagdas felsefenin en saglam fikri
tam da hakikat siirecini sadece bilgide bir gedik olarak
kavramasidir. Sayet “dusiince” bir hakikat prosedu-
runde 6znenin gerceklesmesiyse o halde bu dusun-
cenin disuncesi yoktur, zira bu distunceye dair bilgi
yoktur. Dedekind’in yaklagimi bilingdisinda ¢ikmaza
girer ve bilgi ile hakikat arasindaki ayrnm konusunda
odun verir.

Descartes'n kendisi Dedekind'den daha basiretlidir.
Sonsuzu 6zdusunimden veya bizatihi Cogito’dan ¢1-
karsamaktan geri durur. Tanrr'yr kamtlamak icin, De-
dekind'in yapug gibi olanakh dusiincelerimin topla-
mim dustinmez. Tersine bir fikri, Tann fikrini tekil-
lestirir; oyle ki, Descartesn yerel argimaniyla Dede-
kind’in global veya kiime teorisel argiimam zit olarak
konumlandinlabilir. Descartes'n meselesi baska yer-
dedir, Frege’nin sorunuyla aym turdedir: Kavramdan
varolusa nasil gecilir? Bunun icin fikir ile fikrin yeri
arasinda bir nispetsizlik argiimam gerekir: Sonsuz fik-
ri, ruh veya Dedekind icin olanakh dusincelerimin
kumesi olan bu fikrin yeriyle kiyas saglayacak ortak
bir dl¢ute sahip degildir, zira tozsel varhginda kavran-
diginda bu yer sonludur. Dolayisiyla sonsuza dair tekil
fikir “bagka yerden gelmelidir”, gercek bir sonsuzun
urund olmahdir.

Descartes ve Dedekind’in konumlarnin sonunda ter-
se donduguni goruyoruz. Dedekind icin sonsuz olan
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yerdir, cinku 6zdisunumselligin (Cogito’nun yetisi)
sonsuza gitmesini desteklemesi gerekir. Descartes icin
sonsuz olan, yerin disidir (Tann), ¢cinki varhg Cogito
tarafindan temin edilen dustincelerimin yeri sonludur
ve dolayisiyla tek basina sonsuz fikrine dayanak olus-
turmaya muktedir degildir. Fakat yerin sonlulugunu
kirmak istegiyle Dedekind bu yerin, Bagka bir yer tara-
findan tezgahlanms bir sahneden ibaret olabilecegini
veya dugtincenin kendi ilkesine sadece sonsuz sayinin
(dastince, bu sonsuz sayinin 6zdiisuntimsel olmayan
ve sonlu am olacaktir) varsayilmasinda sahip olabilece-
gini unutur.

Ickin veya argimantatif elestiri: Dedekind’in hareket
noktas: “dusiincemin biitiin olanakl nesnelerinin ala-
m”dir ve bunu hemen S sistemi olarak adlandirmaya
karar verir. Fakat bu alan bir sistem, yani bir kiime ola-
rak dugsiiniilmeye elverigli midir? “Dusuncemin olanakh
nesneleri” bir kiime, bir olarak sayilabilecek tutarh bir
cokluk olusturur mu (distncemin bu sayma islemini
kimin yaptign konusundaki belali soruyu bir kenara
birakiyoruz)? Bizzat diistince icin biitunsel olarak bir
araya getirilmesi tam da imkénsiz oldugu icin bu alan
daha ziyade tutarsiz bir ¢okluk degil midir? Lacann
imkansiz ile gercegi 6zdeslestirmesini kabul edecek
olursak, duistiincemin biitiin mimkiin nesnelerinin “sis-
temi”, bir-olarak-sayilmasinm-imkansizhig1 anlaminda
dusuncenin gercegi olmayacak midir? Oysa “dugiince-
min biitin olanakh nesnelerinin alam1”nm sonsuz bir
sistem oldugunu ortaya koymadan 6nce bir sistem (bir
kume) oldugunu ortaya koymak gerekir.
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Russel'n paradoksunun, Frege'nin sayiy1 kavramdan
hareketle turetmesini yikmasi gibi, tim kumelerin ku-
mesi “paradoksu” da —oncekinin soyundan gelen bir
paradoks— Dedekind’in sonsuzun varhgm ve bunun
sonucunda saymnin yeri olan N'nin, “basitce sonsuz”
kumenin varhigim timdengelimle ¢ikarsamasim yikar.
Dedekind tarafindan kusursuz ¢cikarimlarda kavramsal
olarak tespit edilen sayinin yeri, ayn1 zamanda varolus
sinamasi da olan tutarhhk sinamasindan gecemez.

“Dedekind usuli” akil yurttelim. Nesnelerinin tekil-
liginden soyutlanmasi icinde ele alman veya Dede-
kind'in dedigi gibi sadece bu nesneleri “farkhlastiran
sey”e (dolaysiyla sisteme ve sistemin yasalarina basit
aidiyetlerine) gore dustnulmis herhangi bir sistem
(bir kume) elbette diisiincemin mimkun bir nesnesi-
dir. Sonug olarak diisiincemin olanaklhi biitiin nesne-
lerinden olusan varsayilan S sisteminde bir altsistem
(altkiime) olarak biitiin sistemlerin sistemi, bitiin kii-
melerin kimesi yer alir. Bu butun sistemlerin sistemi
bu sifatla bizzat diisiincemin miimkin bir nesnesidir.
Basitlestirmek icin biitiin sistemlerin sisteminin bir dii-
sunce oldugunu soyleyelim.

Gelgelelim bu durum imkansizdir. Dedekind'in is-
patimn temel bir ilkesi, her disuncenin, bu dustince-
nin dusuncesini dogurmasim gerektirir; ve s6z konusu
distince, ilk diisiinceden farkl olmahdir. Biitiin kiime-
lerin kiimesi diisiincesi varsa bu durumda o diisiince-
nin de bir distincesi vardir ve bitiin miimkiin disin-
celerim kiimesi, yani S icindedir. Oyleyse S, butun ki-
melerin kumesinden daha biiyiiktiir, cinku butin k-
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melerin kiimesinde yer almayan en az bir eleman icerir
(butun kumelerin kumesi diisincesi). Boyle bir seyse
olamaz, ¢iinki S bir kumedir ve dolayisiyla butun ku-
melerin kumesi icinde eleman olarak yer almahdir.
Yahut: Kume, sistem olarak alinan diistiincemin
biitiin olanakh nesnelerinin alam S, bitiin kiimelerin
kumesinin bir elemamdir. Seri olusturan veya 6zdiisu-
numsel yasasinda dusunildugunde S, butun kimele-
rin kiimesinden tasar, ctinki butin kumelerin kiimesi
denen o dustincenin dastincesini igerir. Dolayisiyla S,
elemanlarindan birinin —bitin kimelerin kumesi du-
stncesi— ayn1 zamanda hem iginde (veya ondan “daha
kugiik”) hem de disindadir (veya ondan “daha buyuk”-
tir). Oyleyse mantiksal tutarsizhig dislarsak, ya butin
kiumelerin kuimesinin, biutiin sistemlerin sisteminin,
uzerine dustinmus olmamiza ragmen, diisiincem igin
mumkiin bir nesne olmadig1 ya da —ki en mantikh sece-
nek budur- diisincemin bitiin mimkin nesnelerin-
den olusan alanin bir sistem veya bir kiime olmadig:
sonucuna varmamiz gerekir. Fakat bu ikinci durumda
sonsuz bir sistemin varhgimn ispatina dayanak olamaz.

Simdi daha matematiksel sekilde akil yurutelim. Batin
kumelerin kiimesinin var oldugunu farz edelim (bu da
zorunlu olarak diisiincemin biitiin mimkiin nesnele-
rinin alaninin kiime olarak var oldugu anlamina gelir).
Bu durumda, bir kiime oldugu i¢in bu kimede ortak
bir 6zellige sahip butun elemanlan var olan bir kume
olarak ayrabiliriz (Zermelo’nun aksiyomu, bkz. 2.12).
Ozelligi “kendisinin elemam olmama” olarak secelim.
Bu kez ayirma yoluyla, yani halihazirda gereken varo-
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lus teminatiyla, var oldugu varsayilan bitun kumelerin
kumesinde, kendilerinin elemam olmayan butun ku-
melerin kumesini “keselim”. Bundan dolay: soz konu-
su kume vardir, fakat Russel'n paradoksu bunun im-
kansiz oldugunu gostermistir (kendi elemam olmayan
butiun kumelerin kimesinin var oldugunu ileri sirmek
dogrudan formel bir celiskiye goturar, bkz. 2.11). Do-
layisiyla butin kumelerin kiimesinin var olmasi ve a
fortiori butin mumkin dasuncelerimin alammn bir
kume olmasi imkansizdr.

Dedekind’in girisimi nihayetinde Frege’nin girisiminin
basarisiz oldugu yerde basansiz olur: kavramdan varo-
lus savina geciste. Ayrica meselenin temeli de aymdar:
Frege ve Dedekind “salt mantik” veya bizatihi dusin-
ceden hareketle sadece saymn iglemsel kurallarim de-
gil, dustnce icin sayimn varh@ gercegini ¢ikarsamaya
cabalar. Oysa tipki bos kiime veya sifirda oldugu gibi,
sonsuz ¢tkarsanamaz: Sonsuzun varhgina aksiyomatik
olarak karar verilir; bu da, bu varh disincenin bir
ingasi olarak degil, Varhgin bir olgusu olarak aldigimiz1
kabul etmek anlamina gelir.

Ister Frege gibi “asagidan”, saf eksiklik yamndan,
ister Dedekind gibi “yukandan”, sonsuz tarafindan
alahm, sayinin sahasi manugin yontemleriyle, sade-
ce dusuncenin kendi ustundeki baskisiyla tespit edi-
lemez. Varhginin saf ve basit kabulii zorunludur: Bog
kume aksiyomu sifir1 temellendirir ve bundan hareket-
le sonlu kardinaller var olur. Sonsuz aksiyomu sonsuz
ordinallerin varhgim temellendirir ve bundan sonlu
ordinallerin varhgina donulebilir. Sayiya dair dustunce
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icin modernlerin onundeki sorunlar bir tiimdengelim-
li ctkanmla c¢ozillemez; sadece bir kararla ¢oziilebilir.
Dogrulugu bakimindan bu karara dayanak olan sey ne
sezgiyle ne de kamtla alakahdir. Kararin, varhk olarak
varligin bize sahk verdigi seyle uyumuyla alakahdir.
Bir'in olmamasindan [l'un n’est pas] hareketle, sifir ve
sonsuz i¢in sdylenebilecek sadece sudur: Sifir ve son-
suz vardir [ils sont].

Bununla birlikte ti¢ cok énemli fikir icin Dedekind’in
hakkim teslim etmek lazim.

Birincisi, dustunce i¢in sayrya yonelik dogru yaklags:-
min, salt cokluga dair genel bir teori, dolayisiyla kiime
teorisi oldugudur. Ontolojik turdeki bu yol, Frege'de-
ki gibi kavramsal veya mantik¢1 yoldan her bakimdan
ustundur.

lkincisi, bu ¢ercevede ordinal yontemle ilerlemek,
dusuncede saymnin yakalanacag bir tur evrensel seri
inga etmek gerekir. Kugkusuz ordinaller teorisinin,
sira duzeni fikrine —Dedekind’de fazlasiyla mevcut
olan- asin bagimhhgindan kurtarilmas: gerekir. Zira
Jacques-Alain Miller'e itirazimda oldugu gibi, sayimn
varhginin ileri sirdugumuz sirali guzergahla baglantih
oldugunu farz etmemiz icin bir neden yok. Ordinal fik-
rini daha da ontolojiklestirmek, daha az islemsel, daha
az salt seri yapil hale getirmek gerekir.

Dedekind’in ucunci ve dahiyane fikri, sayiya dair
modern, Antik Yunan'dakinden farkh bir diisiince insa
etmek icin sonsuzla baslamak gerektigidir. Bu baslan-
gica bir varolus ispat1 bicimi vermeye ¢alismanin na-
file olusu, baslangic fikriyle ilgili olarak nihayetinde
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onemsiz bir meseledir. Sonlu say1y1, dogal tam say1y1
dusunmek icin 6nce —icinde yasadigimiz ¢agin, sonsu-
zun sekulerlestirildigi ¢ag (sonsuzun sayilmasi bunun
ilk ornegidir) olmas1 bakimindan varhgn tarihi [his-
toriale] dogasim takip eden bir kararla— sonsuz sayiy1
dusunmek ve var etmek gerektigini anlamak tamamen
kurucu bir harekettir.

Bu i¢ noktada Dedekind, dustincemizin buyik ya-
salarinin hala yanlis anlasilan babasinin en yakin yol-
das1 ve bazen de atasidir: Cantor.
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5. Peano

Peano’nun ¢alismasi derinlik veya yenilik bakimindan
kesinlikle ne Frege'ninki ne de Dedekind’inkiyle kar-
silagtinlabilir. Basansimin nedeni daha ziyade simge-
lerin berraklastinlmasi, mantik ile matematik arasin-
da kurulan emin baglanti ve uygun aksiyomlan ayrt
ve ifade etmedeki gercek bir yetenektir. Kokenindeki
meshur “Peano aksiyomlan”m ele almadan sayidan
bahsetmek mumkun degildir; s6z konusu aksiyomlar
dogal tam sayilara formel giris bakimdan temel refe-
rans haline gelmisgtir.

Leziz bir sekilde Latince yazilmig Principes d’arithmé-
tique'in® basindan itibaren Peano “matematigin temel-
leriyle alakali meseleler"den bahsediyor ve bunlann
“tatmin edici bir ¢6zime” kavusmadigim soyluyor
olsa da, sectigi yonelim kurucu bir tefekkirden ziya-
de, kullamima dair bir tur uzlasim kurmay: hedefleyen
prosedurlerin tekniklestirilmesidir (ayrica bunda cok
basarili da olur). “Gugliklerin ana kaynag dilin mug-
lakhgidir” ciimlesi bu anlamdadir. Peano'nun ¢alisma-
sinin meselesi, say1y1 kuskusuz yapay, ama okunabilir
ve kesin bir dilin berrakhginda aciklamaktir.

23 Peano icin bagvuru metni 1889 yilinda Latince yayimlanms bir metin-
dir. Metnin bashg “Aritmetigin llkeleri” seklinde terciime edilebilir.

Fregeto Godel, a.g.e., s. 83-97.
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Icerikteyse yaklagimi Dedekind’inkiyle aymdar. Bir ilk
terimden “hareket edilir” ve bu terim sifir degil, Dede-
kind’'deki gibi birdir. Ardisiklik fonksiyonu “ise kosu-
lur” (Peano’da bu fonksiyon toplama islemine dair sez-
giye dayanarak gosterilir: n’nin ardih n + 1 olarak ya-
z1hr). Burada sirtitmiza buytik 6l¢ude timevarima veya
yinelemeyle akil yuriitmeye yaslariz. Fakat bir kiime
teorisi cercevesinde cahisan Dedekind bu prosedurun
gecerliligini tumdengelimle cikanrken Peano’da bu sa-
dece bir aksiyom olarak ele alimir. Asagidaki sekilde bir
karara vanhr:

- 1, bir ozellik tasiyorsa,

- ve n bir ozellik tasidiginda n + 1 de aym ozelligi
tasiyorsa,

- biitiin n sayilan o 6zellige sahiptir.

Bu timevarim ilkesiyle ve sunulus tarzim netlegtir-
digi salt mantiksal aksiyomlarla donanmis Peano boy-
lelikle tam sayilar alammn klasik butin yapilanm ta-
mmlayabilir: tam siralilik ve cebirsel iglemler (toplama,
carpma).

Tumevarim veya yineleme aksiyomu, ¢ok temel olan
sonsuz konusunda Peano ile Dedekind’in distincesi
arasindaki fark: ortaya cikanr. Basit bir islemsel ilke
olarak ele alinan yineleme, gercekte sonsuzlugundan
s6Z etmeden sonsuz bir butunde yasa yapmaya olanak
verir.

Sonsuz sayida tam say1 oldugu agiktir. Dolayisiyla
“butin” bu sayilardan soz etmek, fiili bir sonsuzdan
bahsetmek anlamina gelir. Fakat Peanonun aksiyo-
matik duzeneginde bu sonsuz, sonsuz olarak takdim
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edilmemistir. Yineleme aksiyomu, bir dogrulama (1
belirli bir ozelligi tasir) ve zimni bir ispattan (n bu
ozelligi tastyorsa, o halden + 1 de tasir) hareketle, “biu-
tin” kelimesinin kapsami uizerine disiunmeye gerek
kalmadan “butun sayilar bu 6zelligi tasir” sonucuna
varmaya olanak verir. Evrensel niceleyici burada fiili
bir sonsuza dair duginceyi maskeler: Sonsuz, dusin-
cede verilmeden niceleyiciye kaydedilmis gizil bir bi-
¢cim olarak kalir.

Boylelikle Peano fiili sonsuz tuzerindeki eski yasa-
g1 (varhga dair modern buyruk lagvetmeye cagirsa da
hala dusincemizi tehdit eden bir yasak) ihlal etmeden
sayl kavramim takdim eder. Peano’nun aksiyomatigi
sonsuzu veya sonsuzdan acik bir sekilde bahsetmeyi
savusturur.

Dedekind icinse tersine, sonsuzun sadece kavrami
degil, varh@ da tumiyle hayati 6nemdedir. Dedekind
Keferstein’a bir mektupta acik¢a bunu yazar:

Analizimde soyut tarti N say1 dizisi olan basitce son-
suz bir sistemin temel dogasi tespit edildikten sonra,
boyle bir sistemin fikirlerimizin kralhginda var olup
olmadig) sorusu ortaya cikar. Bu hususun mantiksal
bir ispat1 olmadiginda boyle bir sisteme dair nosyonun
icsel celiskiler barindirdigim dustnebiliriz. Bu tarz is-
patlara iste bu nedenle ihtiya¢ vardir.*

55 Peano varolus meselelerine girmez. Bir aksiyomlar sis-
temi, islemsel diizenekleri kurala bagladig: anda, gere-

24 Bu kisim Dedekind’in Keferstein’a yazdig1 1890 tarihli mektuptan alin-
migtir. Mektubun Ingilizce terciimesi igin, a.ge, s. 98.
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kirse bu sistemin uyumlulugunu sorgulayabilecegizdir;
boyle sorgulanan seyin varhigi uzerine spekilasyon
yapmamiz gerekmeyecektir. Frege ve Dedekind'de
ortak olan (her ne kadar s6z konusu olan, Husserl'in
noematik eslenigi anlaminda “zihinsel seyler” olsa da)
“sey” veya nesne sozcukleri Peano'nun calismasinda
ortadan kaybolur ve yerine gostergenin hukum surdu-
g bir tir “post-modern” diizenek gelir. Ornegin soyle
yazar: “Gostergeleri kullanarak, her 6nerme sadece bu
gostergelere bagvurarak sabitlenecek sekilde, aritmeti-
gin ilkelerine dahil olan butin fikirleri simgeledim.”
Dedekind ve Frege’nin o6rtilkk modeli felsefiyse (“kesin
bilim olarak felsefe”) Peano’nunki dogrudan cebirsel-
dir: “Bu notasyonlarla her 6nermenin, bi¢imi ve kesin-
ligi acisindan cebirin denklemlerine imrenmesine ge-
rek kalmaz (...) buradaki prosedurler tamamen denk-
lemleri ¢ozmek icin kullamlanlara benzerdir.”

Peano, aslinda bir gostergeler ekonomisi olan bir
“say1 ekonomisi” ileri surer: Paradigmasi cebirsel olan,
varolus ve sonsuzluk sorularinin eksiltildigi, seffaflig
uzlasimsal olan ve islemsel etkililigi inkar edilmeyen
bir ekonomi. Boylelikle matematigi kadim felsefi daya-
nagindan cekip alan ve bize sadece kodun agiklanmig
olmasimin 6nemli oldugu bir gostergeler grameri gibi
sunan, bugiine kadar galip gelmis o dustunce hareketi-
ne katilir. Peano saymin varhigina dair her turla dusin-
ceyi ve varlk olarak say1 dustincesini ortadan kaldira-
rak, (ampirik dillere karsit olarak) “formel bir dil” gibi
ele alman matematigi bir bilime degil (ciunku bu kav-
raysta her bilimin bir “nesnesi” olmalidir), bilimlerin
sozdizimine indirgeyen Carnap’in olaganiistii tezlerine
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giden yolu hazirlar. Peano aslinda 19. ytizyll sonunda
olusturulmus olan ve Platonculugu ezelden beri kalesi
olmus olan o yerde, yani matematikte ve 6zel olarak
da Say1 Ideasr’'nda tahrip etmeyi amaglayan ¢agimiz du-
suncesinin genel hattina kaydolur.

Burada, Lyotardin Bat1 felsefesinin “dilsel dénemeci”
olarak adlandirdig), benimse buyiuk modern sofistli-
gin hukumdarh@ diye adlandirdigim seyin (dogum
sancilanyla birlikte) gercek kokenini kavriyoruz: Salt
dusincenin en yiksek ifadesi olan matematigin nihai
analizde sadece sozdizimsel bir duzenek, gostergeler
grameri oldugu dogruysa, her dusuince a fortiori dilin
kurucu yasasina tabidir.

Platon i¢in, 6rnegin Kratylos'ta ele aldigx gibi, dilin
“seylerin kendileri”ne tabi olmasinin kesinlik ufkunun,
matheme’in ontolojik gorevi oldugu kesindir. Gergekte
basit bir izle isaretledigimiz say1 Platon’un dusundu-
gu gibi Varlik’in bir bicimiyse hicbir sey gostergelerin
saf imparatorlugunu destekleyemez. Tersine, sayet
say1 dusuncede temeli olmayan aksiyomlarla duzen-
lenen 6zel bir gostergeler gramerinden ibaretse felsefe
oncelikle, her seyden 6nce (Deleuzein Nietzsche'de
teshisine dair okumasinda oldugu gibi) gostergelerin
gucune dair bir dustince olmahdir. Ya hakikat ya da
gostergenin keyfiligi ve sozdizimsel oyunlarin cesitli-
ligi: Cagdas felsefenin ontindeki asil tercih budur. Say1
bu catismada stratejik bir konumu iggal eder, ¢unki
aym anda hem dustncenin hatlan en belirgin sekilde
¢izilmis kaidesidir hem de varhgina dair soruyu en kes-
kin sekilde cagiran seydir.
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Peano'nun disunce agisindan yoksul, sonuglan ac1-
sindan kuvvetli aksiyomatigi, sayrya boyun egdiren bir
gramer olan, islemsel bir uzlasim orgitleyen, goster-
gelerin sonlulugunda sonsuzun usta aracisi olan bu
aksiyomatik, modern sofistlige kendisini faydal bir ar-
tefakt olarak sunar.

Her salt aksiyomatik prosedur, aksiyomlann kullani-
min kodlanmasi disinda diistiincede baska bir sunu-
mu olmayan tanimlanmams gostergeler getirir. Peano
bu “ilkel” gostergeler konusunda pek tasarruflu degil-
dir: Nitekim bunlardan dort tane vardir (kiime teori-
sinin bizatihi sunuma isaret eden sadece tek bir ilkel
gostergeye, €, yani ait olma gostergesine basvurdugu-
nu hatrlatayim):

Aritmetigin gostergeleri arasinda, aritmetigin diger
gostergelerini mantigin gostergeleriyle birlikte kul-
lanarak ifade edebilecegimiz gostergeler, tammla-
yabilecegimiz fikirleri temsil eder. Boylelikle dordu
hari¢ tim gostergeleri tammladim (...). Sayet du-
sundiugim gibi bu dort gosterge daha fazla indirge-
nemiyorsa, bunlann ifade ettikleri fikirleri 6nceden
bilindigi varsayilan fikirler aracihgiyla tanimlamak
imkansizdir.

Bu indirgenemeyen dort gosterge:

1) “Sayiyr (pozitif tam say1) ifade eden” N gostergesi.
2) “Birimi ifade eden” 1 gostergesi.

3) “a’mn ardilimi ifade eden” a + 1 gostergesi.

4) “esittir’i ifade eden = gostergesi.
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Dolayisiyla Peano sayi, ardisikhik ve 1’e dair her tirlua
tanimdan acikea vazgecer. (= gostergesi ayn ele alinabi-
lir: Burada aritmetigin degil, mantigin bir gostergesi s6z
konusudur. Bizzat Peano soyle yazar: “Mantigin bir gos-
tergesi biciminde olsa bile bu gostergeyi yeni olarak du-
suniyoruz.”) Kuskusuz islemsel seffaflik ugruna oden-
mesi gereken kefarettir bu. Frege'nin “sifir bir sayidir”
seklindeki devrimci 6nermeyi anlamaya ¢alismak icin
butin dusunceyi sira duizenine soktugu noktada Peano
sadece sunu belirtir (bu, sisteminin ilk aksiyomudur):
le N; tammlanmamus iki gosterge arasinda, 1'in bir say1
oldugunu “gosteren” (fakat hangianlamlandirma [signi-
fication] doktrinine gore?) formel bir korelasyon. Dede-
kind’in saymmn yerini, birebir ve 6rten bir fonksiyonun
tatbik uzami veya gercekten var olan sonsuz zincir olarak
urettigi noktada Peano soyle belirtir ae N —a+1eN,
tamimlanmams ug gostergeyi kullanan ve a bir say1ysa
ardibmin da bir say1 oldugunu “gésteren” bir icerim.
Harfin giicii burada anlamlandirma pahasinadir. Ayrica
bu etki bir anlagilmazhk etkisi degil, daha ziyade asin
bir saydamlik, izin hantal hafifliginin etkisidir.

Siirde anlasilmazlhk, dilin sinirlarinda gosterenin de-
silip agilmasinin harfi sagmasindan dogar. Peano’nun
salt aksiyomatiginde anlamin geri ¢ekilmesi, harfin gu-
cunun kendisi tizerinde toplanmasindan ve dustnce-
nin anlama sadece disanidan gelmesinden kaynaklanir.
Peano varhgin yilldizims: figira olan (“ilgisizlikten ve
kullanilmamaktan dolayr sogumus, bir Takimyild1z”)
saymn kagimlmaz olarak eksikligini uyandirdigy ve
Frege veya Dedekind’in umutsuzca ya sifin ya da son-
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suzu Mevcudiyete getirme girisiminde biling¢dis1 olarak
etkisini muhafaza ettigi gizil siirle her turla yuzlesme-
den sakinmak ister.

Peano’nun aksiyomatigi sayida sadece bir islemler ag1-
ni1, gostergenin islenebilir bir mantgim goren cagi-
mizin temayulunin parlak bir basansidir. Peano’nun
yeniden ele ald1g1 haliyle say1, gostergeye dogru isaret
eder (fait signe vers le signe] veya gostergelerin Goster-
gesidir.

Bu bakis agisindan Peano bilim evreninin varhigin
unutulusuyla zirveye vardig fikrine, sayisalhigin tek-
nik iradenin dusunillmeyeninde sogurulmas: fikrine
katihir. Burada say1 tamamen makinevaridir. Bu nedenle
Peano'nun aksiyomatiginin bagansinin, her turla onto-
lojiyle baglarm kopararak ve sadece dilin kaynaklarina
yerlestirerek matheme’i modern sofistlige teslim eden
bu buyuk harekete katldigr savunulabilir.

510 Peano’nun say1 kavramim indirgedigi gostergeler gra-

25

merinin semantik simirlarinin, 6nce Skolem daha sonra
Robinson® tarafindan kesfedilmesi bu operasyondan
alman buytk bir intikam olmustu. Ginumuzde boy-
le bir aksiyomatigin, 6zii dogal tam sayiya dair fikir
kapsaminda sezdigimiz her seyden c¢ok farkh olan

Bu meseleler hakkinda bkz. A. Robinson, Non-standard analysis, 10.
bolum (tamamen tarihle ilgilidir), North-Holland Publishing Com-
pany, gozden gecirilmis baski, 1974. Robinson “Skolem’in aritmetigin
standart-dist modelleri tzerine ¢alismalarinin standart-dis1 analizin
yaratiminda en 6nemli faktor” oldugunu teslim eder (s. 278).

Bu gelismelere dair felsefi bir gorus icin, bkz. A. Badiou, “La subversi-
on infinitésimale”, Cahiers pour l'analyse, no. 9, Paris, Seuil, Yaz 1968.
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“standart dis1” modellere imkan verdigini biliyoruz.
Peano’nun sistemi “sonsuzca buyuk” sayilann var ol-
dugu modellere veya sonsuzluk tiru sayilabilir olam
asan modellere olanak verir. Peano’nun aritmetigi “pa-
tolojik” yorumlara elverislidir, gostergeler makinevari-
liginde tekanlamh bir diisunce olusturmaya muktedir
degildir. Matheme'i sirf bir gostergeler so6zdiziminin
uzamsallastinlmis asikarhgina indirgeme yonundeki
her tesebbis, coklugun bicimleri olarak varhigin karan-
ik savurganhginda karaya oturur.

Saymin 6z ne saymanin ve saymanin kurallarinin ba-
sit giici olarak ne de yazihi bicimlerin saltanat1 olarak
dile getirilmeye izin verir. Bu 6ze, varhg tizerine tefek-
kur ederek varmak zorunludur.

N, “tammlanmamig” bir yuklem degil, boslugun
(veya sifirn) ardindan gelenin tatbikinin sonsuz yeri-
dir, ardil olmakta 1srar ettigi o yere vurulan varolussal
muhurdur.

“Baslayan” sey, “birimin” opak gostergesi olarak 1
degil, her dilin, dili oldugu durumun varhgina dikilme-
si olarak sifirdir.

Ardisiklik bir +1’in toplamsal kodlanmasi degil, bir
seyin ardindan geliyor olmaktan ziyade ardillar olan
belirli sayilarin tekil temaytliudur ve bu sayilar varhk-
larinda bu temayiille damgalanmistir. Ayrica sifir ve
sonsuzun tam da bir seyin ardindan gelmeyen seyler
oldugunu bilmek zaruridir; her ikisi de bir Higligin
komsulan olsalar da varhklaninda, farkh sekilde, ardil
degildirler.
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Say1 ne sayan seydir, ne de saymakta kullandigimiz
sey. Sayisalligin bu saltanati saymmn unutulusunu or-
gutler. Sayiy1 duiginmek, bir tersine ¢evirmeyi gerekti-
rir: Varhgn akil sir ermez bir bi¢imi oldugu i¢in say1,
bize sayma denilen kestiriminin celimsiz bir bi¢imini
buyurur. Peano bizim zaafimiz, sonlulugumuz olan
sayiin kaydimi onun varhgimin kosulu olarak sunar.
Fakat Sayinin kralhiginda, Peano’nun aritmetiginin dii-
sunmeye olanak verdiginden ¢ok daha fazla sey, son-
suzca daha fazla varhk vardir.
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6. Cantor: “iyi siralilik”
ve ordinaller

Saywisalhgin genel ontolojik ufkunu ordinaller temsil
eder. Birazdan girisecegimiz ordinal kavramimn aydin-
latllmasindan sonra bu ilke soyleyecegimiz her seyde
hakim olacak; bu anlamda Cantor’un sayiya dair ¢ag-
das dusuncenin hakiki kurucusu oldugu dogrudur.
Cantor'un® kendisi de ordinaller teorisinin, kesfinin
kalbinde yattigim dusuniiyordu. Guniimuzde, kime-
lerin ve sayilann var olmasiyla yetinen ve bunlarin ne
olduguyla hi¢ ilgilenmeyen working mathematician,”
ordinalleri daha ziyade bir garabet olarak goriir. Bu
hafif kucumsemede, sadece caligtigt [working] suirece
matematik¢inin toplumsal sayisallik buyruklarina itaat
bicimlerinden birini gormek gerekir. Kuskusuz mate-
matiksel mantik veya kiime teorisi uzmanlan bunun is-

26 Cantor’un sayilara dair ordinal anlayisinin en acik ifadesi Dedekind'e
yazdigr 1899 tarihli bir mektupta yer almaktadir. Bu mektubun Ingi-
lizceye tercime edilmis 6nemli kisimlan igin, bkz. Van Heijenoort,
From Frege to Godel, a.g.e., s. 113-117. Cantor tutarh ¢okluklar ile
tutarsiz ¢okluklar arasinda felsefi bakimdan temel onemdeki ayrim
konusunda fevkalade bir vuzuh sergiler. Ayrica bu terminolojiyi ona
bor¢luyuz.

27 Working mathematician: Matematigin felsefi ve kurucu meseleleriyle

ilgilenmeyen matematikgiler.—¢n
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tisnasidir ve cogunlukla kendileri bu istisna dolayisiyla
hayiflamirlar: Cinkti kerhen Varhgin ihtarina en yakin
olanlardir ve onlara gore ordinaller temeldir.

Dedekind’den bahsederken kendi felsefi yorumumuz-
da ordinallerin mumkiin oldugunca eksiksiz bir “on-
tolojiklestirilmesi’ni benimsememiz gerektigini soyle-
mistim. Dogrusu, bu kavramin Dedekind veya Cantor
tarafindan sunulusu, kavram 6zunde sayiya dair seri
yapili veya islemsel basit bir sezgiye hila ¢ok yakin
olan iyi siralihk nosyonuyla iliskilendirir.

Okula gitmis herkes, iki farkh tam say1 verildiginde
birinin daha buyuk, digerinin daha kugik oldugunu
bilir. Ayrica bir sayilar “yigim” 6ntine konuldugunda
bu y1ginda sadece ve sadece tek bir tanesinin en kiuguk
say1 oldugunu da bilir.

Genel ozellikleri aynstinldiginda bu seri yapisina
dair bilgi, iyi sirah kiime kavramina mahal verir.

“lyi siralt” bir kumede:

1) kumenin elemanlan arasinda bir tam siralilik
iliskisi vardir: e ve e’ adh iki elemamimiz varsa ve <
isareti sira iligkisini gosteriyorsa, yae<e’yadae <e
veya e = ¢’ olacaktir; bu iliskiyle “kiyaslanamayacak”
iki eleman yoktur;

2) bu sekilde siralanmig kiimenin bos olmayan her-
hangi bir parcasi verildiginde, bu parcanin bir en kiiciik
elemam vardir (s6z konusu parcanin tim digerlerinden
daha kiiciik olan bir eleman1). S6z konusu parca P ola-
rak adlandinlirsa, P’ye ait oyle bir p vardir ki Pye ait
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olan tum diger p’ elemanlan icin p < p’ olur. Bu p ele-
mani P'nin minimal elemam olarak adlandinlacak.

Bir P parcasi icin p minimal elemansa bu ozelligi
tastyan tek eleman odur. Zira bu 6zellige sahip p’ adh
baska bir eleman daha olsayds, tam siralilik oldugu icin
p’ eleman p elemanindan farkl olacakur ve bu durum-
da ya p < p’ olacaktr ve bu durumda p’ minimal ele-
man olmaz, ya da p’ < p olacaktir ve bu durumda da p
minimal eleman olmaz. Dolayisiyla iyi siralanmis bir
kumenin P par¢asinin “minimal elemam”ndan hig ce-
kinmeden soz edebiliriz.

Bu genel iyi sirah kiime kavraminin, okuldaki 6g-
rencinin en tamdik sayilar olan dogal tam sayilarda
gozlemlediginin bir tur disdegerlemesi [extrapolation]
oldugu goruluyor.

lyi siral bir kumeye dair giizel bir 6rnek verebiliriz. E
iyi sirah bir kiime olsun. E kimesinin 2. kosula gore
var olan en kuguk elemamyla “baslarsinmz”. Bu elemam
1 diye adlandirnn. E'nin 1 ¢ikanlarak elde edilen parca-
sim dusunin: (E — 1) parcasi. Bu kiimenin hemen 1’in
ardindan gelen bir minimal eleman: vardir. Bu elemam
2 olarak adlandinn. E'nin, 1 ve 2 cikanlarak elde edilen
parcasim dugsinun: (E — (1,2)) parcasi. Bunun da bir
minimal eleman1 vardir ve 3 olarak adlandinlabilir, vs.
lyi sirah bir kiime bir zincir gibi gérunir; zincirin her
bir halkasini, tamamen belirlenmis baska bir halka (bu,
geriye kalan parcamin minimal elemamdir) takip eder
(“takip eder” ifadesi, tam siralilik iligkisinde hemen
sonra gelir anlaminda kullanilmaktadur).

90



6.6

6.7

Say1 ve Sayilar

Cantor'un dehas1® bu 6rnegi sonluyla simrlamamak ve
sonsuz numaralandirmalan takdim etmekti. Soyle bir
fikir ortaya atar: lyi sirah “birinci” kime ve tim diger
kimelerin matrisi olan 1, 2, 3, ..., n,n + 1, ... dizisinin,
yani tam sayilar dizisinin 6tesinde “sonsuz bir ordinal
say1”nin, 'nin var oldugunu farz edersem ve bu sayi-
nin ondan once gelen tiim say1lardan daha buytk oldu-
gunu ilan edersem devam etmemi ne engelleyebilir ki?
Pekala w’ye, bir sekilde butun tam sayilar kiimesinden
sonra gelecek iyi sirah bir kiimenin minimal elemam
gibi davranabilirim. Boylelikle  + 1, 0 + 2, ..., @ + n,
..., VS. “say1lanm” tasavvur edebilirim. Sonunda w + @
sayisina vannm ve tekrar devam edebilirim. Hicbir
durma noktas1 buyurulmaz ve boylelikle her bir teri-
mi, var olan her dizinin mimkiin 6l¢iisii olan bir tar
toplam seri elde ederim. Gergekte bu terim kendinden
once ne kadar oldugunu belirtir, aym uzunluktaki her
seriyi sayar.

lyi siral bir kiimenin, minimal elemanindan “sonu”na
kadar uzunlugunun él¢imunu ordinal olarak adlandir-
digam soylenebilir. O halde ordinallerin “toplam” dizisi
bu uzunluklann 6l¢imu icin bana bir dlgek saglaya-
cakur. Her ordinal, elemanlann birbirini takip etme
yontemi tarafindan ve bu elemanlann toplam sayisi
tarafindan belirlenen olanaklh bir iyi sirahlik yapisim
temsil edecektir. Ister sonlu olsun (w'den 6nce gelen
ve dogal tam sayilar olan ordinaller) ister sonsuz ol-

28 Bu konu uzerine Alexandre Koyré'nin calismalanna bagvurulabilir.
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sun (w’'den sonra gelen ordinaller) bir ordinalin bir “iyi
sirahilik tura”nt numaralandirdigimi soylememizin ne-
deni budur.

Bu fikre teknik bir temel saglamak icin, aralarindan bi-
rine izomorf olan (dolayisiyla aralarinda izomorf olan)
iyi sirall kiimeler simfim dustinelim. Bundan ne anla-
mak gerekiyor?

lyi siraliiki kiime, E ve E’ kumelerini alahm. < gos-
tergesi E uzerindeki sira iliskisi, <’ ise E’ uzerindeki
sira iligkisi olsun. E kimesinde e, < e, oldugunda E’
kumesinde f(e,) <’ f (e,) olacak sekilde, E ile E’ kiimesi
arasinda birebir ve orten bir f eslemesi (bkz. 4.5) varsa
E ile E' kiimelerinin izomorf oldugunu soyleyecegim.

f'nin E sira duzenini E’ sira duzenine yansittigim
ve aymca f birebir ve o6rten oldugu icin E’ kumesinde
E kumesindeki “kadar” eleman oldugunu goériyoruz.
Dolaysiyla sadece iyi siraliliklan agisindan ve eleman-
larinin tekillikleri soyutlandiginda E ve E’ kuimelerinin
6zdes oldugunu soyleyebiliriz: f eslemesinin garanti et-
tigi tzere, iyi siraliiklarinin “morfizmi” (bicimi) “izo”-
dur (aymdur).

Aralarinda izomorf olan iyi sirali her kiime sinmifi as-
linda bir iyi siralilig1, simfin kimelerinde ortak olan bir
iyi sirahligy temsil eder. Bir ordinalle temsil edilecek
olan bu iyi sirahliktir.

Dolayisiyla bir ordinal, s6z konusu bi¢imin yapilan-
dirdigz tim kimelerle izomorf olan iyi sirahhigin ola-
nakl bir figirunin (bir bicimin, bir morfizmin) isare-
tidir. Bir ordinal bir iyi siralihgin sayis1 veya rakamidir.
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Her say1 icin, iyi sirahlik bicimlerinin evrensel bir 61-
cum olcegi biciminde, bir varhk ufkunun belirlenmesi
konusunda halihazirda ¢ok gelismis olan bu kavrayas,
yine de bir kism teknik, bir kisma felsefi olan ciddi zor-
luklar getirir. .

Teknik zorluklar ti¢ tanedir. Yanitlamamiz gereken ti¢
soru vardir:

1) Ordinallerin toplam serisinin birinci terimi, bu-
tin zinciri “tutan” ilk halka nedir? Bu, sifir uzunluk-
taki dizileri, elemansiz dizileri, hicbir seyi siraya sok-
mayan iyi sirahligl saymaya uygun yegane unsur olan
sifira veya bos kiimeye dair sorudur. Frege'nin takildi-
g1 sorudur bu.

2) Sonlu tam sayilar dizisinin bir 6tesi oldugunu or-
taya atmamiza izin veren dustnce proseduri tam ola-
rak nedir? Sonluyu asmamizi ve dogal tam say1 olma-
yanilk ordinal, sonlu olmayan bir kiimeyi yapilandiran
bir iyi sirahhgmn ilk isareti olan w'yi tespit etmemizi
saglayan hareket nedir? Bu, sonsuza dair varolussal
soru, Dedekind’in takildigy sorudur.

3) Ordinallerin evrensel serisi, ister sonlu ister son-
suz her uzunlugun o6l¢um ol¢egi, iyi sirahhk isaretle-
rinin toplami, kime teorisi cercevesinde var midir?
Dedekind'in dahil ettigi “dustincemin biitiin olanakh
nesnelerinin sistemi” gibi, bu da dusuncenin mim-
kiin nesnelerinden biri olarak alamayaca@ tutarsiz bir
butiin degil midir? Bu, “mutlak” bir butuntn bir-ola-
rak-sayilmasimin olanakhhgna dair sorudur. Dolay1-
siyla soylem evrenini “sayma” iddiasim ortaya attig1-
mi1z anda Bir'in ¢ekilmesi sorunudur.
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Iste boylelikle say1ya dair modern diistincenin g so-
rununa geri donmus buluruz kendimizi: sifir, sonsuz
ve Bir'in varhik-olmayis.

Ugtincii sorunun pozitif bir ¢6ziimii olmadign hemen
ortaya ctkar. Ge¢miste bir paradoks, Burali-Forti pa-
radoksu olarak ifade edilen seyi, yani ordinallerin bir
kiime olusturmadig1, bir olarak sayilabilecek bir ¢okluk-
ta bir araya getirilemeyeceklerini ashinda ispatlayabili-
riz. “Butin” ordinaller fikri tutarsiz, imkansizdir, bu
bakimdan sayinin varlik ufkunun gercegidir.

So6z konusu ispat Dedekind’in sonsuz bir kiimenin
varhgim kanitlama yoéntemini ciruten ispata ¢ok ya-
kindir (bkz. 4.28): “Butin” ordinaller kiimesinin ken-
disi bir ordinal olmahdir ve dolayisiyla aym zamanda
hem kendisi icinde (¢uinki biitiin ordinallerin kumesi-
dir) hem de kendisi disindadir (¢cinku butunlestirdigi
dizide say1lmaz). Dolayisiyla higbir sinirlama getirme-
den bir “ordinaller kumesi’nden so6z etmek yasaktir.
Bu da soyle demeye gelir: “Bir ordinal olmak”, kaplami
olmayan bir 6zelliktir. Belirli bir nesnenin bir ordinal
oldugu (ozelligi tasidig1) dogrulanabilir, fakat bu 6zel-
lige sahip butun nesneler bir-olarak-sayilamaz.

Frege ve Dedekind’e dair elestirimde 1 ve 2 numarah
sorunlarin ele almigim tasavvur etmeye yetecek kadar
sey soyledim: Sifirin veya bos kumenin varhg ve son-
suz bir kiimenin varhg hicbir sekilde “salt mantiksal”
varsayimlardan ¢ikarsanamaz. Bunlar, varhgin tarihi
buyrugunun kisitlan altinda ahnmis aksiyomatik ka-
rarlardir. Modern disunce dunyasi, bu buyrugun bir
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sonucundan ibarettir. Ronesans’tan itibaren ve Yunan
kozmosuyla?® kopus icinde, ontolojik gereksinime
dair 6n-kavrayisimizla uyumlu ne varsa dusinebilmek
amaciyla asagidakileri kabul etmek zorunlu hale gel-
mistir:

- her “olan” [étante] durumun kendi varhgmna di-
kilme tarzi, kendi simirinda kendisini ileri siiren seyin
acilmasi, Mevcudiyet, degil, saf eksiltme, nitelendiri-
lemez bosluktur; say1 denen varhik biciminde bu soy-
le ifade edilir: “Sifir vardir” veya Cantor'un ontolojik
yaratimiyla daha uyumlu bir aslupla: “Hicbir eleman1
olmayan bir kime vardir”;

- yari-butunluginde, ve bu niteligi yalnizca Tanr’ya
ayran ortacag gelenegiyle kopus icinde, olan-durumlar
sonsuzdur; dyle ki giicui kutsalin guci olan bir yiikklem
olmak soyle dursun, sonsuz, bir bir-olarak-sayma yasa-
st uyarinca saf ¢okluk olarak savurganhginda varhgin
banal bir belirlenimidir. Say1 denen varhk bi¢iminde bu
soyle ifade edilir: “Sonsuz bir kiime vardir” veya daha
teknik ifadesiyle: “Bir dogal tam say1 olmayan bir ordi-
nal vardir” ya da “c vardir”.

Dugtincede t¢ yuz yildir kullanihyor olmalanna rag-
men sifir ve sonsuzla ilgili kararlarin birer karar olarak
(bos kuime aksiyomu ve sonsuz aksiyomu adlanyla)
kabul edilmesi i¢in gecen ytuzyilin basina kadar bek-
lemek gerekti. Gelgelelim sasirtic1 degildir bu. Ya son-
luluk temasinin ihmal edilisinde ya da Mevcudiyet’in
Antik Yunan'daki zeminine duyulan nostaljide bu zo-

29 Bu konu tizerine Alexandre Koyré'nin ¢alismalarina basvurulabilir.
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runluluklara donmeye yonelik gercek bir felsefi inat
gozlemlenebilir. Burada, 6ylece karar verilmis saf be-
yanlar s6z konusu oldugu i¢in, bunlann tarihsellikle-
rinin zayifigim tasidiklan dogrudur. Hicbir argiiman
bunlan savunamaz. Ayrica baz1 hakikat prosediirleri,
o0zel olarak siyaset, sanat ve agk hala boyle aksiyom-
larin standardina ulasamamstir ve dolayisiyla birgok
bakimdan Yunan kalmistir. Bunlar Bir'in kohne hakla-
rim ileri sirmek icin “sifir, varhgin sayisal 6zel adidir”
onermesini surekli reddederek Mevcudiyete simsiki
tutunurlar (sanat ve ask). Ya da zorunluluklarnn za-
yiflamis otoritesini kullanmak i¢in, giinbegun “durum
sonsuzdur” 6nermesini kemirerek sonlulugu yonetir-
ler (siyaset).

6.14 Bosluk ve sonsuzluk aksiyomlar butun say1 dustncesi-
ni imar eder. Saf bosluk, sayinin olmasina dayanak olan
seydir; sonsuz, saymmin her duruma dair dugincenin
olciist oldugunu 6ne sirmeye olanak veren seydir. Te-
oremler degil de aksiyomlarin s6z konusu olmasi, sifir
ve sonsuzun varolusunun varhk tarafindan —diisiince-
nin boyle bir varolusun ontolojik ¢caginda var olabilmesi
icin— dugtinceye buyuruldugu anlamina gelir.

Bu bakimdan tepkisel, arkaik ve diniiradelerin mev-
cut guciine zorunlu olarak sayinin dermansiz opakhg
eslik eder; varhgin caga ait yasas1 boyle oldugu igin,
bize hilkmetmeye devam eden sayi, bizim i¢in dusi-
nulemez hale gelir. Sayr, varhgin bi¢imi olarak var ola-
caktir, ama bosluk ve sonsuz butiiniyle sekulerlestiril-
medigi icin, diisince artik ¢agin kendisine buyurdugu
bicim ve kuvvette var olamayacaktir. Bu durumda say,
sir tanimadan bir tiranlik olarak ortaya ¢ikacaktir.
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6.15 Cantor'un ordinal kavraminin ana felsefi giglugin-
den bahsedelim. Ordinal say1lan iyi sirahhik kavramina
baglayan sunum tarzinda ordinal say1 teorisi, saymnin
varhgim digiinmeye olanak vermekten ¢ok, dogal tam
say1 sezgisini “genellestiriyor” gibidir. Otoritesini, ay-
dinhga kavusturmayi iddia ettigi seyden ahr. lyi sira-
lilik fikri ashinda say1 kavraminin kurucusu olmaktan
ziyade, bunu sayisal dolaysizhigin eksik ve sonlu dene-
yiminden c¢ikarsar: Sempatik 6grenci figurinde bunu
somutlastirmistim (6.3).

Sayet gercekten sayimmn varhigin saf coklugun bigi-
mi olarak tesis etmek, okuldan ¢ikarmak (ki bu ayni
zamanda kavram onu cevreleyen sayisalhiktan eksilt-
mektir) istiyorsak, islemsel veya seri yapidaki mani-
pulasyonlardan uzaklagmak gerekir. Peano’da bir hayli
acik olan bu manipulasyonlar evcil sayilarnimizin yan
duyulur imgesini (1'i takip eden ve 3’ten 6nce gelen 2,
vs.) modern sonsuzun ekrani tizerine yansitir. Hesap
manipilasyonlan ile dusiince arasinda dogru mesafe-
yi olusturmak tam da benim say1 kavramimin ontolo-
jiklestirilmesi dedigim seydir. Vardigimiz noktada bu
daha kesin bir 6dev bicimini ahr: ordinallerin “evren-
sel” serisinin ontolojiklestirilmesi. Buraya varmak igin
iyi siralihik fikrini terk etmek ve siralamayn, ordinalligi
ickin bir sekilde diisinmemiz gerekiyor.

Say1 kavram, kendisini dustinceye sira diizeninin
veya duzensizligin 6l¢ist olarak sunmaz. Biz saymmn
varh@gimn ickin bir belirlenimini talep ediyoruz. Bizim
icin soru su sekildedir: Saf coklugun, her turlu seri ya-
pida bir tiretim disinda kavranabilir olan hangi ytik-
lemi sayisalhgr kurar? Istedigimiz sey saymak degil,
saymay1 dustinmek.
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7. Gegisli cokluklar

Say ile siralihk veya seri arasindaki tum ilkel baglar-
dan kurtulmay: saglayan gecisli kiime kavramidir. As-
len ontolojik bir dogaya sahip olan bu yapisal islemci,
dogal varhgn figura olarak sayimnin ickin bir belirleni-
mine tek basina olanak verir. Gegislilik sayesinde artik
kavramin ¢ikarsanmasi (Frege), seri uretmede eksikli-
gin nedenselligi olarak 6zne (Miller), sonsuzun varh-
g1 (Dedekind) veya iyi sirahiliga dair “6grenci” sezgisi
(Cantor) sikintilarindan uzagizdir.

11k bakista bu kavramin bir hayli gizemli olmasi ve her
kosulda say1ya dair sezgisel fikirle hicbir baginin olma-
mas! benim gozumde bir meziyettir. Bu, saymnin salt ve
basit 6n kabulinde tamamen seffaf olan bir ontolojik
aciklama dongusinden ¢ikmayn saglayacak seyi s6z ko-
nusu kavramda buldugumuzu kamtlar. Bu déngunun
Frege'de oldugu gibi Dedekind’de de ortaya ¢iktigim
ve Cantor'un iyi sirahlik turleri olarak ordinal sayilara
dair kavrayisina golge dusurdugunu gérmustuk. Ayri-
ca geciglilik kavramimn felsefi diisiince icin megrulugu-
nun hicbir kuskuya yer birakmadigim da gorecegiz.

Gegisli bir kimenin ne oldugunu anlamak igin, bir

elemanin bir kiimeye ait olusu ile bir parcanin kime
tarafindan icerilmesi arasindaki ayrimi iyice kavramak
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gerekiyor; bu aynimin Cantor sonrasi butin matema-
tiksel dustincenin dayanagi oldugunu soylemek abarti-
l olmayacaktir. S6z konusu ayrim okulda ilk 6grenilen
bilgilerden biri olsa da o kadar derin sonuclara sahiptir
ki uzun zaman boyunca karanhkta kalmistir.

Bir kuime “elemanlardan olusur”, elemanlarinin “bir
araya getirilmesidir” (kendi ifademle, bir-olarak-sayl-
masidir).

E bir kiime ve e bu kumeyi “olusturan” elemanlar-
dan biri olsun; bunu e € E seklinde gosteririz ve e ele-
manmnn E’ye ait oldugunu, €nin ait olma gostergesi
oldugunu soyleriz.

Sayet E’nin birden fazla elemamm “kumelerseniz”,
bunlar E’'nin bir par¢asimi olusturur. E’ bu elemanlarin
kumesi olsun; E’ kumesi E kiimesinin bir parcasidir ve
bu, E’ c E seklinde gosterilir; E’ kimesinin E kumesi
tarafindan icerildigini, < isaretinin icerilme gostergesi
oldugunu soyleriz.

E kumesinin E’ parcasinin her eleman, E kiimesinin
bir elemamdir. Ashinda bu tam da bir parcanin tammi-
dir: E’ par¢asina ait olan butun elemanlar aym zamanda
E kumesine de aitse E’ parcas: E tarafindan igerilir. Bu-
rada icerilmenin, kume teorisinin tek “ilkel” gostergesi
olan ait olmadan hareketle tammlandig1 gorulebilir.

Genelde karsimiza ¢ikan (aldatic1) imge soyledir:'
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Bu grafikte E’ kiimesinin E kiimesinin bir parcasi oldu-
gunu, e'in (E’ parcasinin biitin elemanlan gibi) aym
zamanda hem E’ hem de E kiimesinin bir elemam oldu-
gunu ve e, nin “bitin” E kiimesinin bir elemamyken E’
parcasinin bir elemam olmadigim okuyabiliriz. Ayrica
e, nin E ile B kimelerinin farkina ait oldugu soylenir;
bu fark E - F’ seklinde ifade edilir.

E kumesine ait olan bir elemanin aym zamanda bu ku-
menin bir parcasi olmasi, bu kime tarafindan iceril-
mesi mumkun midur? Bir hayli tuhaf gortunuyor; bil-
hassa yukandaki imgeye bagh kalirsak. Gelgelelim bu
tuhafhgin nedeni ¢cok 6nemli bir hususu unutmaktan
kaynaklamyor: Bir kiimenin bir elemamnin kendisi de
elbette bir kiime olabilir (ve hatta daima 6yledir). So-
nug olarak e, E kimesine aitse ve e bir kiimeyse sorul-
masi gereken soruy, e’nin bir elemaninin aym zamanda
E kimesinin bir elemam olup olmadigidir. Sayet e’nin
bitin elemanlan aym zamanda E kumesinin de ele-
manlanysa, bu durumda E kumesinin bir eleman olan
e aym zamanda E kumesinin bir parcasidir. E kuimesi-
ne aittir ve E kiimesi tarafindan icerilir.

Ornegin V'nin butin canh varhklar kiimesi oldugunu
varsayahm. Kedim bu kumeye aittir. Fakat bir kedi
aym zamanda hucrelerden olusur ve bunlann hepsinin
canh varliklar oldugunu ileri surebilirsiniz. Dolayisiyla
kedim ayn1 zamanda hem bir canli varlik hem de canl
varhiklardan olusan bir kiimedir. V kiimesine aittir (bir
olarak, o canh kedi olarak) ve V kumesinin bir par-
casidir =V kimesi tarafindan icerilir— (canh hucreler
kumesi olarak).
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Kedileri bir kenara birakahm. Asagidaki ¢ “nesne”yi
disinelim:

- €, nesnesi;

- ¢, nesnesi;

- bu ilk iki nesnenin “kiimelenmesi” olan ve (e.e,)
ile gosterilecek nesne. Bu, ¢, ve ¢, cifti olarak adlandi-
nhr.

Bu ¢ nesnenin kuimesini olusturahhm. Aym sekilde
bu kimeyi soyle gosteririz: (e, e, (e,¢,)). Bu kume e,
e, ve (e, .¢,) ciftinden olusan iiclii olarak adlandirihr. Bu
kumeyi T olarak adlandiralim. Bu T uglusune ait olan
ti¢ elemanin ¢, ¢, ve (e,,¢,) oldugunu unutmayn.

e, ve ¢, T kuimesine ait oldugu icin bunlan “kime-
ledigimde” T kiimesinin bir parcasim elde ederim. Do-
laywisiyla T kumesinin iki elemanimin “ktmelenmesi”
olan (el,ez) cifti, T kimesinde icerilir. Fakat aynca ku-
menin bir elemam oldugunu, kumeye ait oldugunu da
gorduk. Boylelikle bir elemam ayn1 zamanda bir parca
olan basit bir kiime 6rnegi insa etmis olduk. T kuimesi
icin (e ,e,) cifti aym zamanda hem aidiyet hem de ice-
rilme konumundadir.

Cantor’un ¢ok onemli teoremi sayesinde herhangibir E
kumesinde parcalarin elemanlardan daha fazla oldugu-
nu biliyoruz. Bu benim icerilmenin aidiyet karsisinda
fazlahg diye adlandirdigim sey: dustince icin sonuclan
devasa olan, varhk olarak varhgin yasasi. Devasa, ¢tin-
ku Bir/Cokluk ve Butun/Parcalar ¢iftlerini orgutleyen
temel kategorilere temas eder. Dolayisiyla her parcanin
bir eleman olmasy, igerilen her seyin ait olmas: imkan-
sizdir: Mutlaka eleman olmayan parcalar vardr.
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Fakat soruyu tersten de sorabiliriz: Baz1 durumlarda
(6rnegin canh varhklardan olusan V kimesi icin ke-
dimin veya T tclimuz icin (e ,e,) ¢ifti) bir elemanin
bir par¢a olmasimin mumkin oldugunu gérdugumauze
gore, butiin elemanlarin parca olmasy, ait olan her seyin
icerilmesi mumkun midir? T icin bu dogru degildir:
Ornegin e, elemam tek basina ahndiginda T'nin bir
parcasi degildir.

Butun elemanlan parcalar olan, ampirik olmayan
(zira V kiimem, kedim ve hiicrelerim rasyonel olarak
kuskuludur) bir kiime 6rnegi tiretebilir miyiz?

Biraz bog kumeye geri donelim. “Hicbir elemam olma-
yan bir kiime vardir” aksiyomunu, yani hicbir seyin ait
olmadig bir kumeyi ortaya atmistik (2.18). Coklu-var-
higin butiin yapisimn “bos” kayasi olan bu kiimeye 6zel
bir ad verecegiz: “0”.

Su ¢ok incelikli notu diismek zorunlu: Bos kiime her
kiimenin bir parcasidir; E ne olursa olsun 0, E kume-
sinde icerilir. Neden mi? Cunki sayet bir F kiumesi E
kumesinin bir parcas: degilse, nedeni, F kimesinin E
kumesinin elemam olmayan elemanlarn1 olmasidir (F
kumesinin butin elemanlan E kumesinin elemamysa,
tanim geregi F, E kiimesinin bir parcasidir). Halbuki
0'mn hicbir elemam yoktur. Dolayisiyla 0'in E kimesi-
nin bir parcasi olmamast imkansizdir. Bos kiume “ev-
rensel olarak” igerilir, ¢ciinki bos kumedeki hicbir sey
boyle bir icerilmeyi engelleyemez, reddedemez.

Baska tirli soylersek: F kumesinin E kiimesinin
bir parcas: olmadigim ispatlamak icin F kiimesinde en
azindan bir elemanin farkh olmas: gerekir: E kiimesi-
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nin bir elemam olmadig1 icin F kimesinin “butunuy-
le” E kumesinde icerilmemesini saglayacak bir eleman.
Fakat bosluk bu tur hicbir farkhhiga musaade etmez.
Farksizdir/kayitsizdir [in-différent] ve bu nedenle bu-
tin cokluklarda icerilir.

Asagdaki iki “nesne”yi dustnelim:

- bos kiime, O;

- tek elemam bos kiime olan kiime; bu, bos kiime-
nin tekligi [singleton] olarak adlandirihir ve (0) ile gos-
terilir.

Bu ikinci nesnenin bos kumeden farkh oldugunu
cok iyi kavramak gerekiyor. Nitekim bos kiimenin
hicbir elemam yokken tekligin bir elemam vardir: bos
kume. Boslugun tekligi, boslugu “bir olarak sayar”,
halbuki bos kime hicbir sey saymaz (bu ise, “hicbir
sey saymama”, yani O ile “hicligi sayma”, yani (0) ara-
sinda ince bir ayrima goturir. Platon daha dnce Parme-
nides’te bu ayrimla oynamstir).

Teklik (6zel olarak boslugun tekligi degil, “genel ola-
rak” teklik) hakkinda ek bir agciklama.

E bir kiime ve e, bu kiimenin elemanlarindan biri
olsun (e € E). e elemaninin (e) seklinde yazilan tekligi
E kimesinin bir parcasidir: () cE.

e elemaninin tekligi ashnda nedir? Tek elemam e
olan kumedir. Eger e, E kimesinin bir elemaniysa (e)
tekliginin butun elemanlar, yani yegane elemam e, E
kumesinin elemamdir ve dolayisiyla (e), E kiimesinde
icerilir.
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1ki nesnemizi, O ile gosterilen bos kiime ve (0) ile gos-
terilen bos kiimenin tekligini “kumeleyelim”. Boylelik-
le D ile gosterecegimiz (0,(0)) ciftini elde ederiz.

Bu sefer D ciftinin iki elemam aym zamanda parga-
dir; D kumesine ait olan her sey aym zamanda D ktume-
sinde igerilir. Birinci eleman 0, yani bos kiime sonugta
her kiimede icerilir (bkz. 7.9). Ozelde, D ciftinin bir
parcasidir. Fakat ayrica 0, D kimesinin bir elemant ol-
dugu i¢in onun tekligi, yani (0), D kumesinin bir par-
casidir (bkz. 7.11). Fakat (0), D kiimesinin ikinci ele-
manidir. Dolayisiyla bu eleman da D kumesinde iceri-
lir. D kiimesi, D’nin her elemam bir parca olacak, D’ye
ait olan her sey D'de icerilecek sekilde yapilanmstir.

Cantor’un teoreminin 6ngoérmeye olanak verdigi gibi,
D kumesinde D’nin elemam olmayan pargalar vardir.
Ornegin bir elemanin her tekligi gibi, D’nin (0) ele-
maninin tekligi de D'nin bir parcasidir (bkz. 7.11). Bu
“tekligin tekligi”ni ((0)) olarak yazabiliriz. Gelgelelim
bu nesne D kiimesinin iki elemam arasinda yoktur.

Onemli bir tamm: Bir T kiimesi, biraz énce insa ettigimiz
D gibiyse gecislidir: Yani bitin elemanlar1 aym1 zamanda
parcaysa, ait olan her sey ayn1 zamanda igeriliyorsa, t € T
oldugunda ayni zamanda t — T oluyorsa gegislidir.

Hi¢ kuskusuz, gecisli kiimeler vardir. Belki V, yani
canhlar kimesi gecislidir. Bogluktan insa edilmis sef-
faf, hatta saydam olan (0,(0)) kiimesi kesinlikle dyledir
(bosluk ve boslugun tekligi cifti, kendinde bosluk ve
bir olarak bosluk cifti).
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716 Modernite, Bir'in olmamasiyla tanimlamir (Nietzsche

717

“Tann 6ldu” diyordu, fakat Yasamin Bir’i onda 6luntin
yerini isgal ediyordu). Dolayisiyla biz modernler (veya
“ozgur zihinler”) icin Birsiz-Cokluk, bizatihi varola-
nin [étant] son sozudir. Saf cokluga dair dusiincenin,
neyin ¢oklugu oldugundan bagimsiz olarak (dolay-
siyla: ne olursa olsun higbir nesne dikkate alinmadan)
kendinde disunilen ¢oklugun bir ad1 vardir: “mate-
matiksel kiime teorisi”. Sonug olarak bu teorinin her
ana kavrami modern ontolojinin kavrami olarak dusi-
nulebilir.
Gegisli kiime kavraminda durum nedir peki?

Ait olma, sunumun [présentation] ontolojik fonksiyo-
nudur, bir ¢oklugun bir-olarak-sayillmasinda sunulan
seye igaret eder. Icerilme, temsilin [représentation] on-
tolojik fonksiyonudur, bir sunum cercevesinde parca
olarak tekrar sayilan ¢okluklara isaret eder. Sunumla
temsil arasindaki iligkiyi belirlemek buytk bir sorun-
dur (durumun hali sorunu).

Gegisli bir kiime, ait olma ile icerilme, eleman ile
parca, € ile c arasinda miimkiin olan maksimum denge-
yi temsil eder. Gegislilik ustun turde bir ontolojik istik-
rar1 ifade eder: sunumla temsil arasinda mumkin olan
en gugla korelasyon.

Parcalar daima elemanlara gore fazladir (Cantor’'un
teoremi), bir kiimenin elemam olmayan kume parca-
lan mutlaka vardir. Gelgelelim, biitiin elemanlar parca
oldugunda, yani ele alinan kume gecisli oldugunda
ait olma ile icerilme arasinda maksimum bir esleme
olacakur.
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Gegisli kumenin bu igsel guclu cercevesi (¢coklukta
sunulan her seyi, ait olmabi¢iminde ikinci bir kez daha
temsil etmesi), bu denge, maksimal istikrar, beni ge¢isli
kumelerin “normal” oldugunu sdylemeye gotirdi. Bu-
rada “normal” hem patolojik olmayan, istikrarh, kuv-
vetli bir dengede olma anlamindadir; sunum ile temsil
arasindaki dengesizlige, fiili bi¢imi olaysal kesinti olan
bir dengesizlige maruz kalmadig anlamina gelir; hem
de bir norma, ontolojik ickinligin iki buytk kategorisi,
yani ait olma ile icerilme arasinda mimkun oldugu ka-
dar kapsaml bir eslemeye tabi oldugu anlamina gelir.

Gegisli cokluk kavrami, say1 disincesinin normal te-
melini tesis edecektir. Gegislilik aym anda hem say1y1
varhgin dengeli dokusunda bir kesme [découpe] hali-
ne getiren sey hem de bu kesme i¢in norm saglayan
seydir.
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8. Von Neumann Ordinalleri

Bosluk ve boslugun tekliginin cifti olan ve (0,(0)) sek-
linde yazilan, 7.12'de ele aldigimz D kumesini yakin-
dan inceleyelim.

Bu D kumesinin gegisli oldugunu gormustuk: 1ki
elemamn, 0 ve (0) aym1 zamanda D’nin parcasidir. Bura-
da ek bir yorum yapabiliriz: Bu iki elemamn kendileri de
gecisli kumelerdir.

- (0) elemaninin gegisli oldugu aciktir: (0) tekliginin
tek elemam O’dir ve 0 “evrensel” parcadir, her kumede
icerilir, 6zel olarak da (0) kumesinde igerilir. Dolay1-
styla (0) elemaninin tek elemam aym zamanda (0)'1n
parcasidir. Sonug olarak (0) gegcisli bir kiimedir.

- 0, yani bos kumenin gecisli olmasi, her turla 6zel-
lik karsisinda negatif “gecirgenligi”nin bir sonucudur.
Bu gecirgenlik herhangi bir kiimenin parcas1 olmasim
saglar (bkz. 7.9): Gegisli bir kiime, biitiin elemanlarin
aym zamanda parca oldugu kimedir. Oyleyse gecisli
olmayan bir kimede bir par¢ca olmayan en az bir ele-
man vardir. Halbuki 0'm hicbir elemam yoktur. Dola-
yisiyla gegisli olmamas1 mimkin degildir. Bunun so-
nucunda da gecisli oldugu ortaya ¢ikar.

D kiumemizle sadece gecisli bir kime degil, gecis-
li kiimelerden olusan gegisli bir kume insa ettik: Bu
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gecisli kiime, gecisli kimeleri “ktumeler”. Hem 0, (0)
hem de bunlarn (0,(0)) cifti gecislidir.

/
Cok temel bir tamm: Bir kiime D gibiyse, yani kendisi
ve butiin elemanlan gecisliyse (von Neumannin verdigi
anlamda?) bir ordinaldir.

Bu tamim, ordinal kavraminin ontolojiklestirilmesinin
teknik kismim tamamlar. Burada s6z konusu olan artik
iyi sirahilik, dogal tam sayilar dizisinin imgesi veya her-
hangi bir islemsel deger degildir. Kavramimiz tamamen
ickindir. Ordinalin belirli bir i¢ yapisal bicimini tayin
eder:iki ontolojik islemci, ait olma ve icerilmeyi, eile C’yi
cok ozel bir sekilde birbirine baglayan bi¢im.

Dolayisiyla bize 6rnek gorevi goren D kiimesi bir
ordinaldir. Bu ordinalin kimligi tzerindeki perdeyi
biraz aralayabiliriz: Iki sayisidir. Aynica bu 1ki, von
Neumann ordinallerinin var oldugunu ileri sirmemize
olanak verir.

Bu yeni ordinal kavramim kullanmadan 6nce, dustnce
icin taniminin statiisiinii ve ordinallerin neden biitiin
sayilarin mutlak ontolojik ufkunu tesis ettigini kabaca
inceleyelim.

1 John von Neumann iyi sirahhik kavramindan bagimsiz olarak ordinal-

lere dair bir tamm ilk kez 1923 yalinda Almanca yazilmig bir makalede
vermisti: “Sonluotesi Sayilara Giris”. Ingilizcesi i¢in bkz. J van Heije-
noort (ed.), From Frege to Godel, a.g.e., s. 346-354.

Gegisli kiimelerden hareketle ordinallerin tammlanmasi Raphael M.

Robinson’un 1937'de Ingilizce yayimladig bir makaleye dayamr: “Si1-
niflar Teorisi, von Neumann Sisteminde Bir Degisiklik”. Metnin oriji-
nali icin, bkz. The Journal of Symbolic Logic, no. 2, s. 29-36.
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85 Gegisli bir kiimenin, “normal” ¢oklugun ontolojik se-
masi oldugunu belirtmistim (7.16). Temsilin sunum
karsisindaki fazlahiginin duzeltilemez oldugu dikkate
ahmirsa, gegislilik ikisi arasinda maksimal dengeyi tem-
sil eder.

Sadece bir ordinalin kendisi degil, bitin elemanlan
da gecislidir. Bir ordinal kendisini karakterize eden nor-
malligi, normu oldugu ¢oklugun icerisine yayar. Nor-
malliklerin normalligidir, dengelerin bir dengesidir.

Bunun sonucunda ¢ok onemli bir ozellik ortaya ¢1-
kar: Bir ordinalin her elemam bir ordinaldir.

W bir ordinal® ve x bu ordinalin bir eleman olsun
(x € W). W bir ordinal oldugu i¢in tim elemanlan ge-
cislidir ve dolayisiyla x gecislidir. Aym nedenle (Wnin
ordinalligi nedeniyle) Wnin kendisi de gecislidir; do-
layisiyla Wnin eleman olan x, ayn1 zamanda W’nin bir
parcasidir (x € W). Buna gore x'in butun elemanlan,
Wrnin de elemanlandir. Wnin buttn elemanlan gegisli
oldugu icin aym sey x'in bitiin elemanlan icin de ge-
cerlidir. Boylelikle x kiimesi, bitin elemanlan gecisli
olan gecisli bir kimedir: Bir ordinaldir.

2 Yaygn literatirde Yunan harfleriyle yazilan ordinaller kitap boyunca
W ve w harfleriyle belirtilecek ve W, veya w,'te oldugu gibi yanina
sayisal indisler eklenecektir. Genel olarak W veya w bir ordinal degis-
keni (herhangi bir ordinali) belirtir. Ozel olarak “her W ordinali igin”
tarande ifadeler kullanacagz. Indisli gosterim, “N, Sayisinin maddesi
W, ordinali olsun” ifadesindeki gibi belirli bir ordinale isaret etmek
icin kullamlacak. Kiigiik harfler baska bir ordinale ait olan bir ordina-
li belirtmek i¢in ¢cogunlukla € isaretinin solunda yer alacak; 6rnegin
w,€ W (yani, w, ordinali W ordinalinin bir elemamndir).
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Gegiglilik bir istikrar ozelligi idiyse; buradaysa karsi-
miza bir homojenlik 6zelligi ¢ikar: Bir ordinalin igsel
coklugunu olusturan sey, ona ait olan elemanlar ordi-
nallerdir. Bir ordinal, bir ordinaller ¢coklugunun bir-o-
larak-sayilmasidir.

Ordinal ¢oklugun bu homojen ve istikrarh “doku-
su”, beni ordinallerin dogal coklugun ontolojik semala-
1 oldugunu soylemeye iten sey. “Dogal” diye adlandir-
digam tam olarak (tarihsel, istikrarsiz, heterojen olan
ve bu yuzden olaysal kesintiye maruz kalan ¢okluklara
z1t olarak) matematigin dustindugu haliyle temelinde
yatan ¢oklu varhgi, maksimum bir tutarhhk, eksiksiz
bir istikrar ve —bu ¢oklu varhig olusturan seyin kendi-
siyle aym tiirde olmas: anlaminda— mitkemmel bir ho-
mojenlik 6rnegi saglayan seydir.

Oyleyse bir ordinalin, dogal bir coklugun varlik en-
deksi oldugunu kati olarak one siirecegiz.

Ordinallerin saymnin biiytik ontolojik “temel”ini olus-
turdugu dogruysa, pekala sayimin dogal varhgin bir
figuru oldugu veya saymnin Doganin bir iiriinii oldugu
da soylenebilir. Yine de “Doga”min burada duyularla
algilanabilen hicbir seye, hicbir deneyime gonderme
yapmadig ikazi zorunlu: “Doga”, ontolojinin, saf ¢cok-
luga dair disincenin veya kiimeler teorisinin bir kate-
gorisidir.

Dogrudan ordinallerin “say1 oldugunu” sdylemeli mi-
yiz? Ordinaller araciligryla tam sayilar dizisinin sonsu-
za genislemesini elde ettigini dusinen Cantor’'un goru-
st tam da buydu. Fakat henuz hicbir say1 kavramu ileri
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surmemis bizler icin boyle bir kabul sadece kamtlan-
mas! gereken seyi dogru saymak olacaktir. Benim Say1
(hagmet belirtmeyen, ama bilinen veya bilinmeyen tim
say1 turlerini kapsayan bir kavrama isaret eden buyik
harfle Say1) diye adlandiracagim seyi tamimladiktan
sonra ordinallerin bir yandan bu tammda belirleyici
bir rol oynadigini, 6te yandan sayilar arasinda, varhigin
Dogamn zemini iizerine savurdugu sayisal kalabalikta
temsil edilebilir oldugunu gorecegiz. Oyleyse ordinaller
hem bizim Say1ya erisimimizin, Sayiya dair dusincemi-
zin arac1 olacak hem de kendisini her bakimdan asan
bir Sayilar bollugunda kaybolmus olsalar da kendileri
de Sayilar oldugu icin orada temsil edilebilir veya res-
medilebilir olacaklar.

Bos kume, O bir ordinaldir. Gegisli oldugunu daha
once gormustik (8.1). Bitun elemanlanimn da gegisli
oldugu aciktir: Hicbir elemam olmadigina gore gecis-
li olmayan bir elemam olmas1 nasil mumkiin olur ki?
Butiin sezgilere zit olarak, sifir veya bosluk, dogal bir
ontolojik olgudur. Biitiin dilleri ve dusunceleri varhiga
diken bosluk, aym zamanda sayinin dogaya demir att1-
g1 noktadur.

Von Neumann ordinallerinin ¢ok 6nemli iki 6zelligi
bulunur:

1) Temel ontolojik bagint, coklu-sunumun goster-
gesi olan ait olma bagintis uizerinden tam sirahdirlar.
Bu, W, ve W, gibi iki ordinal alindiginda, ya birincisi-
nin ikincisine ait oldugu (W, € W,) ya da ikincisinin
birincisine ait oldugu (W, € W)) ya da ikisinin 6zdes
olduklan (W, = W,) anlamina gelir.
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2) Bir minimallik ilkesine uyarlar: Herhangi bir P
ozelligi verildiginde, eger bir ordinal bu ozelligi tasi-
yorsa o halde aym 6zelligi tagiyan bir en kiiciik ordinal
vardir. Sira duzeni daima ait olmadir: P 6zelligine sahip
bir W ordinali varsa (P(W) onermesi dogruysa) o hal-
de aym ozelligi tasiyan ve bu 6zelligi tasiyan en kucuk
ordinal olan bir W, ordinali vardir (W, € W, ise W, bu
ozellige sahip degildir).

Bu iki 6zellik dogaldir. Birincisi dogal c¢okluklar
denen istikrarh ve homojen ¢okluklann evrensel bir-
birine dolamkhigim ifade eder (bkz. 8.6): Varliklarin-
da dusunuldugunde iki dogal ¢okluk, yani iki ordinal
bagimsiz olamaz. Ya biri 6tekinin sunumundadir ya
da tersi gecerlidir. Doga, farksizhga/kayitsizhga veya
baglantisizhga tahammuil etmez. Ikinci 6zellik doganin
“atomsal” karakterini veya bagka bir deyigle “kuantik”
karakterini ifade eder. Bir 6zellik herhangi bir dogal
cokluk icin gecerli oldugunda, bu o6zelligin minimal
kaidesi olan bir dogal ¢okluk mutlaka vardir.

Bu iki ozellik birlikte alindiginda, doganin global
statiisii ile yerel statiisiinii eklemler. Biiyiik harfle Doga
var olmasa da (zira bitiin ordinallerden olusan kiime
diye bir sey yoktur, bkz. 6.11), dogal ¢okluklar arasin-
da bir tur duzlem birligi, global karsihkh bagimhhk
birligi vardir: Semasi olduklan sunum daima “i¢ ice
gecmistir”. Bosluk haricinde, Eskiler'in atomlan gibi
doganin ayirt edilemez ve egsiz bilesenleri olmasa bile,
her 6zelligin doganin “bolgeleri” icin gecerli olan yerel
bir istisna noktas1 vardir: s6z konusu 6zelligin mini-
mal kaidesi.

Global ve yerel olanin bu eklemlenisi, her Fizige on-
tolojik cercevesini verir.
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Temel iki 6zelligin (tam siralihk ve minimalite) her
biri von Neumann ordinallerinin tamimina dayanarak
ispatlanabilir.

Bu ispatlar, kime teorisinin (¢coklugun ontolojisi-
nin) bir ana ilkesine dayamir: temellendirme aksiyo-
mu.? S6z konusu aksiyom her durumun (her saf ¢ok-
lugun) durumla “ortak hicbir noktas1” olmayan en az
bir terimi (bir elemam) oldugunu soyler; bu terimi
olusturan hicbir sey (yani bu elemanin hi¢bir eleman)
durumda sunulmamstir (bastaki ¢okluga ait degildir).

Kedime geri donelim (bkz. 7.6). Kedim canh varhiklar
kimesinin bir elemamdir ve kendisi de —canh organiz-
malar olduklan kabul edilirse- bu kiimenin elemanlan
olan hiicrelerden olugmustur. Fakat hiicreyi molekul-
lerine, sonra da atomlarina ayirdigimizda artik canh
varliklar kiimesine ait olmayan tamamen fiziksel ele-
manlarla karsilasinz. Canh varhiklar kiimesinde olan,
fakat sadece “at1l” fiziksel-kimyasal maddesellikle ilgili
oldugu icin hicbir elemam bu kiimede olmayan bir te-
rim (belki hucre) vardir. Kimeye ait olan, ama hicbir
elemam kumeye ait olmayan bu terim i¢in, kumeyi

3 Aym zamanda duzenlilik aksiyomu olarak da adlandinlan temellen-
dirme aksiyomu 1917'de Mirimanoff tarafindan 6ngérulmiusta ve von
Neumann tarafindan 1925 yilinda agikhiga kavusturuldu. Baslangicta
bilhassa Mirimanoffun “olaganiistii kimeler” diye adlandirdigy, ken-
disinin elemam olan kimeleri veya ... € a_,€a ..€a,ca € E ta-
riinde azalan bir sonsuz zincir iceren kiimeleri ortadan kaldirmak s6z
konusuydu. Daha sonra bu aksiyomun kumeler Evreninin hiyerarsik
bir sunumuna olanak verdigi fark edildi.

Bu aksiyoma dair tarihsel ve kavramsal bir yorum i¢in bkz. A. Fraen-

kel, Y. Bar-Hillel ve A. Levy, Foundations of Set Theory, North-Holland,
2. baski, 1973, s. 86-102.
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kurdugunu veya kimenin temel bir terimi oldugunu
soyleyecegiz. “Temel” burada, s6z konusu terimden
daha asag bir duzeyde, terimi olusturan sey kazildi-
ginda baslangictaki kumeden ¢iktigimiz, o kumenin
sunum kapasitesini asigimiz anlamina gelir.

Canhlan, kedileri, hucreleri ve atomlan yine bir ke-
nara birakalim. Boslugun tekliginin tekligini, yani tek
elemam boslugun tekligi olan kiimeyi distnelim: Bu,
((0)) olarak gosterilir. Bu kiimenin (0) elemaninin tek
elemam bogluk, yani 0’'dir. Fakat bosluk, tek elemam
(0) olan baslangictaki ((0)) kuimesinin elemam degil-
dir; zira bosluk, yani 0 ile boslugun tekligi, yani (0)
farkh kumelerdir. Dolayisiyla ((0)) ktimesinde (0) te-
mel bir yerel noktay: temsil eder: Kalkis noktasindaki
kumeyle hicbir ortak elemam yoktur. Cokluk olarak
sundugu sey, yani 0, icinde yer aldig1 sunumda ((0))
tarafindan sunulmaz.

Temellendirme aksiyomu bu durumun varhgmn bir
yasasi oldugunu soyler: Her ¢okluk temellendirilmis-
tir, her ¢okluk, coklugun sundugu seyden hicbir sey
sunmayan en az bir eleman kapsar.

Temellendirme aksiyomunun ¢ok 6nemli bir sonu-
cu vardir: Hicbir kiime kendisinin elemani olamaz, ya
da hicbir ¢okluk kendi sunumunda yer alamaz, ya da
hicbir ¢cokluk bir olarak sayilamaz. Bu anlamda varlik,
yansima [réflexion] nedir bilmez.

E, kendisinin elemam olan bir kiime olsun: E € E.
Bu kimenin tekligini, yani (E)'yi distnelim. Bu tekli-
gin tek elemam E'dir. Dolayisiyla (E)’yi E'nin temellen-
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dirmesi gerekir. Fakat bu imkansizdir, ¢cinku E, E'ye
aittir ve (E) ile daima ortak bir elemam vardir: kendi-
si. Temellendirme aksiyomu varhgn bir yasas: oldugu
icin baslangictaki hipotezi reddetmek gerekir: Kendisi-
nin elemam olan hi¢bir kume yoktur.

Ordinallerin 6nemli 6zelliklerine geri donelim. Temel-
lendirme aksiyomu kabul edildiginde bu o6zellikler is-
patlanabilirler. Burada minimallik ilkesini ispatlayaca-
gim. Ait olmaya gore tam siralilik ilkesi icin dipnota*
bagvurabilirsiniz.

W,, P ozelligine sahip bir ordinal olsun. W, mini-
malse her sey guzel. Oyle olmadigini varsayahm. Bu
durumda W den daha kugctik olan (ele alinan sira di-
zeni ait olma olduguna gore bu durumda W ’e ait olan)
ve bu 6zelligi tasiyan ordinaller vardir. Bu ordinaller-
den olusan E kamesini (P 6zelligine sahip ve W’e ait
olan her seyin “kuimesi”) dustinelim. E, temellendirme
aksiyomuna uyar. Dolayisiyla E kiimesinin ordinal olan
(cunku E bir ordinaller kumesidir), P 6zelligini tasiyan
(cinki E'nin butin elemanlan bu ézelligi tasir) ve E
ile hicbir ortak elemani olmayan bir W, elemamni vardur.

Fakat W, bir ordinal oldugu icin gecislidir. Dolay1-
styla ona ait olan W, aymi zamanda onun bir parcasidir
da: W, nin elemanlan aym zamanda W 'in de eleman-

4 € yani aidiyetin ordinalleri tam siraladigina (kesin siralama), baska
bir deyisle, W, ve W, iki farkh ordinalse ya W, € W, ya da W, e W,
olduguna dair ispatin iyi bir takdimi i¢in, bkz. J. R. Shoenfield, Mathe-
matical Logic, Addison-Wesley, 1967, s. 246-247.

Bu ispat L'Etre et 'Evénement'da islenmis ve yorumlanmistir, a.g.e.,

12. meditasyonun 3. paragraf, s. 153-158.
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landir. W 'nin bir elemam P o6zelligine sahipse W 'in
bir eleman olacag icin, W, E kiimesine ait olmalidir
(cunka E, W, kiumesinin P ozelligini tasiyan biitiin
elemanlannin kimesidir). Buysa mumkin degildir,
cinkia W,, E kimesini temellendirir ve dolayisiyla E
kumesiyle hicbir ortak elemam yoktur. Sonug olarak
W, 'nin hicbir elemam P 6zelligine sahip degildir ve W,
bu 6zellik i¢in minimaldir. CQFD.

Sayilarin kesmeyle uzerinden alinacag ontolojik ku-
mas boyle orulir. Homojen, birbirine dolanik, kokeni
boslukta olan, her 6zellik i¢in yerel olarak minimum-
lagtinlabilen bu kumas gayet tabii bir ufuk yapisina
sahiptir.
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0. Ardisiklik ve limit. Sonsuz

6. bolumde ordinal nosyonuna dair Dedekind ve Can-
tor'un (iyi sirahliktan hareket eden) yaklasimindan
bahsederken tim meselenin bir ordinalden sonra ta-
mamen belirlenmis bir baska ordinal gelmesi ve bu se-
rinin siirekli devam etmesi oldugunu gormustuk. Ayn-
can'den n+l’e (n'nin ardihna) “gecmekle”, “butin” do-
gal sayilardan bunlarin 6tesi olan, w sonsuz ordinaline
gecmenin hi¢ de aym sey olmadigim da gormustik.
lkinci durumda bir sicrama oldugu, bir “limit alma”nin
kesintisinin ortaya ¢ciktiga aciktir.

Von Neumann'in 6ne surdugu ve 8. bolumi ayir-
digimiz, ordinallerin ontolojiklestirilmis kavraminda,
basit ardisiklik ile sonsuza “sicrama” arasindaki bu di-
yalektigi yine bulabiliyor muyuz? Daha genel olarak,
sonsuz bir ¢coklugun varhgna dair cetrefilli soru bu
yeni cercevede nasil ortaya gikiyor?

Once ardisikhk kavramina bagh kalalim.

Burada dikkatli olmak gerekiyor. Ardisiklik, bir son-
rakine “gecis” imgesi, sayinin dolaysiz temsilinde o ka-
dar gucludir ki sikhikla saymnin 6zunun kurucu gesi
olduguna inaninz. J. A. Miller1 tam da say1 meselesini,
saymin ardisikliga dayanan uretiminde 1srar eden se-
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yin belirlenmesine indirgedigi icin elestirmistim (bkz.
3.17). Sayisal alanin seri gegis yasasinin, bize dayatilan
yasamn, ¢oklugun tekil bicimi olarak sayinin ontolojik
ickinligiyle ortusmedigini savunmustum.

Bundan dolay1, Von Neumann’in ordinalleri kavra-
yisinda ardisiklik fikri tekrar karsimiza cikiyorsa, bu-
nun da ontolojiklestirme islemine tabi tutulmas: gere-
kir. Amacimiz bir gecis ilkesi kesfetmekten ¢ok, ardil
olmayana zit olarak ardil olan seyin igsel bir niteligini
bulmak olacak. Bizim i¢in 6nemli olan ardisikhik degil,
ardilin varhg. Peanonun +1 seklindeki tekrarh mono-
tonlugu artik bizi ilgilendirmiyor: Dusunmek istedi-
gimiz, sadece ek adim kipinde kendisine ulasmamiza
olanak veren seyin kendinde varhgdir.

Von Neumann anlaminda bir W ordinalini (butun ele-
manlan gecisli olan gegisli kime) dugunelim.

Elemanlan su sekilde olan bir kime:

- Wnin butiin elemanlar;

- Wnin kendisi.

W coklugunu olusturan her seye ek bir eleman,
yani bizzat Wyi “ekliyoruz”. W kimesinin asla kendi-
sinin bir elemanm olmadigim bildigimize gore (bu, te-
mellendirme aksiyomunun bir sonucudur, bkz. 8.14)
burada gercekten de yeni bir elemamn katilmasi s6z
konusudur.

Burada +1'in iglemsel olmayan bir bi¢iminin orta-
ya cikugim gorebilirsiniz: S6z konusu olan harici bir
ekleme, digsal bir “art1” degil, bir tir ickin bir burul-
madir; bu burulma, Wnin icsel ¢oklugunu s6z konusu
coklugun bir-olarak-sayilmasiyla “tamamlar”; adi tam
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da W olan bir saymayla. Buradaki +1, kiime teorisinin
birlestirme yetki alanini, daha 6nce bu birlestirmenin
ilkesi olan seye, yani kiimenin birine, artik elemanla-
niyla birlikte dizilen, onlarla birlikte sayillan Wye genis-
letmekten olusur.

Bu prosedure bir 6rnek verelim.

Bosluk ve boslugun tekliginden olusan cift olan ve
(0,(0)) ile gosterilen D kumesinin bir ordinal oldugu-
nu gostermistik (kendisi ve butin elemanlan gecisli-
dir). +1’in islemsel olmayan belirlenimi su ii¢ elemanh
kumeyi olusturmaya denktir: D'nin iki elemam ve bun-
lara ek olarak D’nin kendisi. Bu ise (0,(0),(0,(0))) ile
gosterilecektir (D’yi “butun haliyle” t¢tinci konumda
gorebilirsiniz). Bu ucluyu T olarak adlandiralim. O hal-
de asagidakileri ispatlayacagiz:

- T gegiglidir. Birinci elemani, O evrensel parcadir,
dolaysiyla 0, T'nin bir parcasidir; ikinci elemam (0),
birinci elemanin, yani 0'm tekligidir. Dolayisiyla T'nin
bir pargasidir (bkz. 7.11). Ugiincii elemany, (0,(0)), ilk
iki elemanin “kumelenmesi”, ¢ift haline getirilmesin-
den ibarettir. Dolayisiyla o da bir parcadir. T'nin butin
elemanlan bir parca olduguna gore T gegislidir.

- T kimesinin butun elemanlan gegislidir. D kume-
sinin bir ordinal oldugunu gosterdigimizde 0 ve (0)
elemanlannin gegisli oldugunu ispatlamistik. Kendisi-
nin de, yani (0,(0))'m da gecisli oldugunu gostermek
zorunda kalmistik. Sonug olarak bunlar tam da T ku-
mesinin ti¢ elemamdir.

Boylelikle D kiimesinin elemanlarina D “eklenerek”
elde edilen T kumesi bir von Neumann ordinalidir: bu-
tun elemanlan gegisli olan gegisli bir kume.
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Biraz once kullandigimiz akil yurutme zahmetsizce
genellestirilebilir. W herhangi bir ordinalse gidisat, T
icin kullamlanla aymdir: W kimesinin elemanlarina,
Wnin kendisinin bir eleman olarak eklenmesiyle elde
edilen kiime bir ordinaldir.

Wden yeni bir ordinale, Wnin elemanlarina tek bir
ek eleman ekleyerek “geceriz” (bu da 6rnekte kullan-
digimiz T'nin kimligi tzerindeki perdeyi aralamamiza
izin verir: Tipki D’nin iki olmasi, yani Iki sayisinin var-
lig1 olmas gibi, T de bizzat Ug sayisidr).

Wden, elemanlann Wnin elemanlarina bunlarn bir-
lestirilmesinin bir-adinin eklenmesi olan yeni bir ordi-
nale, bir tur ickin +1 ile gegmemiz asagidaki tamima ge-
rekge saglar: Wnin elemanlarina W eklenerek elde edilen
ordinali, W ordinalinin ardil olarak adlandiracagiz ve
S(W) ile gosterecegiz.

Omegimizde T (i¢), D'nin (iki) ardihdr.

lkiden Uce veya Wden S(W)’ye “gecis” fikri ashna
bakarsaniz saf bir metafordur. Gergekte ilk basta cok-
lu-varhgn figirleri, D ve T vardir ve tammim yaptig-
miz gey, tim anlami bizim i¢in bu varhklann anlagilabi-
lir gegisini kolaylagtirmak olan bir bagintidir. Sonluluk,
varhgin baglantusizhgim baglantilandirmay gerektirir.
Boylelikle T=S(D) ardisikhginda, dayanag gercekte i¢-
kin olan bir baginti dustinuriz: T, D’nin ardih olma
seklinde, ontolojik bilesiminde dogrulanabilir olan ya-
pisal bir ozellige sahiptir ve T'yi D’ye disaridan bagla-
yan S bagintisiyla insa edilmis veya tammlanmis olarak
temsil etmemiz zorunlu bir illizyondan ibarettir.
Daha titiz bir felsefi yaklasim, kendinde ordinalleri
incelemeye ve ardil olma o6zelligini tasiy1p tasimadikla-
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nm sormaya dayamr. Ornegin D, T’nin bir elemam (ve
ayrica ileride gorecegimiz gibi, ickin olarak ayirt edile-
bilir bir elemamdir; T'de “maksimal” elemandir) oldu-
gu icin dogrudan fark edilebilir bir sekilde, T'nin D'nin
ardindan gelme o6zelligi vardir.

Ardindan gelme ozelligine sahip bir ordinali, ardil
ordinal olarak adlandiracagz.

Boylelikle, T bir ardil ordinaldir.

“Wnin ardindan gelme” 6zelliginin, ardistkhgin igsel
kavraminda gizil olarak bulundugu ve dolayisiyla on-
tolojik baglantisizhga yerlesmekte basarsiz oldugu-
muz soylenerek itiraz edilebilir. Bu itiraz1 bastiracagz.

Tamamen ickin olan su ozellige sahip bir W ordinali
dugiinin: Wnin elemanlan arasinda, Wnin biitiin diger
elemanlanmin elemam oldugu w, adh bir eleman ol-
sun: w,, Wnin w 'den farkh bir elemaniysa bu durum-
daw,ew, olacaktir. W zorunlu olarak bir ardil ordinal-
dir (ashnda w 'in ardindan gelir).

Boyle bir durum varsa, nedeni Wnin elemanlarimin
asagdaki gibi olmasidir:

- bir yanda w, elemanu;

- ote yanda, w, gibi w,'in elemani olan elemanlar.

Fakat gercekte w.'in biitiin elemanlann Wnin de ele-
manlandir. Zira ait olmanin, yani €nin ordinaller uze-
rinde bir tam sirahhk oldugunu biliyoruz (bkz. 8.10).
Bir ordinalin butiin elemanlan da ordinaldir (bkz. 8.5).
Ozelde Wnin bitin elemanlan ordinaldir, dolayisiyla
w, bir ordinaldir ve bundan da w ’in butin elemanlan-
mn ordinal oldugu sonucu ¢ikar. Bu elemanlar w, ve W
ordinallerine ait olma denen tam siralihk bagintisiyla
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baglanir: we w, ise, w, € W oldugu icin w € W olur (s1-
ralihk bagintisimin gegisliligi).

Boylelikle W, w 'in butiin elemanlan ve ek olarak
w,'in kendisinden olusur: W tamm geregi w'in ardi-
hdar.

Bir ordinalin, 6rnegimizde W icin w ’in tuttugu yere
benzer bir yer tutan elemanini, o ordinalin maksimal
elemam olarak adlandirahm: Ordinalin diger butun
elemanlan, maksimal elemana aittir. Her ordinalin
bir maksimal elemam oldugunu soylemiyoruz. Fakat
yukandaki akil yuriutme su tanmimi yapmamiza olanak
veriyor: Bir ordinalin maksimal elemani varsa o ordinal
ardildir.

Boylece elimizde ardil ordinale dair tamamen igsel
bir tamim oluyor. Sadece ordinalin ¢oklu yapisinin,
merkezindeki eleman aidiyetlerinin dokusunun ince-
lenmesiyle tespit edilebilir olan “i¢sel” bir maksimu-
mun tekil varolugu, ardillik niteligini kurala baglama-
miza olanak verir.

Elimizde “neyin ardil” olduguna dair bagintisal veya
seri yapisinda olan bir kavram degil, ickin bir kavram
oldugu icin su soruyu yoneltebiliriz: Ardil olmayan or-
dinaller var mdir?

Bos kume, 0, ardil olmayan bir ordinaldir. Hicbir se-
yin ardindan gelemeyecegi aciktir, zira hicbir elemam
yoktur ve ardil olmak i¢in en azindan bir elemana, yani
ardindan gelecegi ordinale ihtiyaci vardir.

Ya da ickin nitelemeye daha yakin durmak i¢in soyle
diyebiliriz: Ardil olmak i¢in 0''n maksimal bir elemam
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olmas: gerekir. Hicbir elemam olmadigina gore ardil
olamaz.

Boslugun ontolojik ¢apa fonksiyonu tekrar kargimi-
za gikiyor: Sadece varliginda karar verilen bosluk ¢i-
karsanamazdir ve o6zel olarak ardil degildir: Boslugun
kendisi boslugun kiyisindadir, koken noktasi oldugu
varhktan sonug olarak ¢ikamaz.

Ornek olarak verdigimiz ve bosluk olmayan bitin
ordinaller ardildir. Boylelikle 1 sayis1 olan (0), 0'in
ardihdir. Varh@ bosluk ve 1'i birlestiren (0,(0)) sek-
lindeki 2, I'in ardihdir. Bosluk, 1 ve 2’yi birlestiren ve
(0,(0),(0,))) seklinde yazilan T (yani 3), 2'nin ardihdr.
Istersek devam edebilir, 4 ve 5°i ve hepsi ardil ordinaller
olan istedigimiz dogal tam say1y1 elde edebiliriz.

Bu, dogal tam say: dustiincesine ulastigimiz anlamina
m gelir? Henitiz degil. Her birini ¢oklu-varhginda du-
sundugumiizde 1, sonra 2, sonra 3'an, vs. dogal tam
sayilar oldugunu soyleyebiliriz. Fakat bunlarin konus-
landig yeri belirleyemedigimiz i¢in bu adim adim tayi-
nin otesine gecip tam say1ya dair genel bir kavram ileri
sirmemiz imkansizdir. Dedekind’in gérmus oldugu
gibi boyle bir kavram sonsuza sapmay gerektirir, zira
sonlunun icinde sebat ettigi yer sonsuzdur. Soyleyebi-
lecegimiz tek sey, tam sayilarin ardil ordinaller oldu-
gudur. Fakat bu, onlan nitelendirmek icin kesinlikle
yeterli degildir: Tam say1 olmayan bagka ardillar, hatta
sonlu kuime bile olmayan ardillar pekala olabilir.

Soru suna dénugiyor: Bosluk disinda ardil olmayan or-
dinaller var midir?
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0’dan farkh ardil olmayan ordinalleri (heniiz bunlar
var m1 yok mu bilmiyor oldugumuz halde) limit ordi-
naller olarak adlandirahm. Soruyu tekrarlayahm: Limit
ordinaller var midir?

Henuz bu soru hakkinda karar verecek durumda
degiliz. Fakat sayet varsa, ardil ordinallerden yapisal
bakimdan ¢ok farkh olduklarim ispatlayabiliriz.

W ordinali ileardih S(W) arasina hicbir ordinal gelemez.
Bununla demek istedigimiz, ordinaller arasindaki sira
bagintisi ait olma bagintisi oldugu icin We W, € S(W)
gibi bir diziyi saglayacak hicbir W, ordinali olmadigidur.

Wnin, S(W)de maksimal eleman oldugunu bili-
yoruz (bkz. 9.7). Sonug olarak S(W)'nin Wden fark-
h bitin elemanlann Wye aittir. Gelgelelim farazi W,
S(W)ye aittir. Bu durumda asagidakilerden biri dogru
olmahdir:

- Ya W, W ile 6zdestir. Fakat bu imkansizdr, zira
We W, oldugunu varsaydigimiz i¢in bu W e W ile so-
nuglanacaktir. Fakat hicbir kiimenin kendi elemam
olamayacagini biliyoruz (bkz. 8.14).

- Ya da W,, Wnin bir elemamdir, ama bu durumda
da We W, olamaz ciinka W e W.

Ordinal ardisikh@ginin, ilk hal ile son hal arasinda bir
bosluk agmak anlaminda, “bir adim daha”nin semasi
oldugunu goruyoruz. W ordinali ile S(W) ardih ara-
sinda hicbir sey yoktur. Yani dogal hicbir sey, hicbir
ordinal yoktur. Bir ardil ordinalin, kendisinin hemen
“arkasinda” hicbir seyin yerlesemeyecegi bir gedigin si1-
nirlarim belirledigini de soyleyebiliriz. Bu anlamda bir
seyin ardindan gelmekten cok, bir ardil ordinal baslar:
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Kendisinden 6nce gelenle hicbir bag, hicbir surekliligi
yoktur. Ardil ordinal, varhkta bir baslangica dair du-
sunceye olanak verir.

Sayet varsa, bir limit ordinal icin her sey ¢ok farkhdur.
Boyle bir ordinalin taniminin butuniyle negatif oldu-
guna iyi dikkat etmek gerekiyor: $u an i¢in hakkinda
bildigimiz tek sey, ardil olmadigidir. Ayrica sunu da
soyleyecegiz: Maksimal elemam yoktur. Fakat bu ek-
sikligin sonuglan ¢ok onemlidir.

L farazi bir limit ordinal ve w, bu ordinalin bir ele-
man olsun. w, maksimal olmadi i¢in L'de mutlaka
ondan daha bityiik bir w, elemam vardir: Oyleyse bir
zincir elde ederiz: w, € w, € L. Fakat w, de maksimal
olmadig icin w, € w, € w, € L olacak sekilde bir w, ola-
caktir. Bu boyle devam eder.

Boylelikle, bir ordinal bir limit ordinale ait oldugun-
da, ait olma bagintisinda bir tgiincusu araya girer ve
maksimal hi¢bir eleman olmadig i¢in bu prosedirin
durma noktasi olmamas: dolayisiyla, bir L limit ordi-
nalinin herhangi bir w elemani ile L'nin kendisi arasin-
da daima, sezgisel anlamda, “sonsuz” ara ordinalin var
oldugunu sodyleyebiliriz. Dolayisiyla limit ordinal tam
anlamiyla bir seyin ardindan gelmez. Hicbir ordinal
ona ait olan sonuncu ordinal, ona en “yakin” ordinal
degildir. Bir limit ordinal, kendisine ait olan ordinal-
lerin hepsine her zaman esit “uzakhkta”dir. L'nin w
elemaniyla L arasinda, aracilarin dolustugu sonsuz bir
mesafe bulunur.

Sonug olarak, bir ardil ordinalde gerceklesene zit
olarak, bir limit ordinal kendi gerisinde hi¢bir gedik
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oymaz. Bir w elemamm istediginiz kadar L'nin “yaki-
ninda” hayal edin, w ile L arasindaki mesafede sonsuz
coklukta ordinal vardir. Oyleyse, limit ordinal L, ken-
disinden once gelenle bir yapisma iligkisi icindedir; bir
ordinaller sonsuzlugu, orada oldugu varsayilan her de-
ligi doldurarak limit ordinalin tabanina “yapisir”.

Ardil ordinal radikal baslangicin ontolojik ve dogal
semaslysa, limit ordinal, gediksiz dontisamun, sonsuz
surekliligin duyulur olmayan sonucunun semasidir. Bu
da, her eylemin, her iradenin ya ardilin ya da limitin
sancagimn golgesinde oldugunu soylemeye denktir.
Doga burada devrim (tabula rasa, gedik) ve reformla
(karsihkhh mutabakata dayah ve acisiz, duyulur olma-
yan kademeli gegcisler) ilgili o kadim meseleyi karsim-
za getirir.

(Bizim i¢in dogal ¢oklu varh@in yuklemleri olan) ardil-
lar ile limitler arasindaki farka isaret etmenin baska bir
yolu sudur.

Bir E kiimesinin elemanlanimn elemanlan tarafindan
olusturulan kimeyi E kiimesinin birlesim kiimesi ola-
rak adlandiralim. Burada ¢oklugun ontolojisinin ¢ok
onemli bir islemcisi soz konusudur: sacihim islemcisi.
E’nin birlesim kimesi, Enin elemanlarinin “i¢ini bo-
saltir” ve bu bosaltmanin urettigi her seyi, E'nin bir-o-
larak-sayilmasim temin ettigi elemanlarda kapsanan
butiun elemanlan bir araya toplar.

Ornek verelim. Bosluk, boslugun tekligi ve bosluk
ve tekliginden olusan ciftin olugturdugu T kumesi veya
ti¢ ornegini ele alahm. Bu kume (0,(0),(0,(0))) seklin-
de yazilir. T'nin birlesim ktimesi nedir?
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T'nin birinci elemani, hi¢bir elemana sahip olmayan
0dir. Dolayisiyla birlesim kiimesine hicbir eleman ver-
meyecektir. lkinci eleman (0)’dir ve tek elemam 0’dur.
Bu son eleman birlesim kiimesinde yer alacaktir. Son
olarak, iictincii eleman (0,(0))’dir ve iki elemam 0 (ki
daha énce elde etmistik) ve (0)’dir. T birlesim kiime-
si, T'nin elemanlarinin elemanlarinin kiimesi olan 0
ve (0)dan olugur: Bu, (0,(0)) ¢iftidir, yani D kimemiz
veya iki sayisi. Ugiin sagilimi ikinin ta kendisidir. Bu
arada T'nin birlesim kiimesinin, T'nin kendisinden
“daha kugcik” oldugunu belirtelim (9.18'de bu hususu
aydinlatacagz).

Birlesim bakimindan ordinallerin konumu tamamen
ozeldir. Bir W ordinali gecisli oldugu i¢in butin eleman-
lan aym zamanda parcadir. Bunun sonucunda W’nin,
aym zamanda W’nin parcalan da olan elemanlarninin ele-
manlann W’nin de elemanlandir. Bir ordinalin birlesim
kumesinde sadece so6z konusu ordinalin elemanlarim
bulabilirsiniz. Bu da, bir ordinalin birlesim kiimesinin,
ordinalin bir par¢as: oldugu anlamina gelir. “E'nin bir-
lesim” kiimesini U E olarak gosterirsek her ordinal i¢in
UW c W elde edilecektir.

Bu ozellik karakteristik olarak dogaldir: Bir ordina-
lin 6yle bir i¢ homojenligi vardir ki, sactigimzda, onu
olusturanlann i¢ini bosalttigimizda sadece kendisinin
bir parcasim uretir. Dogal bir ¢okluga uygulandiginda
sacilim bu ¢oklugun sadece bir “kism1”m verir. Sagihm
bakimindan, istikrarh ve homojen olan doga asla kendi
bilesenlerinin digina “cikmaz”. Ya da: Dogada dogal ol-
mayan bir zemin yoktur.
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Bir ordinalin birlesim kumesinin bu ordinalin bir par-
cas1 olmasi veya elemanlanmn elemanlannin elemanlar
olmasi su soruya goturur: Bunlar tamami midw? Ni-
hayetinde “kismi” bir parca (veya 6z parca, bkz. 4.12)
bile degil, sadece baslangctaki ordinali mi buluruz? Bir
ordinalin i¢ dokusu tamamen birbirine dolanik oldu-
gu icin biitiin elemanlann bir elemanin elemam olarak
bulunuyor olmasi mumkiindir. Bu durumda U W =W
olacaktir. Sacihm sadece dogal malzemeleri geri ver-
mekle kalmaz, ilk butinligu de geri getirir. Dogal bir
kimenin sagihm, totolojik bir islem olacaktir. Tama-
men nafile bir sey oldugu da soylenebilir: Dogamn, ken-
disinin sacilmasina izin vennedigi sonucuna varabiliriz.

Bu cazip tez, sayet varsa, limit ordinaller durumunda
dogrulanir.

Herhangi bir L limit ordinalin w, elemanim alalim.
Daha 6nce w, ile L arasina, (w, ne olursa olsun) daima
w, € w, € L olacak sekilde, illa bir w, elemammn gele-
cegini gostermistik (bkz. 9.14). Fakat L'yi sagtigimizda
w, elemani, w,'nin elemam olarak birlesim kiimesinde
yer alacaktir. Sonug olarak L'nin biitiin elemanlan U L
icinde yer alir. Tersine, U L'nin butin elemanlannn
L'nin bir elemam oldugunu gérmus oldugumuz (bkz.
9.15) i¢in (cinku U L = L), L ile U L'nin elemanlarinin
tamamen aym oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz. Bu da,
L'nin U L ile 6zdes oldugu anlamina gelir.

Oyleyse limit ordinal, sagihmin karsisina kendisiyle
sonsuz kaynasmasim koyar. Elemanlannin “kesilip par-
calara aynilmas:”, kendisini degistirmemesi bakimindan
ornek niteliginde dogaldir. Kendisinin sagihmdir.
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9.19 Bir ardil ordinal ise, sacihmiyla 6zdeslesmeye direnir.

9.20

Birlesiminin kumesinden fazla olarak kalr.

Bir W ardil ordinalini distinelim. Tamm geregi bu
ordinal bir w, maksimum elemanina sahiptir. Gelgelelim
bu elemanin, Wnin birlesim kimesinde yer almas: im-
kansizdir. Birlesim kiimesinde bulunuyor olsaydi Wnin
w, gibi bir bagka elemanimin elemam olmas: gerekirdi,
bu durumda w, € w,olurdu ve w, maksimum olmazds.
Maksimum eleman w, zorunlu olarak W ile U W arasin-
daki farki olusturur. Bir ardil ordinalin, ¢oklu-varhg-
nin basit sagilimla eski haline getirilmesini engelleyen
en az bir elemam vardir. Bir limitin tersine, bir ardil,
sacihmla “buzusur”, degisir.

Bana gore bu z1thgin devasa bir felsefi 6nemi var. Yaygin
dustince, “limitte” vuku bulan seyin bir ardisiklikta veya
basit bir “bir adim daha”da s6z konusu olan seye gore
daha karmasik, anlasilmaz oldugudur. Felsefi spekiilas-
yon uzun zaman boyunca limitin kutsallaghrimasindan
beslenmistir. Baska bir yerde® felsefenin siire “dikilisi”
diye adlandirdigim olgu, biiytuk oranda bu kutsallagtir-
maya dayanir. Heideggerci Acilmis olan [Ouvert] temasi,
bir kapamsin azli temasi, limitin, saymadan, teknikten,
kesiflerin ardisikhgindan, Akhn seri yapisindan kopma
olarak kabuliiniin modern bicimidir. Limitin bir auras:
ve ardisikligin bir varhk-olmayis1 [désétre] vardir. “Bas-

”» o«

ka bir ¢agdan gelen kalp”, “zamamn durdugu o sonsuz

5 A.Badiou, Manifeste pour la philosophie, Paris, Seuil, 1989. Nietzsche
ve Heidegger'den baslayarak felsefenin siire dikilisinin kosullan ve so-
nugclan “Sairler Cagr” bashkh 7. boliumde kisaca anlatilmaktadr.
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cayirlara dogru™® hareketin pesindedir (ve goruntuise
gore bu ufuk etkisi sadece siirle yakalanir).

(Cagdas bir Platonculuga dayanan) ¢oklugun onto-
lojisinin bize ogrettigiyse tam tersine guclugin ve ay-
nca direncin ardisikhkta oldugudur. Dustnce icin her
gercek sinamanin kokeni, ne kendinden 6nce gelenin
sonsuz ikmaliyle lehimlenmis ne de sagihmina 6zdes
olan ek bir adimin, baglatilamayan bir baslangicin yeri
tespit edilebilir zorunlulugundadir. Ek adim sinamasi-
m ogrenmek ve bu sinamaya gogiis germek; zamanin
hakiki zorunlulugu iste budur. Limit, kendisini olustu-
ran seyin bir yinelenmesidir, “derinligi” aldaticidir, zira
limit ordinal veya “limitteki” her turla ¢cokluk boyle bir
“derinligin” ¢cagnsima ve kof guctunu hicbir delik icer-
memesinden alir. Ardilin gedigi daha zorludur ve ger-

6 Osip Mandelstam:

Alun bir gunes gibi yiikseliyor ayin kadehi
Yalnizca Yunancanin yankilanabilecegi
Havada asih gorkemli bir an icin

Evren avucunda bir elma gibi

Ayinin heybetli zirvesi

Kubbenin altinda temmuz 15181

Zamanin durdugu o sonsuz ¢ayirlara dogru
Gogsunde zamanin disindan uzun bir i¢ ¢ekis

Asai rabbani ayini sonsuz bir 6gle vakti siirayor

Herkes nese i¢inde sarkilar soyluyor, kutsal ekmegi ahyor
Gozlerimiz 6ninde kadeh

Ruhlarimiza mutluluk yayiyor.

Mevcudiyetin am her turli 1srarin, ardigikhgin 6tesindedir. “Sonsuz
ogle” zamanin zamansalhik-6tesi limitidir. Buras: siirle kutsalin ortak
yeridir.

Mandelgtam’in siirlerinin hep bu yere yerlesmedigini belirtmek gere-
kir. Zira en guglii siirleri, ¢cag1 ve o cagin neyin ardih oldugunu dusin-
meye ¢abalar.
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cekten derindir. Limitte, onu onceleyen seydekinden
daha fazla dusunulecek bir sey yoktur. Fakat ardilda,
bir asma vardir. Dustincenin korkusuzlugu, tamamen
limitin limitledigi durumda tutulan seyi “limitine ka-
dar” tekrarlamak degildir. Dustincenin korkusuzlugu,
hicbir seyin verili olmadig: bir boslugu ge¢cmektir. Bir
seyin ardindan nasil gelinecegini bir kez daha 6gren-
memiz gerekir.

Temelinde, limitte gii¢ olan sey, disinceye sundugu
sey degil, varolusudur. Ardisiklikta zor olan seyse va-
rolusu degil (cuinka bosluk temin edilir edilmez ka-
c¢milmaz gekilde ardi sira gelir), bu varolusla birlikte
dustncede baslayan seydir.

Aynca limit ordinalle ilgili olarak mesele daima,
daha 1srarh bir sekilde donup dolasip suna gelir: Bir li-
mit ordinal var midir? Boglugun varolusu kosuluyla 1,
2,3,..., biittn ardillar vardir. Fakat ya bir limit ordinal?

Okur anlamis olmali: Sonsuz hakkindaki kararin ki-
yisindayiz su an. Bir limit ordinalin varhgim kamitlamak
icin hicbir umut yok. Buytik modern beyam duyurma-
miz gerekiyor: Sonsuz vardir, ustelik her yerde banal
bir sekilde vardir; ne vahyedilmis (dinler) ne ispatlan-
mugstir (ortacag metafizigi), fakat sadece say1 biciminde
varhgin buyruguyla karar verilmistir. Butin hazirhg-
miz sadece sonsuzun say1 bi¢ciminde dugiunilmesinin ne
anlama geldigini, gelebilecegini belirtmekten ibaretti.
En azindan sayimin dogal ontolojik utkuyla, yani ordi-
nallerle ilgili olarak ne anlama geldigini biliyoruz. Bos
olmadig halde ardil olmayan sey sonsuzdur. Sunu du-
yurmamn vakti geldi:

Sonsuzluk aksiyomu. Bir limit ordinal vardar.
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10.4

10. Yineleme veya timevarim

Baslamadan o6nce biraz mola verelim: Matematiksel
ontoloji hakkinda bilgili bir felsefenin bakis acisindan
ordinallerin varhk olarak varhga dair dustinceye ne
sundugunu 6zetleyelim.

Coklu varhiklarninin igsel istikran (ait olma ile icerilme,
cokluk tarafindan eleman sifatiyla ilk “sunum” ile par-
ca sifatiyla icerilme tarafindan temsil/yeniden sunum
arasinda maksimal 6zdeslik) ve bunlarn igsel bilesimi-
nin tam homojenligi (bir ordinalin bitin elemanlan-
nin da ordinal olmasi) sayesinde ordinaller dogal ¢ok-
lugun ontolojik semasidur.

Ordinaller bir kiime olusturmaz. Hicbir coklu-bi¢cim
onlan butunlestiremez. Dogal saf ¢okluklar var olsa
da Doga yoktur. Ya da Lacan gibi sdyleyecek olursak:
Thipka varhik olarak varhk gibi, Doga bitiin-olmayandir,
ciinkii bitiun kumelerin kumesi diye bir sey yoktur.

Ordinallerin bizatihi varhga ¢apa atmas iki katman-
hdar.

Ordinaller zincirine varhgm temin eden mutlak
ilk nokta, Higligin sekiilerlestirilmis bicimi veya sa-
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y1-bicimi olarak aksiyomla karar verilmis bos ktume,
O’'dir. Bu bigim, varhk olarak varhgin durum-adidir,
her durum-i¢indeki-varhigin ve her dilin gizil varhgina
dikilmesidir. Bos kume bir ordinal, dolayisiyla dogal
bir ¢okluk oldugu icin sunu ileri sirebiliriz: Her duru-
mun varlik noktasi dogaldir. Bu 6nerme materyalizmi
temellendirir.

Ordinallerin varhgm Yunan sayisimn (sonlu dogal
tam sayilar; Yunan sayilan icin bkz. 1. bolum) otesin-
de “yeniden baglatan” limit-noktasi, sonsuz coklugun
sekulerlestirilmis bi¢imi, dolayisiyla Bir'in dayatmasin-
dan tamamen eksiltilmis olarak aksiyomatikle karar-
lastinilmis birinci sonsuz kiime, w'dir.

Bu bakis agisindan ordinaller, dogal ¢okluga dair
modern (modern dustincenin temel iki kararina uygun)
ol¢cimun 6lcegini temsil eder. Bu modern kararlar, hig-
ligin dogal ve sayilabilir bir varhk bicimi ve sonsuzun
bir Tannnin Bir'inde hapsolmus olmak soyle dursun,
dogada her yerde ve her durum-icindeki-varhkta bu-
lundugunu soyler.

Ordinallerde bizim tuttugumuz yol (veya temsilimi-
zin limitleri) bunlan butinlestirilemez bir dizi olarak
duzenler. Bu dizi 0’dan “hareket eder”. Varhk bicimi
boslugu terkip eden ((0),(0,(0)),(0,(0),(0),(0, (0))),
vs. biciminde) sayilar olan dogal tam sayilarla
(1,2,...,n,n+1,..., vs) devam eder. Dogal tam sayilar
dizisinin otesinde ilk sonsuz ordinal olan w’nin kay-
dedilmesine olanak veren “bir limit ordinal vardir”
aksiyomunun temin ettigi sonsuz bir (yeniden) bas-
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langicla surer. Bu baglangi¢ yeni bir ardillar serisine
olanak verir: w, w + 1, ... ,@ + n, ..., vs. Bu seri kendi-
sinin otesinde ikinci bir limit ordinalle kapatuhr: w + c:
bu da yeni bir ardillar serisi baslaur, vs. Dolayisiyla
kavranabilir hicbir durma noktasi1 olmadan konusla-
nan ve sonluda oldugu gibi sonsuz boyunca da (®’nin
otesinde) seyreden bir ordinaller dizisi temsilimiz var.

Bu dizinin sira dizeni ilkesi, bizzat ait olmadir: W, ve
W, gibi iki ordinal verildiginde, ya W, € W, ya W, e W,
ya da W, = W, olur. Dusiincede bizatihi ¢oklu-varh-
g1 duzenledigi icin tek ontolojik baginti olan ait olma
ayni zamanda ordinaller serisini tamamen siraya sokan
seydir. Boylelikle, W bir ordinalse ve S(W) onun ardi-
liysa, W € S(W) olur. n dogal bir tam say1ysa (sonlu bir
ordinal) ve n’ “daha buyuk” bir tam say1ysa, n € n’olur.
Herhangi bir dogal tam say1 n i¢in, n € w (ilk sonsuz
ordinal) olur, vs.

Uc tur ordinal vardir (bosluk ve sonsuzu zorunlu kilan
modern kararlara gore):

- Bos kiime, 0, ilk varlik noktasidir.

- Ardil ordinaller, 6nceline bir eleman, yani bizzat
o onceli eklerler. Wnin ardilim S(W) ile gosteririz.
W, S(W)de maksimal elemandir ve maksimal bir ele-
mamn varh@ ardillan tamamen ickin (seri yapisinda
degil) bir sekilde tammlamamz saglar. Ardil ordinal-
ler “bir adim daha atma”nin anlamina dair bize sayisal
semayi sunar. Bu adim daima elimizde olan her seye,
bu her seyin biricik isaretini eklemekten olusur. “Bir
adim daha” atmak, verilen ¢oklugun tamamim bir yap-
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maya ve o biri cokluga eklemeye denktir. Yeni durum
“maksimallestirilmistir”: Butun digerlerine hukmeden
bir terim igerir.

- Limit ordinaller hicbir i¢sel maksimal elemana sa-
hip degildir. Hicbir durma noktasi olmayan bir diziye
ozgu oteyi isaretlerler. Hicbir belirli ordinalin ardin-
dan gelmezler, fakat limitini olusturduklan dizinin
biitiin ordinallerinin ardindan geldikleri soylenebilir.
Bu dizinin hicbir ordinali limit ordinale bir digerinden
“daha yakin” degildir. Zira dizinin her ordinaliyle li-
mit ordinal arasina ucuncu bir ordinal ve nihayetinde
(durma noktas1 olmayan seriye dair sezgisel anlamda)
“sonsuz” sayida ordinal gelir. Limit ordinal kendisin-
den o6nce gelen her seye yapisir. Bu 6zellikle sacihmiy-
la 6zdesliginde (L = U L) kendini belli eder. Nedeni,
limitin diziyi biitiinlestirmesi, ama dizide hicbir belirli
ordinali ayirt etmemesidir.

Bir limit ordinalin yapisal bakimdan (hem icsel bir
maksimum hem de sacihm acisindan) bir ardil ordinal-
den farkh olmasi gibi, “limit alma” da “bir adim daha
atmak”tan tamamen farklh bir disiince islemidir.
Ardisikhik genel olarak, limit almanin global isle-
minden daha zor olan yerel bir islemdir. Ardisikhik,
limite kiyasla daha fazla dustunulecek sey sunar. Tam
tersinin s6z konusu oldugu yénundeki ¢ok yaygin
his, “tamamen modem” olmadigimiz i¢in hala sonsu-
zu ve limiti kutsallastirmaya meyilli olmamizdan kay-
naklanir. Yani bunlan hala Bir biciminde distniruz.
Bir ve kutsaldan eksiltilmis, sekiilerlestirilmis bir du-
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sunce en zorlu meselelerin yerel meseleler oldugunu
fark eder: “Nasil ardindan gelmeli?”, “Nasil bir adim
daha atmal?”.

1010 Ordinaller uzam sonsuz ve sonluyu tamimlamamza

10.11

1012

olanak verir. Bir ordinal, ait olmanin duzenledigi sira
duzeni zincirinde w’den once geliyorsa sonludur. Eger
w'den sonra geliyorsa (o dahil) sonsuzdur.

Dedekind’in sezgisine uygun olarak, ancak sonsuz
bir ordinalin varhgmin sonluyu tamimlamaya olanak
verdigi burada tespit edilebilir. Modern distunce birinci
ve banal durumun sonsuz oldugunu ileri surer. Sonlu
ikinci durumdur ve ¢ok 6zel, tekil, son derece ender-
dir. “Sonluluk” takintis1 kutsalin tiranhgmn kahntisi-
dir. “Tannmn 6limu” bizi sonluluga degil, durumlarin
her yerde mevcut sonsuzluguna ve bununla baglantih
olarak dustinulebilirin sonsuzluguna goéturir.

Ordinallerin, dogal 6nermesinde varhk olarak varhk
uzerine dusinceye sundugu seye dair nihai sentetik
ozet burada tamamlamyor. $imdi varhgn bu hediye-
sini rasyonel bir sekilde katetme ve ona hakim olma
kapasitemize yonelmemiz gerekiyor. Yollardan biri,
bu hudutsuz dokuda Sayinin kesmesine dogru yol al-
maktir.

Dogal cokluklarin tam anlamiyla hadsiz hudutsuz oto-
ritesinin, yinelemeyle akil yiiraitme denen, ayrica tam
timevanm diye de adlandinlan ve sonlu ordinaller soz
konusu oldugunda “sonluotesi timevanm” denilen bu
diyagonal ilerleyise veya yargiya olanak vermesi 6znel
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sonlulugumuz igin bir nimettir. Sonsuz (hatta ordinal-
ler ele alindiginda sonsuzca sonsuz) bir alan s6z ko-
nusu oldugunda sonuclanduma amna ulasmamiza izin
veren yegane seydir bu.

Butin ordinallerin belirli bir P 6zelligini tagidigim
ispatlamak istedigimizi varsayalim. Ya da “x bir ordi-
nalse biitiin x’ler i¢in, P(x) olur” turinde evrensel bir
onermeyi ispat yoluyla tespit etmeye ¢alistigimizi. Nasil
ilerlemek gerekir? Onermenin dogru oldugunu tek tek
dogrulamak elbette imkansizdir: Boyle bir is sonsuzca
sonsuz olurdu. Ayrica “ordinaller kumesi’ni duistun-
mek de mumkin degildir, zira boyle bir kiime yoktur.
“Butun x’ler icin” ifadesindeki evrensel niceleyicinin
icerdigi gibi “butun ordinaller”, kendisinin “ordinaller
kiumesinin biitiin elemanlan” ifadesine dontsturil-
mesine izin vermez. Boyle bir kime tutarsizdir (bkz.
6.11). Bu ¢ikmazin ortadan kaldirilmasi, yinelemeyle
akil yurutmenin isidir.

10.13 Yinelemeyle akil yurutme bir dogrulamayla bir ¢cikan-
min kanitlanmasim birlestirir. Bu iki ugraga ulasildi-
g1 anda ordinallerin 6z yapis evrensel sonuca olanak
verir.

Ozelligi P olarak adlandirahm. Bos kime 0'm bu
ozellige sahip oldugunu dogrulayarak baslanz; 0 “va-
kasi”nda P’yi test ederiz. Bos kiime P ozelligine sahip
degilse sorusturmaya devam etmek nafiledir. Bir ordi-
nal, 0, P 6zelligine sahip olmadig icin butiun ordinal-
lerin bu ézellige sahip oldugu kesinlikle yanhstr. Oy-
leyse P(0) onermesinin dogru oldugunu, 0 durumunda
testin olumlu oldugunu varsayalim.
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Simdi su ¢ikanm ispatlamaya ¢ahsacagiz: Sayet her-
hangi bir W ordinalinden (ordinallerdeki ait olma gek-
lindeki tam siralihga gore) once gelen buttn ordinaller
P ozelligine sahipse yleyse W de sahiptir.

Bu c¢ikanmin bize P 6zelligine sahip bir ordinalin
var oldugunu sdylemedigine dikkat edin. Cikanm, ge-
nel “eger x boyleyse, x’ten sonra gelen de dyledir” tu-
runde olan varsayim duzlemindedir. Gercekte, ¢ikanim
evrenseldir, hicbir W ordinalini 6zel olarak belirtmez.
Sadece biitiin W ordinalleri icin, ordinaller zincirinde
kendisinden o6nce gelenlerin Pyi dogrulamas: halinde
Wnin de Pyi dogruladigim1 kabul etmek zorunda ol-
dugumuzu soyler.

Wnin ardil oldugu varsayildigs durum ile limit oldu-
gu varsayilan durumu ayirarak (W herhangi bir ordinal
oldugu icin bu ikisinden biri olabilir) bu ispat (elbet-
te P ozelligine bagh olan boyle bir ispat mimkiinse)
cogunlukla ikiye bolmek gerekecek. Yinelemeyle akil
yurutme, kendisini teskil eden merkez ¢ikannmda gor-
dagumuz gibi, ashnda bir W ordinali icin gecerli olam
oncesinde gelen ordinaller icin gecerli olana guclii bir
sekilde baglar. Oysa bir limit ordinalin 6nceki ordi-
nallerle iliskisi (bir sonsuz yapigma iligkisi) bir ardihn
oncelleriyle iliskisinden (kendisiyle once gelen arasin-
da bir gedik acar) tamamen farkhdir. 1ki durumda s6z
konusu olan dustince ve ispat prosedrleri bu nedenle
cok heterojendir. Bu heterojenligin felsefesinin ongor-
meye olanak verdigi uzere (bkz. 9.19), genelde daha
zor olan durum ardildar.

P(0) 6nermesinin dogrulugunu teyit edebildigimi-
zi ve “W’den once gelen (Wye ait olan: sira duzeni
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ait olmadir) butin w ordinalleri icin P(w) dogruysa
o halde P(W) de dogrudur” ¢ikarimini ispatladigimi-
z1 kabul edelim. Biitiin ordinallerin P’yi dogruladig
sonucuna varabiliriz; bu “butun” ifadesinin yalmzca
sonsuzca sonsuz bir ¢okluklar enginligini hedefle-
medigi, fakat bir Butun bile olusturmadig) gercegine
ragmen. Bu gercekten de “sozcuk sozcik fethedilen™”
sonsuz ve tutarsizhktir.

1014 “Butun”e boyle bir gecise, bu kadar maceral bir “so-
nuclandirma am”na izin veren nedir? 1zin, dogal ¢ok-
lugun ontolojik semas1 olarak ordinallerin temel bir
ozelliginden gelir: ordinallerin “atomistik” niteligi ya
da her P ozelligi icin (bir ordinal bu 6zellige sahip ol-
dugu anda) bu 6zelligin minimal bir dayanaginin varh-
g1 (bkz. 8.10 ve 8.15).

Sonug yanhs olsaydi, yani butun ordinallerin P 6zel-
ligine sahip oldugu hatah olsaydi, bu, s6z konusu P
ozelligine sahip olmayan en az bir ordinalin var oldugu
anlamina gelirdi. Bu durumda o ordinal P-degil 6zel-
ligine sahip olurdu; P-degil sadece “P 6zelligine sahip
olmama, bir P-degil olma” anlamina gelir.

Fakat bir P-olmama 6zelligine sahip bir ordinal var-
sa, atomistik ilke veya minimallik ilkesi geregi, bu P-de-
gil ozelligine sahip bir en kiiciik ordinal var olmahdir.
P-degil ozelligine sahip en kuguk ordinal oldugu icin,
ondan daha kugiik her sey P 6zelligine sahip olacaktir.

Itiraz sesleri yukselecektir: Bu “ondan daha kiguk
olanlar” belki de yoktur, zira P-degil 6zelligi icin mi-

7 Mallarmé, “Le Mystere dans les lettres”. —¢n
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nimal ordinalin bos olmasi, hicbir seyin ondan 6nce
gelmemesi mumkundaur. Fakat hayir! 0'in P 6zelligine
sahip oldugunu dogrulamis oldugumuz i¢in (prosedu-
rumuzun ilk ugragiydi), P-degil i¢cin minimal ordinal 0
olamaz. Dolayisiyla ondan daha kugik ordinallerden
bahsetmek mantikhdir: Bunlar vardir ve hepsi P ozelli-
gini tagir.

Halbuki ispatlandig) varsayilan merkez ¢itkarimimiz
tam da bir ordinalden daha kiiciik butin ordinaller P
ozelligine sahipse o ordinalin de bu 6zellige sahip ol-
masi gerektigini soyler. Boylelikle bicimsel bir celigkiye
varmis oluruz: Bu farazi minimal P-degil, bir P olmah-
dir. Dolayisiyla var olmadig1 ve butun ordinallerin P
ozelligine sahip oldugu sonucuna varmak gerekir.

Boylelikle dogal cokluklann ontolojik altyapasy, yi-
nelemenin mesrulugunu tesis eder. Dogrulamamiz (0
durumu) ve ispatimiz (eger her w € W icin P(w) ise o
halde P(W)), sayet mumkiunse (bu, P’ye ve... matema-
tiksel uzmanhgimza baghdir), “butun ordinaller” i¢in
sonuca varmaya izin verir.

1015 Peano’nun aksiyomatigini incelerken (bkz. 5.3) yine-
lemeyle akil yuritmenin, dogal tam sayilann bize bir
omegini verdigi seri yapil sayisalhigin temel bir verisi
olduguna dikkat cekmistik. Bunun, ordinallerin olus-
turdugu bu “evrensel seriye” genislemesi olagandir.
Fakat aradaki buytik fark, timevarim ilkesinin veya yi-
nelemenin, Peano’da oldugu gibi aksiyomatik bir bicim
veya formel bir duzenleme olmaktan ¢ok, varhkta (saf
cokluk teorisinde) temellendigi icin burada bir teorem,

143



Kavramlar: Dogal Cokluklar

dolayisiyla ordinallerden tiimdengelimle ¢ikarsanabilir
bir 6zellik olmasidir.

Her turlu butunlestirici dustinceden kacan dogal
coklugun yine de kendisini ttimevanmsal sema denen
o entelektuel “kavrama”ya sunmasi, onun 6ztinde var-
dir. Burada da yine varhgn, tek bir seyin (burada 0)
dogrulanmas: ve “6nce” gelenin (bir ardil ordinal ya
da bir limit ordinal olmasina gore 6ncel veya sonu ol-
mayan seri) 6zelligini “sonra” gelene aktaran bir pro-
sedurden hareketle “butiin”e dair netice olan Say1 bi-
cimindeki dusince igin elverisli oldugu ortaya ¢ikar.
Say1, varhgin dusince karsisindaki onanlamaz fazlah-
gina ragmen varh@ distunceye veren seydir.

1016 Yinelemeyle akil yuiritme, ordinalleri ilgilendiren ev-
rensel 6nermelerin ispat proseduiridur. Sonuca ulas-
maya olanak verir. Yinelemenin veya sonluotesi time-
varimin kavram mertebesine erismesini saglayan daha
6nemli bir kullanim vardir. Bunlar, tiimevanmsal ta-
mmlardir.

Disuncemizin amacinin, su veya bu cokluklarin,
ornegin ordinallerin bir P 6zelligine sahip oldugunu
ispatlamak degil, daha sonra ¢okluklar uzerinde test
edebilecek sekilde bir P 6zelligi tammlamak oldugu-
nu varsayahhm. Bu sorunun iyi bilinen bir guclugu,
dilde tammlanms bir 6zelligin saf ¢cokluga tutarsizhkla
sonuglanmadan “uygulanabilir” olup olmadigim pesinen
bilmememizdir. Ornegin “kendisinin elemam olma-
ma” ozelliginin hicbir var olan kimeyi belirlemedigi-
ni ve bunun bicimsel bakimdan mitkkemmelen dogru
olmasinin, siirsizca kullamldiginda tutarsizhk sonu-
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cu ispatlayic1 dugstincenin tamamim mahvedebildigini
gormustik (bkz. 2.11). Dil tek bagina bunlan destek-
leyemiyorsa, kisitlamalar ve garantiler nasil getirilir?
Yinelemeyle tanimlama veya timevarnmsal tanimlama
prosediiri bu soruyu yamtlar.

10.17 Bu kez prosedurin mesrulugunu temellendirecek olan,
ordinallerde bir Butin varsayimimn icerdigi tutarsizhk
riskine maruz kalmadan P ozelligini ardil seviyelerle
tamimlamamiza olanak veren bir tur evrensel dlcegimi-
zin olmasidir. Timevarimsal tamimlama, kavramin bir
dallanip budaklanmasidir: P 6zelligi “genel olarak” de-
gil, daima bir seviyede endekslemeyle tanmimlanacaktr
ve bu endekslemenin islemcileri ordinaller olacakur.
Burada yine varlk, saf cokluk olarak varhgin alammn
her bakimdan astig1 dustincemize agama agama ve par-
ca parca ilerleyebilecegi garantisini vererek sonlunun
yardimina kogar.

1018 Ug tur ayirt eden (bosluk, ardillar, limitler) ordinal-
lerin tipolojisine uygun olarak prosedirumiiz de tuge
aynhr.

- Once dilin bir ifadesini kullanarak ozelligin O se-
viyesi acik bir sekilde tammlanacaktir. Agik bir sekilde
tanimlama ¢nceden tammlanms bir 6zelligimiz oldu-
gunu (Q ile gosterelim) ve P'nin O seviyesinin (P, ile
gosterelim) Qya denk oldugunun olumlanabilecegini
varsayar. Boylelikle: P (x) < Q(x).

- Daha sonra, eger Pnin W seviyesi (P ile gostere-
lim) tammlanmssa, bu durumda S(W) seviyesi (P (w)
ile gosterelim) belirtilen bir agik prosedrle tanimlamr.
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P 'nin tammlanmis oldugunu séylemek, R diye adlan-
diracagimiz ve P ’ye denk olacak bir 6zelligin var oldu-
gunu sdylemektir: yani P (x) « R(x). P 'nin tammin-
dan P (w)’nin tammina gecisin acik bir prosedirinin
var olmasi, P yi tanimlayan R'den P (w)yi tammlaya-
cak bir f(R) 6zelligine gecisi saglayan bir f fonksiyonu
oldugu anlamina gelir. Son olarak, “x, P (w) ozelligine
sahiptir” demenin, “x, f(R) o6zelligine sahiptir” anla-
mina geldigini soyleyebilecegiz; burada P 'nin tanimin-
dan P (w)’nin tammina “gegis”e izin veren f, R tzerin-
de kesin olarak tespit edilmis acik bir islemdir.

- Son olarak, eger L ile gosterecegimiz bir limit or-
dinalden kucuk butin P seviyeleri tamimlanmigsa
(P,P,,...P P ..., ile gosterelim), bu durumda Pnin L
seviyesi (6rnegin P_ ile gosterelim) tim o6nceki sevi-
yeleri tamimlayan seyin agiklanabilir olan bir “bir ara-
ya getirilmesi”yle tammlamr (burada birlesim kiimesi
veya sacthm, 9.17°de acikladigimiz nedenlerle genelde
belirleyici bir rol oynayacaktir). Cogunlukla soyle bir
sey elde ederiz: Belirli bir x icin, L'nin alt bir seviyesi
(w ile gosterelim; w € L) P_(x) olacak sekilde dogruy-
sa P (x) dogrudur. Oziine uygun olarak limit seviyesi,
altindaki butun seviyeleri tistlenecek ve yeni hicbir sey
getirmeyecektir.

Boylelikle elimizde sadece P kavrami degil, dallamp
budaklanan bir sonsuzca sonsuz kavramlar ailesi var-
dir: agik¢a tammlanmis P 'dan itibaren baslayip, PP ,
P . .vs. uzerindendahao6nemliolan P, ordinal endeks-
lemelerine kadar. Bu durumda biricik kavram olarak P
kavraminin sonludtesi titmevanmla tamimlandigim soy-
leyecegiz. Su anlamda: Belirli bir x i¢in P(x) ancak ve
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ancak x, W seviyesinde ozellige sahip olacak sekilde
bir W ordinali varsa dogru olacaktir. Bu durumda asa-
grdaki denklik elde edilecektir: P(x) < “P _(x) olacak
sekilde bir W varsa”.

Dolayisiyla kavrama timevanmsal hakimiyet, ordi-
nal dallamip budaklanmasi, daha sonra “P kavram x
icin gegerlidir” ile “P kavrami, kavramin W seviyesin-
de x icin gecerlidir” arasinda bir denklikle kurulur. Bu
denklik herhangi bir Biitiin bahsinden kacimir. P ozelli-
gini “genel olarak” degil, bir seviyede test eder; bu da
onu paradokslar ve tutarsizliklara kars: korur.

10.19 Hem icsel (saf ¢okluk teorisinin veya ontolojinin genel
yapisina parlak bir 11k tutar: varlik olarak varliklannda
dusunulduginde ¢okluklann katman katman oldugu-
nu gosterir) hem de yontembilimsel (kavramin tani-
minda seviyelerin isleyisini agik bir sekilde goruriz)
olan ¢ok 6nemli bir 6rnek verecegim.

Temeldeki fikir, her ¢okluk icin ordinallere endeks-
lenmis olan ve bir sekilde bos kiime denen o ilk dikise
“mesafe”sini 6lcen ontolojik bir mertebe tanimlamak-
tir. Mertebenin, bir kimenin karmagikligmin, kimeyi
olusturan boslugun anlannin ickin dolamkhginm bir
o6l¢cumu oldugu da soylenebilir.

Dogal olarak “butun” kiimelerden bahsetmek im-
kansizdir; bunun icin bunlan butiin kimelerin kiime-
sinde bir araya getirmek gerekir ve bu da tutarsizdir.
Tumevanm prosedirtniun kademe kademe ilerleyen
ihtimam zorunlu hale gelir.

Kume teorisinde bir kimeden bir digerine “gecme-
ye” olanak veren iki buyiik islem sunlardar:
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- Birlesim ya da ilk bastaki kiimenin elemanlarinin ele-
manlarindan olusan kime. Daha 6nce karsiniza cikan
sacilim islemi (bkz. 9.15). Bir E kiimesi s6z konusu oldu-
gunda bu kumenin birlesimini U E ile gosteririz.

- Bagtaki kumenin butun parcalanini, o kiimede igeri-
len bitun her seyi “kiimelemek”ten, bir yapmaktan olusan
parcalar kumesi (ait olma ve icerilme icin, bkz. 7.3). E'nin
parcalarindan olusan kumeyi p(E) ile gosterelim. p(E)'nin
elemanlannmin E'nin parcalan olduguna dikkat edin; e €
p(E), e  E anlamina gelir.

Mertebeler hiyerarsisini bu iki islem aracihgiyla insa
edecegiz. 10.18'de aciklanan yontem uyannca sonludte-
si timevanimla tamimlanmas: gereken ozellik R(x) olarak
gosterilecek ve “x, bir mertebeye sahiptir” seklinde okuna-
cakur (veya “x saglam temellidir”). U¢ asamamiz agagidaki
gibi olacak:

1) 0 seviyesinde ozelligin acik tanim1. R (x)'in hicbir x icin
dogru olmadiini, yani R (x)'in x € 0’a denk oldugunu ko-
yutlayacagz.

2) Ardil seviyelerin tiniform bir sekilde ele alinmast. R, (x)in
ancak ve ancak x, R yi dogrulayan buttun Zler tarafindan
olusturulan kumenin parcalarinin kumesine aitse dogru
oldugunu koyutlayacagiz. Bagka bir deyisle, S(w) ardil da-
zeyindeki mertebe, w oncelinin endeksledigi seviye icin ta-
nimlanmis mertebenin parcalanmn kumesidir. Bu da soyle
yazilabilir: R, ' (x) & ((y € x) = R (y)): x, R, icin dog-
ruysa, x’in elemanlan R icin dogrudur ve sonug olarak
x, R icin dogru olan kumelerin kiimesinin bir parcasidur.
Aym zamanda, R (x)'i dogrulayan x’ler kimesini R  ile
gostererek, soyle de yazabiliriz:

(xeRy )« (xcR) < (xep(R))

S(w)
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3) Limit seviyelerinin iiniform bir sekilde ele ahnmasu.
Beklendigi gibi burada birlesim kiimesi kullamlir. Eger
x, endeksi L'den daha kigiik bir mertebedeyse, dolay:-
stylaR (x) dogru olacak sekilde bir w € L varsa R, (x)’'in
dogru oldugunu soyleyecegiz. Dolayisiyla R, mertebe-
si, alt mertebelerin butiin elemanlanm bir araya getirir:
bu mertebelerin birlesimidir. Yukandaki aym uzlagim-
lan kullanarak soyle yazabiliriz: L'den kucuk butun
wlericin, (xeR) & xeUR .

Boylelikle R ozelligi tamamen timevanmla tamm-
lanmus olur. R (x) dogru olacak sekilde bir w ordinali
(ard1l veya limit) varsa R(x)'in (endekssiz) dogru oldu-
gunu veya x’in bir mertebesinin oldugunu sdyleyece-
giz. Bu ozellik, x'in karmagikhigina (6zelligin R  duzeyi-
ni tammlayan) 0'dan hareket ederek, birlesimin ardigik
kullanimr ve parcalara gecis kullanmimiyla ulastgimizi
“gosterir”. Bu kullanimlarin “uzunlugu” bir ordinalle
olculebilir: R (x)in dogru olmasim saglayan en kuguk
ordinal w.

1020 Bununla birlikte, bu prosedurun gercekten de “igliyor”
olup olmadig, P 6zelligi diye bir seyden bahsetmenin
bir anlam olup olmadi@y asikar degildir. Dogal varhgin
comertligi, kavramin bu dallamip budaklanmis belirle-
niminin fiili karakterinin ispatlanmasimin mumkin ol-
masiyla alakahdir.®

Dolayisiyla dustince;, var olmayan ama olculebilir
asamalar veren Dogamn\yirbirine dolanik ve hiyerarsik

8 Tumevarimsal tammlarin gegerliliginin ispau icin, bkz. K. J. Devlin,
Fundamentals of Contemporary Set Theory, Springer-Verlag, 1980, s.
65-70 (“The recursion principle”).
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evrensel egemenliginde varhgin yolundan ilerler. Saya,
boyle bir yolun yasasiyla bizim i¢in erisilebilir olur ve
aynm zamanda ordinallerde gormus oldugumuz gibi bu
yolun kendisi i¢in norm olusturur. Sayi, varhgin du-
sunceyi diizenleyen yamdir.
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11.2

11. Dogal tam sayilar

Ordinaller bize dogrudan Yunan sayilanim verir: dogal
tam say1lan. Hatta matematikgilerin ~her zamanki gibi
adlandirmalaninin semptomatik inceligiyle— sayilann
sivil haline ekledikleri “dogal” sifatina yeni, Antik Yu-
nana ait olmayan bir mesruluk bile verebilecek du-
rumday1z: “Dogal”dirlar, ¢iinku sonluda dosdogru saf
dogal cokluklann ontolojik semasi olan ordinallerle
ortustrler.

Gergekten de varhginda saymin yerinin (yani: tam
sayinin yerinin) —Dedekind’in “distncemin butin
olanakh nesneleri” dustuncesinden hareketle varhgim
guvence altina almak icin nafile ugrastigr yer— “bir li-
mit ordinal vardir” aksiyomunu éne sirerek varhgin
modern buyruguyla var olduguna karar verdigimiz ilk
sonsuz ordinal o ile 6zdeslestirilmesi “dogal”dur.

o'nin tam saymn yeri oldugunu soylemek, kuime te-
orisinde kesin bir anlama sahiptir: Yeri “isgal eden”
sey, ona ait olandir. Bir ordinalden 6nce gelen butun
ordinaller o ordinale ait olmakla kalmaz, baglangictaki
ordinalin biitiin elemanlanim da olustururlar.

Aslina bakilirsa, ordinallerdeki tam sirahhgin ait
olma oldugunu biliyoruz (bkz. 8.10). Bunun sonucun-
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da, belirli bir W ordinalinden daha kiictiik bir ordinal
tam da Wye ait olan bir ordinaldir. Bir ordinalin (6rne-
gin w'den daha buyuk bir ordinalin) imgesi soyledir:

Oele2e..-.enen+le.ewew+le-..eWwW

Burada ait olma zincirinin butin uyeleri tam da
Wnin elemanlanm olugturur. Boyle gorsellestirildigin-
de W ordinali, “uzunlugu” tam olarak W olan bir “i¢
ice gecmis” ordinaller dizisi olarak gorunur. Wye var-
mak icin zincirin W sayida halkas1 vardir. Tam olarak
W ordinal (kendisinden onceki her sey) iceren bir W
ordinalini aynm zamanda ad: oldugu seyin sayis: olarak
da gorebiliriz. Bu da, dncellerinin 1srar ettigi yerle —bu
1srarin bir araya getirilmesi olarak— 6zdeglestigini soy-
lemenin bagka bir yoludur.

Oyleyse dogal tam sayilann tanim berrakur: Bir or-
dinal eger ilk limit ordinal w’nin bir elemantysa, bir dogal
tam sayidir. Sayimin yerinin yapisi bu durumda soyledir:

ODele2e--enen+le.--ew

Yerin ad1 olan w'nin, bu yerin parcas1 olmadigina
dikkat gostermek gerekiyor, cuinku hicbir kime ken-
disine ait olamaz (bkz. 8.14). Tam sayimn yeri, w, bu
yerin bir elemam olmadig icin bir tam say1 degildir. ©
ilk limit ordinal oldugu icin, elbette bos kiime O hari-
cindeki butun tam sayilar ardildur.

Dikkatli bir okur soyle itiraz edebilir: w'nin ilk limit or-
dinal oldugunu soyluyorum. Fakat bir “ilk” limit ordi-
nalin var oldugundan emin miyim? Sonsuz aksiyomu
(bkz. 9.20) sadece sunu soyler: “Bir limit ordinal var-
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dir”. Bu ordinalin “ilk” olup olmadigim belirtmez. w'yi
“ilk limit ordinal” veya ilk sonsuz ordinal olarak adlan-
dirmamiza izin veren nedir? “Bir limit ordinal vardir”
dedigim anda “ilk” denebilecek bir ordinalin olmadig
bir kalabaligin ortaya ¢ikmasi gayet mumkundir. Boyle
ordinallerin sonsuz azalan bir zinciri olabilir; 6rnegin,
hicbir ilk terimi olmadigim goérdiigumuz negatif sayila-
rn azalan zincirindeki gibi: Hicbir negatif tam say1 “en
kucuk” tam say1 degildir; benzer sekilde hicbir pozitif
tam say1 “en buyuk” tam say1 degildir (bu ikinci husus
ise, pozitif sayilar dizisinin yerinin dtesinde bulunan
o'nin bir limit ordinal oldugunu sdylemeye denktir).

Fakat ilk limit ordinali biricik ve mitkemmel bir se-
kilde belirleyemezsem, tam sayilara dair tanimima ne
olur?

Bir kez daha dogal ¢okluklarin minimallik denen o ha-
rika ilkesi sayesinde bu itiraz1 savabiliriz. Bir P ozelligi
verildiginde eger bu 6zellige sahip bir ordinal varsa, o
halde bu P ozelligine sahip sadece ve sadece tek bir mi-
nimum ordinal oldugunu, yani bu 6zelligi tasiyan bir
en kucik ordinal oldugunu biliyoruz. “Bir limit ordi-
nal olma” 6zelligini alahm. Bu 6zellige sahip bir ordi-
nal mutlaka vardir, zira sonsuz aksiyomu tam da bunu
dile getirir. Oyleyse bu 6zellik i¢in minimal tek bir li-
mit ordinal vardir. Sonug olarak guvenli bir sekilde bu
ozellik icin “ilk limit ordinal” veya “limit ordinallerin
en kucugu” diye bir seyden bahsedebiliriz; w 6zel adi-
n1 zaten bu essiz ordinale veriyoruz. Dolayisiyla dogal
tam sayilara dair tammimizda hicbir muglaklik yoktur.
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115 1, 2, n, vs. tara gosterimlerin, sadece bosluktan orulu
cokluklara isaret etmeye yarayan, sifreleme [chiffrage]
anlaminda rakam/sifre [chiffre] oldugunu asla unutma-
mahy1z. I'in ashnda boslugun tekligi, yani (0), ikinin
bosluk ve boglugun tekliginden olusan ¢ift, yani (0,(0)),
ugin bosluk, boslugun tekligi ve bosluk ile boslugun
tekligi ciftinden olustugunu, yani (0,(0),(0,(0))) oldu-
gunu daha once 6grenmistik (bkz. 8.3). Boglugun ken-
disiyle orgusinu sergilemek icin 4 rakamimin gercek
varhgim da yazahm: (0,(0),(0,(0)), (0,(0), (0,(0)))).

4un dort elemanh bir kime oldugu acik¢a gorala-
yor; sirastyla 0, (0), (0,(0)) ve (0,(0), (0,(0))). Bu dort
eleman yakindan tamdigimiz sifir, 1, 2, 3'ten bagkas
degildir. Bir tam sayinin elemanlan tam da s6z konusu
sayidan once gelen butin sayilardir; hig sasirticr degil,
cuinku her ordinalin en icteki yapisinin boyle oldugu-
nu yukanda gostermistik (bkz. 11.2). Soyle yazabi-
liriz: 4=(0, 1, 2, 3). Daha 6nce belirtmis oldugumuz
gibi, 3’ten 4’e (benzer sekilde n’den n+1’e) gecmek icin
3’in elemanlarina (benzer sekilde n'nin elemanlarina)
3 sayisinin kendisi (n sayist) “eklenir”. Ordinallerde
ardisikhgin genel tamm (bkz. 9.6) boyle oldugu icin
bunda da sasirtic bir yan yoktur.

Ne kadar buytk olursa olsun herhangi bir n tam sa-
yisindan ilk limit ordinal olan w’ye “ge¢mek” icin ar-
disiklik prosedurunt kullanmak elbette imkansiz ola-
caktir. Tekrarlamak gerekirse bunun nedeni w’nin bir
tam say1 degil, tam sayilarin yeri olmasidir. Burada ar-
disikhigin yerinin kendisinin ardil olmadigim ifade eden
distincenin onemli bir yasas1 yururluktedir (Bilincin
“son” figurii oldugu varsayilan Hegel'in Mutlak Bilgi fi-
gurinun bu yasay1 ihlal ettigini de bu arada belirtelim).
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Dogal tam sayilann yeri, sonluda sadece boglugu 6ren
tam say1larin ¢oklu-varhg ve bizim bu sayilarda ilerle-
yisimizin yasas: olarak ardigiklik yasasi elimizin altinda
oldugunda, 10. bolimde agikladigimiz ve dogal varhk
bakimindan mesrulastirdigimiz timevanmsal veya yi-
nelemeyle tammlamanin genel ilkesinden kaynaklanan
basit teknik manipilasyonlarla klasik islemlerimiz (6r-
negin toplama ve ¢carpma) tekrar karsimiza ¢ikar. Buna
yeni bir 6rnek vermenin zamamdir.

Belirli bir say1, 6rnegin 4t ele alahm. Tumevanmla,
anlam su sekilde olacak bir F fonksiyonu tammlamak
istiyoruz: Herhangi bir n sayis1 igin (dolayisiyla buitiin
tam sayilar icin: ki sonsuz tam say1 vardir) F(n), 4+n
toplamina esittir. Bunun igin elimizde sadece bir islem-
ci bulunuyor: ordinal ardisikhg. Zira bildigimiz tek
sey, 0 harig¢ butun tam sayilann ardil oldugu. Tam ola-
rak 10.18de aciklanan semaya gore ilerleyecegiz; tek
fark limit ordinaller (w’den 6nce limit ordinal yoktur)
icin endiselenmemize gerek olmamasi. n tam sayisinin
ardihm her zaman oldugu gibi S(n) ile gosteriyoruz.

- Once sunu ifade edecegiz: F(0)=4 (temelindeki
sezgi 4+0=4 seklinde olan tamamen ag1k bir deger).

- Daha sonra ardilhkla ilerleyen tiimevarima gecece-
giz: F(S(n)) = S(F(n)). S(n) i¢in fonksiyonun degeriyle
n icin degeri arasindaki kuralh ve uniform bir baginti
ve sadece bildigimiz, ordinaller tizerinde genel olarak
tamimlanmis ardigikhk islemini kullanan bir bagint.
n+1'i n'nin ardih olarak gosteren ahsildik “hesaplama”
notasyonumuzu kullanirsak bunun temelindeki sezgi
4+(n+1) = (4+n)+1 seklindedir.
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Fonksiyonun degeri tamamen bu iki denklemle ta-
mmlanir. Ornegin F(2)’yi hesaplamak istegimizi varsa-
yalim. Asagidaki mekanik diziyi elde ederim:

F(0) =4
F(1) = F(5(0)) = S(F(0)) =S(4) =5
F(2) =F(S(1)) = S(F(1)) = S(5) = 6

Boyle bir semanin, sadece ardigiklik islemcisinden
hareketle yineleme yoluyla gercek bir toplama islemi
tamimi oldugu agikca goriliyor. Toplamaya dair genel
bir timevarimsal sema elde ettikten sonra ¢carpmay1 da
tanimlayabiliriz. Tammlanacak fonksiyon degeri n'nin
4’le carpimi olan P(n) olsun. Bu sefer 0 ile degil 1 ile
timevanma bagslayacagiz ve eger F(n) yukandaki gi-
biyse (yani 4+n timevanmsal olarak tammlanmigsa)
soyle diyecegiz:

P(1) =4 (yol gosteren sezgi: 4 X 1 = 4)
P(S(n)) = F(P(n)) (yol gosteren sezgi:
4X (n+l) =4+ (4Xn))

Bu teknik manevralanin bizim icin dogrudan bir
onemi yoktur. Sadece, varliklannda disunilen tam sa-
yilann (yani boslugun sonlu kombinasyonlanm 6ren
ve w'den dnce gelen ordinaller) tam da ¢agin geregince
say1p hesaplar yapmada kullandigimiz sayilarla ayni ol-
duguna ikna etmeye yararlar.

Tam say1larin matematiksel-felsefi yeniden ingas1 boy-
lelikle tamamlamr. Ne kavramdan turetilirler (Frege)
veya i¢inde bulunduklan yer olanakh disincemizden
¢ikarsanabilir (Dedekind) ne de yasalan keyfi olarak
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aksiyomatiklestirilmis islemsel bir alanin yasasiyla ki-
sithdir (Peano). Sonsuz tizerine bir kararn geriye dog-
ru islemesiyle, daha ziyade sayinin bize varhg dogal ve
sonlu figurande verdigi kismdar.

Tam sayilar, dustinceye sadece sonlu icin kapasite-
sinin kisith kapsamim teghir etmesi ol¢isunde bizzat
Dogadir. Bu teshir sadece bir sonsuz nokta, tam say1-
nin varolugsal teminat1 olan @ limit ordinal kosuluyla
miimkundir. S6z konusu sonsuz noktasi, tam sayiya
kiyasla engindir, zira ardil tekrardan eksiltilmis olarak
tam sayimn eksiksiz tatbik yerini, i¢sel hicbir sinir icer-
meyen (ardisiklik her zaman devam edebilir) yeri tesis
eder. Bununla birlikte sonsuz dogal varhgn, ilk teri-
mi olan wnin otesinde her yeri kaplamasi karsisinda
minik kalir. Tam say1, varhk olarak varhgin bosluk ile
ilk sonsuz arasinda konuslandirdigy sonlu “neredeyse
hi¢”in varhk bi¢imidir.

Sadece saglam bir temeli olmayan bir dngortyle ve es-
kiliklerine hiirmeten dogal tam sayilan “sayilar” olarak
adlandinyoruz. Henuz sayiya dair genel bir kavram-
m1z olmadig) icin ordinallerin say1 oldugunu 6ne sur-
menin gayrimesru olduguna daha 6nce isaret etmistik
(bkz. 8.8). Halbuki tam say1 dedigimiz, ordinallerden
bagka bir sey degildir. Ama say1 ya da daha ziyade Say,
saf coklugun ordinalleri asan varhginin bir tirtini ta-
mmlar. S6z konusu varhk turanin, her say1 tira (tam
saylilar, bagl sayilar, rasyonel sayilar, reel sayilar, ordi-
naller, kardinaller) icin tespit edilebilir sekilde ortaya
ctkanlmamis olmasi nedeniyle, sadece islemsel sezgi-
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sinden veya bu gosterenin tarihsel kahtimindan hala
pek kurtulmamais bir anlamda “say1”dan soz ederiz.

Fakat hazirhklarimz simdi tamamlandi. Yunan sa-
yilarina hirmet, once secereyle ilgili olan, sonra da
kavramsal bir nitelige sahip buytik bir girisin sadece
son duragdir. Simdi Sayiy1 tanimlamak gerekiyor.
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12. Say1 kavrama:
Olaysal bir adlandirma

12.1 Bu kitabin birinci kismm tarihsel ve elestireldi (6nceki
buytiik girisimlerin incelenmesi). lkinci kismi kons-
triaktif ve kavramsald1 (gecisli kiime kavramindan
hareketle ordinallerin dogal ¢oklugun semas1 olarak
belirlenmesi). Bu ucunci kisimda aksiyomatik bir se-
kilde ve geriye dogru ilerleyecegiz: Saymnin genel bir
tammindan, yalmzca ordinal kavramimm kullanacak
olan hayli basit bir tammdan hareket edecegiz. Daha
sonra, tekillestirici bir yaklagimla, boylece tespit edil-
mis Sayr kavramimin temel niteliklerine yonelecegiz:
tam sirahlik, kesim yontemi ve nihayet en son sirada
islemler. Bunlara deginirken aym zamanda ttiim klasik
sayllann (tam sayilar, rasyonel sayilar, reel sayilar ve
say1 olarak kavranan ve kullamlan ordinallerin kendi-
si) nasil genel kavramimzin tikel durumlanindan iba-
ret oldugunu gosterecegiz.

Bana gore bu yaklasimin en énemli u¢ ozelligi sun-
lardar:

1) Sirahilik ve iglemler tizerine distinceler, Saymmn
icsel veya ontolojik tammindan dogar. Dolayisiyla Sa-
ymn kendisi iglemsel bir kavram degil, yapisal ve ickin
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tarzda dusinulmeye izin veren, saf coklugun tikel bir
figarudur. Islemsel boyutlar sadece sonra gelen 6zel-
liklerdir. Say: insa edilmez, bilakis onu dahil ettigimiz
butun ingalan mimkun kilan Sayinin 6z varhgdir.

2) Ordinaller Sayinin tamminin temel malzemesini,
dogal ontolojik ufkunu tesis eder. Fakat tim genelli-
ginde alindiginda Sayilar bu dogal malzeme tuizerinde
“dogal olmayan” neticelerdir.

3) Klasik sayillannmiz, Sayinin genel ve birlesik kav-
ramina dahil olsalar da bu kavram hicbir sekilde ti-
ketmeyen cok 6zel durumlardir. Hentiz dustiinmedigi-
miz veya kullanmadigimiz kadar sayisiz enginlikte Say1
vardr.

Tamm: Bir ordinal ile bu ordinalin bir parcasinin
musterek verilmisligini Say1 olarak adlandinyoruz.

Sayilan N harfiyle gosterecegiz ve iki veya daha fazla
Sayiy1 ayirt etmek gerektiginde N'nin arkasina bir indis
koyacagz.

Bagska bir deyisle, bir N Sayis1 su ikisinden olusur:

- bir W ordinali;

- bu ordinalde icerilen bir altkiime, yaniF c W .

Ordinal, Saymin maddesi olarak adlandirilacak ve
M(N) ile gosterilecektir.

Ordinalin parcasi, Sayinin bi¢imi olarak adlandinla-
cak ve F(N) ile gosterilecektir.

Maddede olup bicime alimmamis olanlar, dolayisiyla
W ordinalinin F(N) parcasinda olmayan elemanlan Sa-
ymin atigim olusturur. Aug D(N) ile gosterecegiz. Atk,
maddeden bicimin ¢ikanlmasina, yani M(N) — F(N) ku-
mesine esittir.
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Bicimle a1 birlestirirsek maddenin tamamim bul-
dugumuz agikea goriluyor. Dolayisiyla birlesim kime-
sini U ile gosterirsek (bkz. 9.15): F(N).U.D(N) = M(N).

Bir Say1 tamamen maddesi (bir ordinal) ve bicimi
(bu ordinalin bir parcasi) tarafindan belirlendigi icin
bir (M(N), F(N)) cifti olarak yazmak genelde pratik
olacakur. Burada daima ordinal-madde sola ve bi¢im
saga yazilacakr.

Bu tanmimu incelerken okur birkag¢ seye dikkat goster-
melidir.

1) Su an i¢in a priori, saf bir tamum s6z konusudur ve
bu tamimda su veya bu tamdik sayrmizi hemen “ayirt
etme”yi istemek ne faydah ne de mimkiundur.

Bir 6rnek vereyim: Madde olarak 1 ordinalini (on-
tolojik bilesimi (0), yani boslugun tekligidir) ve bicim
olarak, her kumenin parcasi oldugu gibi (bkz. 7.9)
I'in de bir parcasi olan 0 ordinalini veya boslugu ala-
lim. Yukandaki uzlasim uyarinca Saymmiz N = (1, 0)
seklindedir. Tamima (bir ordinal ve bu ordinalin bir
parcasinin verili olmas1) uygun olarak sadece N'nin
bir say1 oldugunu biliyoruz. “1” ve “0” gostergeleri
dogrudan hicbir Sayiya referans degildir, ¢cinka Say:-
larin soz konusu oldugunu daha hicbir sekilde sap-
tamadik. Gercekte her biri kendi adina bir madde ve
bir bicime isaret etmesiyle bu 1 ve 0 gostergeleri Sa-
yilar olarak sunulmazlar, ¢inku bunlann yaziminda
her Sayinin ikili temel verilmisligini —bir madde ve bir
bicim— ayirt edemeyiz. Bir Say: iki isaret, maddesinin
ve biciminin isaretini tasimak zorundadir: halbuki “0”
gibi “1” de sadece bir isarettir. Dolayisiyla 1 veya 01
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“tamdigimiz” gerekgesiyle ne olursa olsun (1, 0) Say-
sinda herhangi bir ahsildik say1y1 “tanimak” tamamen
aldaticidir. Su an icin (1, 0) ile sadece tanimda tespit
edildigi haliyle Say1 kavramina uygun olan soyut bir
Say1 drnegimiz vardir.

Platon'un magarasindaki mahkamlarin 1ldea’dan
(Sayidan) ampirik diinyaya (sayilar) geri donmesi gibi,
¢ok daha ileride, 14. Bolumde (1, 0) Sayisimin, bildigi-
miz negatif -1 sayisinin gercek kavrami oldugunu gos-
terecegiz. Fakat bulundugumuz noktada okurun veri-
len ornekleri Sayinin tammina dair basit agiklamalar
olarak dustinmesi ve sayilarin ampirik magarasina geri
donmeye calismamasi temel bir 6nemdedir.

2) Bir Sayimin maddesi bir ordinaldir; burada gizem-
li hicbir sey kalmayacak sekilde ordinaller hakkinda
yeterince konustuk. Gelgelelim bir Sayimn tekil bigi-
mi sadece o ordinalinbir pargasi, ordinalde igerilen bir
kume olmak zorundadir. Genel parga (veya altkiime)
kavram 6zellikle belirsizdir ve maddenin sonsuz oldu-
gu durumda sezgi icin hicbir tutunma noktas: sagla-
maz. Ozel olarak:

- bu par¢a bosluk olabilir (bkz. yukardaki 6rnek);

- bu par¢a ordinalin tamamu olabilir; madde olarak
o limit ordinali ve bicim olarak yine aym ordinal alin-
diginda (kendisinin “toplam parcas1”), N = (w, ®) sek-
linde yazilan tamamen uygun (tamma uygun) bir Say1
elde ederiz; 16. bolumde bu Saynin bizzat @ ordinali
oldugunu kabul etmek i¢in mitkkemmel nedenler oldu-
gunu gorecegiz, fakat su an icin hicbir sey asikar degil;

- bu parca higbir sekilde tek bir parca veya baglan-
tih olmak zorunda degildir; sacilmis, delikli, dagimk
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elemanlardan olusuyor, vb. olabilir; 6rnegin bicim
olarak 3, 587 ve 1165 tam sayilarindan olusan k-
meyi alabiliriz. Bu t¢ sonlu ordinal wnin elemamdir
ve dolayisiyla kiimelendiklerinde w’nin bir parcasim
olustururlar. Dogru Saymmz N = (w, (3, 587, 1165))
olacaktir ve burada bicimde ii¢c eleman tamamen bir-
birinden ayridir.

124 Bu bicim olasihiklari Sayiya dair bir gorsellestirmeyi
guclestirir. Asagida verilen uzamsal ¢izimler uzerine

dusiinebiliriz:
ordinal-madde ordinal-madde
Q
@ -
aunk
auk
1) Bicimi baglantihi olan sayr 2) Bicimi sagilmis olan say
ordinal-madde ordinal-madde
3) Bigimi bos olan say: 4) Bicimi butin maddeyi alan say1

Fakat en basiti kuskusuz cizgisel bir duzenlemeye
basvurmakur.
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Bu temsil, Sayiin varhginin ciktigr evrensel seri ola-
rak kavranan ordinal ¢izgisellige dayamnr.

Varsayilan orijini 0 ordinali olan bir yandogru, “or-
dinaller aks1”m1 temsil edecek. Bu aks uzerinde bir y1l-
diz, * isaretiyle Sayinin maddesini, yani bir W ordinali-
ni isaretleyecegiz. Kalin bir ¢izgiyle Sayinin maddesinin
parcasi olan bi¢imini isaretleyecegiz. Kalin ¢izgiyle isa-
retlenmemis geri kalan yerler atig1 temsil edecek. Ozel
bir ordinali gostermek istedigimizde. bunu yandogru
uzerinde kiugtik bir cemberle isaretleyerek yapacagiz ve
ordinalin ad1 ya altta ya da tistte olacak. Bu uzlasimlarla
say1 asagidaki sekildeki gibi goriinecektir:

0 bigim W=ordinal-madde
4 " 4 e >
ank ordinaller

Bir kez daha soylersek, bu tur bir ¢izim zihne yar-
dima olabilir fakat kisa zamanda yiik olmaya baglar.
Ogrencilerin kumeler tizerindeki islemleri (birlesim,
kesisim, vs.) desifre etmekte kullandig1 meshur “Venn
diyagramlan”yla paylastig1 ana kusur, bir kiimenin bir
parcasim bir tir surekli buitiun, kompakt bir komsu-
luk olarak tahayytl etmeye alistirmasidir. Halbuki bir
parca icin yegane gereklilik, parcasi oldugu kumenin
elemanlarinm icermesidir. Bu elemanlar tamamen saqil-
mus, ilk kiimenin dért ayn kosesine yayilmis olabilir ve
bir parcanin gorsel semas1 s6z konusu sa¢ilima isaret
etmek icin delikli, parcah, béluinmis olabilmelidir. Bu
durumda ¢izimin ne yazik ki hicbir sezgisel katkis: ol-
mayacaktir: Sadece bir¢ok parca oldugu izlenimi ortaya
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cikacaktir. Benim cizgilerime ve kahn cizgilerime ba-
kildiginda kavramda bir Sayinin bigiminin surekli bir
dilim olmas icin hicbir neden olmadig ve upk: atk
gibi onun da ordinal-maddenin biitun alanina sagilmig
olabilecegi asla gozden kagmamalhdir.

Omegin, maddesi @ limit ordinali olan ve bigimi
(3, 587, 1165) uclisii olan yukarida soz ettigimiz Sayr
asag1 yukan asagidaki gibi temsil edilmelidir (tabii, @
sonsuzlugunun bir ¢izimde “6lgekdes” olmamas: gibi
ek bir gugluk vardr):

587 1165 (]

= * >

ordinaller

j W

0
L

|

bigim

125 Simdi bahsedeceklerimiz bu tamimin felsefi bir izahina
vakfedilmistir.

Sayiy1 yazarken bas harfi buyiik yazmamla bagla-
yahm.

Say1 kavramini belirlemek igin girisilen butin ¢aba-
larda terminoloji sorunlan arastirmacinin sirtina ola-
yin agirhgin yukler.

Omegin, “irrasyonel sayilar” adin ele alahm. Mate-
matiksel rasyonelligin kalbinde boyle bir adlandirma
olmasi gercekten sasirticidir. Dedekind tarafindan icat
edilen “kesim” doktrini, irrasyonel say1 kavraminin bu-
tinuyle rasyonel ve ispata dayanan belirleniminden bas-
ka bir sey degildir. Oklid'in Elemanlar eserinde oranlar
teorisi icin de aynisi s6z konusudur. Rasyonelligi seffaf,
hatta paradigmatik olan bu matematik metinlerinde “ir-
rasyonel”in artik hicbir anlamu olmadig agiktir.
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Burada semptom olarak beliren seyin tam da adlan-
dirma ile anlamlandima [signification] arasindaki ra-
dikal fark oldugunu sdyleyebiliriz. Bir anlamlandirma
daima durumun dili, kurulu ve aktarilan bilgilerin dili
uzerinden dagitilir. Bir adlandirmaysa bir anlamlandir-
ma eksikliginde bir olay1 tespit etmek, olayin vuku bu-
lusuna karar vermek amaciyla, duruma hesaplanamaz
bir rastlant1 katan soz konusu olay yitip gitmek’ [éva-

“Surreel” diye adlandinlan sayilarin incelenmesi igin temel basvuru
kitabi, H. Gonshor, An introduction to the theory of surreal numbers,
Cambridge University Press, 1986.

Gonshor ve benim Sayilar olarak disindiugim bu sayilar iizerinde su
an ¢ahisan tim teorisyenlerin bunlan reel sayilann bir “ust-cismi” ola-
rak tasavvur etmesi benimkinden hayli farkh bir sunumla sonuglanir.

Bu sayilann yaraticisi Conway'in baslangigtaki disincesi “surreel”
sayllan dogrudan kesimle tammlamakti. Bir sayi, kesim kosullarina
uyan iki say1 kiimesi ¢ifti olarak tammlanacakur (ciftteki “sag” kime-
nin her sayisi, “sol” kimenin her sayisindan daha kugiktir). Elbette
bu tamimin ikili dongiselligini ortadan kaldirmak gerekir (sayi, say1-
dan hareketle tammlanir ve tamim yapilmadan sayilar arasindaki esit-
sizlikten bahsedilir). Bu donguden kurtulmay: saglayan islemci elbette
sonluétesi timevarimdir ve bu da kaginilmaz olarak ordinallerin sah-
neye girmesine neden olur. Ashnda Conway Sayilan, bunlarin kanonik
temsilinden hareketle, yani benim tabirimle “yapisal” karakterinden
hareketle takdim eder: alt-Sayilanindan hareketle tekillestirilmeleri.

D. E. Knuth'un Surreal numbers adl kitab1 (Addison-Wesley, 1974)
Conway'in sunumunun diyalog biciminde “pedagojik” bir versiyonunu
verir. Bu kitap mesele uzerinde bir “arastirmac1” zihniyeti yaratmay
hedefler, fakat ordinal seri kullammim gizledigi icin bir hayli caprasik-
tir. Ayrica bana gore Sayilann icadinin dehasina kars: olarak yaratihse
ve ilerici bir mantik kurar (6nce sifir, sonra 1 ve —1, vs. “yaratihr”).

Gonshor’sa birebir bir “kodlama”dan hareket ederken ben kavram
ve kavramin felsefi konuslanmasi arayisimda kume teorisi ¢izgisinde
yer ahyorum.

Teknik olarak Gonshor ilerleyis yontemini reel sayilarn 2 tabaninda
genellestirir. Reel bir say11 ve O gostergelerinin sayilabilir sonsuz bir
dizisi olarak sunulabilir. Gonshor'un fikri, sayilabilir dizilerle kisitlan-
mak yerine herhangi bir ordinal uzunlugundaki bu dizileri dusinmektir.
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nouissement] tuzereyken ortaya gikar. Dile, higbir seyin
kendisini hazirlamadig o seyi raptiyeleyen “siirsel” bir
icat, ek bir gosterendir adlandirma. Icadina dayanak
olan olay sonsuza dek yok oldugunda, bir adlandirma
anlamlandirmalarin boglugunda kahr.

Nitekim Antik Yunan dinyasinda sayiya dair buyik
kriz aminda, baz iliskilerin (6rnegin, bir karenin kose-
geniyle kenan arasindaki iliski) var olan say1 kodunda
“sayilabilir” olmadigim gosteren gizemli ve zorunlu o
olay vuku buldugunda alogos kelimesi gelerek matema-
tiksel durumu doyurdu ve asti. Bu kelime, hicbir logos'u

Dolayisiyla + ve — gostergelerinden hareket eder ve W ordinalinin
elemanlannda indisli boyle bir gostergeler dizisini “W uzunlukta sir-
reel say1” olarak adlandinir.

+ gostergeli ordinal indisleri benim Sayimin bigimi olarak adlandir-
digim seyin elemanlanna, — gostergeli ordinal indisleri atigin eleman-
larina tekabil eder. Ordinal “uzunlugu” benim Sayinin maddesi diye
adlandirdigim seye karsihk gelir.

Ormnegin: Maddesi 4 ve bicimi 0 ve 3 elemanlanm igeren ve benim
(4,(0,3)) diye yazdigam Say1, Gonshor'da + — — + seklinde yazilacakur.

Elbette siirreel sayilarla Sayilar “aym seydir”. Fakat Gonshor'un bun-
lan Frege ve daha sonra Peano’nun aritmetigi turinde kayitlar veya
isaretler gibi ele aldig1 soylenebilir. Buradaki ilham kaynag) ideogra-
fiktir. Bense Cantor’un izinden saylan ¢oklu-varhklan agisindan ele
aliyorum ve benim ilham kaynagim ontolojik veya Platoncu.

Teknik gelistirme bile olduk¢a farkh sonlamr; gerci sonuglar her
zaman bir versiyondan digerine tercime edilebilir. Ornegin, + veya
— gostergeleriyle boslugu isaretleyemeyen Gonshor icin gostergelerin
“bos dizisi”ni anmasimn zorunlu olmas1 6nemsiz degildir; benimse
(0,0) yazmam yeterlidir. Sayiya dair ontolojik yaklasimin kavramsal
avantaji, kume teorisinin temel iki bagintis1 olan ait olma, € ve icerme,
c bagintulan disindaki her tiirlii gostergeden, tim ek birebirlegtirme-
den kurtulabilmesidir.

Kuskusuz bu, Gonshor igin siirreel sayilar teorisinin bir tir teknik
uzmanhkken benim icin kiime teorisinin ontolojik misyonunun Say
kavramim icerecek sekilde tamamen dogal bir uzantis1 olmasini agiklar.
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olmasa da say1 olduguna karar verilebilecek seye isaret
ediyordu. Dugiincenin yeni bir durumuna, anlamlan-
dirma icermeyen bir adlandirma kaydediyordu: bir say1
olmayan say1.

O zamandan sonra bu kelime matematik diline ol-
dugu haliyle yerlesti. Taminmaz halde, ama ayakta ka-
larak tercimeleri katetti. Ozellikle “rasyonel” kelimesi
Yunanca logos'tan pek az seyi muhafaza etmis oldugu
icin kullandigimiz “irrasyonel” kelimesi, alogos adlan-
dirmasinin 6nemini o kadar yansitmaz. Daha 6nemlisi,
s6z konusu adlandirma sonunda tekanlamh bir anlam
kazanmistir. Fakat bu anlamlandirma ile anlam tasi-
yan kelimede onunla agikea celisen sey arasindaki tezat
hila devam etmekte ve benim yaptigim gibi tekrar et-
kin hale getirilebilmektedir. S6z konusu tezat, hakika-
tin kurucu bir olayinin dildeki izidir.

“Reel” sayilar veya “sanal” [imaginaire] sayilar icin
de aymsimn gecerli oldugu kolayhkla gosterilebilir.
Cantor'un w’den sonraki ordinalleri “sonludtesi” sa-
yilar diye adlandirma nedenleri (icad1 aracihgiyla son-
suzun kutsalligina darbe indirdigine dair Cantor'un
farkindalhigyla iligkili nedenler) bile bizim icin yavas
yavas anlasilmaz hale gelmektedir.

Sayn teorisinde bir adlandirmanin izi ile anlamlan-
dirmanin tortulan arasindaki mesafenin ortaya ¢ikma
sikhig, sayrya dair dusincenin gercek bir olay sahasi
olduguna isaret eder: Matematikte, oturmus dil ve bil-
gilerin anlamdan yoksun olarak gordugu ve yazgisi sa-
dece siirsel ve say1 ustu bir adlandirmay1 dayanak alan
bir olayin asinhgiyla duzenli olarak darbe alan ¢ok 6zel
bir hassasiyet ve giivencesizlik bolgesini temsil eder.
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Bunun nedeni sayinin, varlik bigimleri arasinda tam
da duzenlenisi aracih@iyla dustincemize agilan sey ol-
masidir (bkz. 10.20). Aynca dusuncenin sayida fazlalik
olarak karsilastig1 her seyin, olaysal bir durakla varhk
rejimini kesintiye ugratan her seyin dusuncenin dize-
nini bozma gibi etkileri vardir.

Savundugum Say1 doktrini, terminolojim ve felsefi du-
suncede ona verdigim yanki ¢cok farkh olsa bile, 6ziin-
de J. H. Conway'in 1970erde icat ettigi “sirreel sa-
yilar"in doktrininden farkh degildir (bkz. 1.7). Kesin
surette matematiksel duzlemde yeni herhangi bir sey
urettigimi hicbir sekilde ileri sirmiyorum. O halde
“suirreel say1’” adim neden kisaca buyik harfli “Say1”
olarak degistiriyorum?

Bu temelinde siirsel bir tartismadir. Conway tara-
findan 6nerilen adlandirma bana gore ¢ok dar, tabir
caizse hayalperest turden bir adlandirma (“sirreel”
elbette akla “suirrealist” tabirini getiriyor); halbuki bu
kesfin muthis niteligi bence heybetli destan turine
veya Sayinin krallara yakisir belirisine isaret etmesini
gerektiriyor.

Daha teknik olarak “surreel” ad1, bir ardisik genisle-
meler iizerinden siireklilik seklindeki asirn anlam yukla
fikre yakalanms gibi goninuyor. Yeni sayilann, (ordi-
nalleri kapsadig1 igin) reel sayilan “kapsamasi” dola-
yistyla “surreel” sifat kendisini dayatiyor goérunuyor;
sanki fethedilen yeni uzam eskisinin bir uzantistyms
gibi. Strreel propagandasi yapmaya calisan Gonshor
(bkz. 1.7) kitabinda “artik surreellerin hem reel say1-
larn hem de ordinalleri kapsayan bir cisim olusturdugu
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gercegini, bu heyecan verici olguyu biliyoruz” diye ilan
eder. Fakat bu kesifte —en azindan filozof i¢in— heye-
can verici olan, reel sayilar ve ordinallerin cebirsel bir
araya getirilisinin ¢ok otesine gitmektedir. S6z konu-
su olan bizzat say1 fikrinin bagtan gozden gecirilmesi,
say1y1 sonunda ¢oklu-varhgin birlesik figuru olarak
dusunme imkamdir. Reel sayilar ve ordinallerin bu fi-
girden geliyor olmas: meselenin en 6nemsiz yamn, basit
bir sonuctur. Ustelik, kot adlandinlmis “sirreeller”in,
reel sayilar ve ordinaller disinda simdiye kadar kimse-
nin var oldugunu disunmedigi ve geriye donuk olarak
ahsildik tarihsel sayilarimiz1 sayisal varhgin savurgan
cesitliliginde minik bir ¢ikanm gibi gosteren sonsuz-
ca sonsuz bir say1 kalabaligim icermesi nedeniyle daha
da 6nemsizdir. Bir 6rnek vermekle yetinelim: Sirreel
sayilar sadece sonsuz kuguk sayilara dair degil, en az
ordinallerin “yukanya dogru” resmettigi kadar engin
olan, “asagiya dogru” bir sayisal y13in resmeden son-
suzca sonsuz kucuk sayilara dair de eksiksiz bir doktri-
ne olanak verir.

Siyasal bir imge kullanalim: “Surreel” adlandirmasi
bana olay karsisinda “reformcu” muhafazayr karakte-
rize eden eski anlamlandirmalara o baghlkla, o él¢u-
lulukle damgalanms gibi geliyor. Halbuki burada ko-
pusun dilini, “devrimci” dili benimsemek gerektigine
inaniyorum ya da gerektigini iddia ediyorum. Dolay:-
siyla cereyan eden seyin, disincemizde Sayinin dog-
masindan baska bir sey olmadigim soyleyecegim.

Son olarak Sayimmn bas harfinin buyuk yazilmasi,
kapsadig cinslerin turinu (tam sayilar, rasyonel say:-
lar, reel sayilar, ordinaller, sonsuz kiugik sayilar, vs.)
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ayirt etmekten —ki gercekten de bunlar arasinda boyle
bir ayrim getirmektedir- ziyade, bir adlandirma (bu-
rada Say) ile gecmiste kendileri de bir adlandirma ol-
duktan sonra sayilarin adlaninin aldig cesitli anlamlar
arasindaki mesafeyi vurgular.

Uzerinde boyle bahse girdigim Say1 kelimesinin tani-
mim simdi mesrulastirmaya c¢ahisahm: “Bir Sayi, bir
ordinalle o ordinalin bir parcasinin ortak verilmisligin-
den olusur.”

Ordinaller dogal ¢oklugun ontolojik semasidir. Bir
ordinal, ontolojik durumda bir-olarak-sayilan, tutarh
dogal bir birimdir (kiime teorisi). Bu birimler (¢oklu-
gun yahn tutarhhgimn, ¢okluklann kendisini olustu-
ran veya sunumuna ait olan “kiimelenmesi”nin sayisal
olmayan anlaminda birimler) Sayinin maddesini, Say1-
nin olmasina dayanak olan seyi veya daha kesin bir se-
kilde soylersek Sayinin icinde bir kesme uyguladign seyi
saglar. Bunu tasavvur etmenin en basit yolu, bir Say1-
nin ordinal dogal maddesinden bu maddenin tutarh
bir biriminin par¢asi, kismi, bolumu olarak bir bi¢imi,
yani bir ordinali ¢ekip aldigim dugtinmektir.

Eskilikleri, evrensellikleri, (aynntida gizli olan urkutu-
cii bir karmasiklikla) basitlikleri nedeniyle dogal tam
sayllar bize rehberlik eder. Varhklarina gore distnul-
dugunde dogal tam sayilarin, ordinallerin sonsuzca
sonsuz alaninda tekil bir kesmeden ibaret oldugunu
gormustuk (11. bolum): bu alandan sadece ilk varhk
noktasim (bosluk) ve disaridan ilk limit ordinal, w ile
sinirlanms “ilk” ardisikliklart muhafaza eden kesme.
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Keza dogal tam sayilarin dogal ¢okluklarin simirsiz do-
kusunda sadece sonlu olam ¢ekip aldigim ve yahttigim
da gorduk.

Neden bu yolda devam etmeyelim? Ayrk bir pro-
sedurler anarsisi (cebirsel, topolojik, kiume teorisi...,
bkz. 1.13) kullanmaktansa Sayr kavramim bir kesme
yontemiyle ordinallere uniform bir sekilde baglamak
kesinlikle daha rasyonel olacaktir.

Elbette bunun olanakh olmasi gerekir. “Olanakl”
ne demektir? Bu yolda ahisildik sayilarimizla yeniden
karsilasmamiz anlamina gelir. Ontolojik bir sadelik
ugruna, ne rasyonel sayilan ne reel sayilan kapsayan
bir Say1 kavramim dayatmak kesinlikle keyfi olacaktir.
Fakat dogal bir coklukta kesme olarak Sayi, tam say1-
lar kadar rasyonel (veya kesirli) sayilar, negatif tam
sayilar kadar reel sayilan, ordinaller kadar sonsuz ku-
cik sayilan da tammlandig anda kammca hicbir sey
boyle bir kavramin matematiksel birligi ve felsefi yeni-
ligini yenemez.

Aynca “kesme” fikrinin tamamen ontolojik sadeligi,
girdigimiz bahsin iyi bir bahis oldugunu dogrular. Bir
Saymin bir yandan bir ordinal (bu, Sayinin sunumun
dogal bicimine ait olusunun imzasidir) 6te yandan bu
ordinalin bir parcasindan (bu, dogal maddede “bicim-
lendirme” olarak kesmedir) olusuyor oldugunu soyle-
mek, Say1y1 tammlamak icin sadece ¢coklugun ontoloji-
sinin basit, “temel” kategorilerini kullamr.

129 Boylelikle Sayi, Doganin varlik bicimlerindeki sonsuz

savurganhg ile katetme ve 6l¢me konumunda oldu-
gumuz gey arasindaki araci olarak belirir. En azindan
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varhgimin kisith bir alaninda, dugiincemizi dogal var-
hk-olarak-varhgin kavrams: ve ol¢imu igin uyumlu
hale getiren seydir. Fizigin tamami bunu dogrular.

1210 Aristoteles’in dili (Madde ve Bigim), Say fikrini desifre
etmek icin kuskusuz en etkili olan dildir. Bilhassa bizi
materyalist metaforlara yerlestirme gibi bir avantaji
vardir. Platon’dan bu yana ve asikar gizemi nedeniy-
le Saymm, Dogaya dair butun idealist temsillerin kalbi
oldugunu biliyorken bu goéz ardi edilebilecek bir unsur
degildir. Kitabin basinda hatrlattigim tuzere, Sermaye-
nin yasasi altinda bugiin oldugu haline, yani sayilabilir
olanmn ideolojisinin duginulmeyen dayanagina doniis-
mesi de bu temsiller arasindadr.

Bir ordinal daima, Saymin uzerinde kesme yaptig
sey oldugu icin, herhangi bir Say1 verildiginde bu Sa-
ymnin maddesi olan bir ordinalin daima var oldugunu
soyleyecegiz. “Madde” tabiri burada tamamen kesin iki
anlam alir. Bir yandan, ordinal Saymnin “temeli”, Say-
nin biciminin kesildigi seydir. Dolayisiyla bir ordinal,
onun sonucu olan, ondan ¢ekip ¢ikarilan bir Sayinin,
bu ¢ekip ¢ikarilmamn ilkesi olarak var olmasim sagla-
yan seydir. Ote yandan bir ordinalin butiin elemanlarn-
nin ordinal oldugunu biliyoruz (bkz. 8.5). Saymn sa-
yisalhg, kestigi sey, bicimi bir ordinalin bir parcasiysa,
tipk: bir kiimenin bir parcasinin butin elemanlarimin
o kimenin elemanlan olmas: gibi, bir sayamn kestigi
seyin de tamamen ordinallerden olustugu ortaya cikar.
Bu kez “madde”, ilk madde anlamina gelir. Sayisal kes-
menin bilesenleri s6z konusu oldugunda isimiz sadece
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ordinallerledir. Kesme bir ordinal uiizerinde gerceklesir
ve kesilen seyin elemanlar1 da ordinallerdir. Maddesi-
nin kategorileri bakimindan Say1 bastan asag dogaldr.

Aristotelesci metafor kolayhkla genisletilebilir: Dogal
kaynagim1 gosteren ve maddesini saglayan ordinalde
sayisal kesmenin uruntnun, Saymin bi¢imi oldugunu
soyleyecegiz. Sayinin kendisi daha ziyade kesme hare-
ketidir; bu nedenle Say1y1 maddesi (bir ordinal) ve bi-
¢imi (o ordinalin bir parcas) ¢iftiyle temsil ediyoruz.
Fakat bi¢im, Sayinin dogal talimattan kagmasim sagla-
yan veya en azindan kagmasim1 mimkin kilan seyi yo-
gunlastinr. Zira bir ordinalin herhangi bir belirsiz par-
cas1 olan bi¢im, dogal bir birim icinde, genelde dogal
olmayan bir ¢okluk hasil eder.

Ashnda bicim, bir ordinalin elemanlar1 arasindan
secilip alinmis bir ordinaller kimesinden ibarettir. Bu
secme maddenin bir kismim ayirt eder. Gelgelelim her
ordinal bir ordinaller kumesi (yani kendisinden 6nce
gelenlerin kumesi, bkz. 11.2) olsa da biitiin ordinaller
kiimesinin bir ordinal oldugu dogru degildir. Bir ordinal-
de delik yoktur, O'dan kendisine kadar (kendisi haric)
onu énceleyen butiin ordinaller ona aittir. Ustelik bu,
bir ordinalin kendi “uzunlugunun” adi olmasinin ne-
denidir. Sayet tersine, ordinallerden olusan herhangi
bir kiimeyi alirsamz ¢ok sayida ordinalin kiimede eksik
olmasi, kiimenin her tarafinda delikler olmas1 kuvvetle
muhtemeldir. Dolayisiyla bu bir ordinal olmayacaktir.
Sonug olarak bir Saymmn bi¢imi ¢ogunlukla bir ordi-
nal degildir, sadece maddesi ordinaldir. Materyalist
bir felsefede beklenebilecegi gibi homojen olan, eksik
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icermeyen, duzenli olan maddedir ve delikli, kuralsiz,
dogal olmayan bicimdir. Madde daima bu limitlerin
icinden ¢ikanhp ahmyor olsa da Sayinin bigimiyle ge-
nel olarak dogal varhgn limitlerini ihlal ederiz.

1212 Sayet bicim, Say1 denen kesmeyle bir ordinalden ¢ekip
¢ikarnlan bir pargaysa, dogal bir kiimenin ¢ogunlukla
dogal olmayan bir altkiimesiyse geriye bir artik bira-
kir; bicimin ordinal maddede oydugu heykelin talas-
lan gibi bir seyler vardir. Bu kalint1 baslanggtaki ordi-
nalin, Sayimin bi¢iminin elemanlan olmayan eleman-
larindan olusur. Ya da soyle soyleyebiliriz: Bu kalint,
maddenin bi¢ime alinmamis kismidir. Bunu, Sayinin
atigr olarak adlandinyoruz.

Aym bicim gibi, bir Sayimn atig1 da ordinallerden
olusan bir ¢okluktur. Yine bicim gibi, attk da ¢ogun-
lukla bir ordinal degildir (ayrica augin dogal olmasi
paradoksal olacakur; gerci bi¢imin ordinal-maddede
hicbir delik olmadan W ordinalinden itibaren tiim or-
dinalleri kestigi ¢cok o6zel durumda dogal olacakur).
Auk, Madde ile Bi¢im arasindaki basit farkla elde edilir.

Bu durumda bi¢im ve augin birbirinin yerine gecebi-
lir oldugu soylenerek itiraz edilebilir. Bir anlamda olan
aslinda budur. Cagdas sanat eski bir bicimle donanmsg
eserlerin atigim eserler olarak sergileyerek Saymin bi-
lesimindeki bu belirsizligi farkina varmadan dusun-
mugti. Belirli bir Say1 i¢in atik ile bi¢imi nihai olarak
ayiran sey, Sayilar uzerindeki sira diizeni yasasindan
kaynaklanir; bu yasay1 13. bolumde inceleyecegiz.

Bicim ile auk birlikte alindiginda ya da bigim ile atik
birlestirildiginde maddeyi, yani kalkis noktasindaki or-
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dinali geri verdigini bir kez daha belirtelim. Madde, bi-
¢im ve atiktan olusan kume teorisi yapisindaki bu u¢ly,
sayisal kesmenin tamamdir.

1213 Bu yorumlarin 1g1ginda Say1 kavramina dair aragtirma
planimizin ana hatlarim ¢izebiliriz: _

- 1ki Saymin farkim olusturan seyi incelemek ve
bunlan serilestiren siralilik yasas: uizerine dusinmek:
Bu yasa olmadan sonlu 6zneler olarak Sayilann bilgi-
sinde hicbir ilerleme umudumuz olmazd:.

- Cebiri, Saynin iglemsel boyutunu (toplama, ¢arp-
ma, vs.) kurmak: Bu cebir olmadan, ozellikle de sayrna
ideolojisiyle simrlanmus kisiler olarak, Sayinin bir say1
olacagina kimse inanmazdi. Bununla birlikte Sayinin
varhgimin islemlerden evvel geldigi, Saymin 6ncelikle
Doganin temeli uizerine bir dusince, Sayinin madde-
si olarak dustinulebilecek dogal bir birim uzerinde bir
bicim ¢ikanp alan bir kesme oldugu hususunda taviz
vermeyecegiz.

- Sayilarnin sonsuzca sonsuz kalabalhginda, varhgin
say1sal bicimlerdeki inanilmaz savurganhginda tarihsel
sayllarimizi, dogal sayilan, bagil sayilan (negatif say1-
lar), rasyonel sayilan (kesirli sayilar), reel sayilan, or-
dinalleri tekrar bulmak.

- Bildigimiz veya kullandigimmza kiyasla sonsuzca
daha ¢ok Say1 oldugunu, tarihsel sayimizin, varhgin Sa-
yilardaki asinhg karsisinda ¢ok yoksul oldugunu gos-
termek. Boylelikle Sayimnin dusinceye hakiki bir uzam
actigim ve bu distncenin fiili islemlerde, kiime teorisi
ontolojisinin dugsinceye sagladig haliyle coklu-varhg-
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nin muktedir oldugu buttn Say: turlerinin sadece mi-
nik bir kismim agikladigim kesinlestirmek.

1214 Bu plan tamamlandiginda distnilebilir ve dusunu-
lemez yonleriyle Sayimn buruk mutlulugunu tada-
cagiz. Say1 varliga teslim edilecek ve olayin sayisiz/
sayllamaz [in-nombrable] sonucuna dogru ytizamuzt
donebilecegiz.
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NI1.

N2.

N3.

Ordinal kumeleri tizerine
ek aciklama

Sayr kavraminin merkezinde, “bir ordinalin parcas:”,
yani belirli bir ordinal uzerinden ¢ekip ahnms ordi-
nallerden olusan herhangi bir kiime kavrami bulunur.
Bir ordinalin tim elemanlan ordinal oldugu icin, “bir
ordinalin parcas1” nosyonunda hakim olan “bir ordi-
naller kumesi” nosyonunu dogru sekilde ele almak
amaciyla birka¢ agiklama zorunlu.

Bir ordinaller kiimesinin bir ordinal olmasi icin kiime-
de hicbir delik olmamasinin, belirtilen ordinale kadar
ordinalleri birbirine baglayan ait olma zincirinde hic-
bir ordinalin eksik olmamasinin gerektigini ve yettigini
belirtmistik.

Ait olma, ordinaller arasinda bir tam sirahlik oldugu
icin, her ordinaller kiimesi ait olma iliskisiyle tam sira-
lanmistir. Iginde delik olup olmamas: hicbir seyi de-
gistirmez. X bir ordinaller kumesiyse ve x, ve x, bu ku-
menin elemanlanysa daima ya x, € x, ya x, € x, ya da
x, = x, olacaktir. Dolaysiyla bir Sayinin bicimi ve atig
en az maddesi kadar ait olma uzerinden tam sirahdir.
Bicimin ve atigin dogal olmayan karakterini belirleyen
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N5.

Say1 ve Sayilar

sey deliklerdir, sirahhk degil. Dogal sunumun evren-
sel dolanikhg, Sayimn butun bilesenlerine yasasini
kaydeder. Fakat Sayilarin buyuk bir kismim varhgin
butunuyle dogal alanindan eksilten sey bunlarin bi-
cimini (ve dolayisiyla atiklanm) etkileyen eksiklerde-
dir. Bir Say1, dogal dokuda delikli olmas1 bakimindan
dogal degildir.

Her ordinaller kimesinin bir minimal elemam vardur.
Bir kez daha bu, dogal ¢okluklarin minimallik ilkesi
denen buyik yasasindan kaynaklamr (bkz. 8.10). X
tanmimlanms bir ordinaller kiimesi olsun ve P “X’e ait
olma” ozelligi olsun. Bu 6zellige sahip bir ordinal var-
sa (bunun i¢in X’in bog olmamas: yeterlidir) o halde
ozellige sahip olan bir en kiguk ordinal vardir. Bu en
kiiciik ordinali, X’in minimal ordinali olarak adlandin-
yoruz: X'in butin ordinallerine aittir, fakat X'in hicbir
ordinali ona ait degildir.

Minimal elemanin var olmasi, delik olup olmama-
styla alakah degildir. Bundan dolay1 bir saymmn bigi-
minin minimal elamanindan veya atiginin minimal
elamanindan her zaman s6z edebiliriz. Sayinin madde-
sinin minimal elemam ise, madde bir ordinal oldugu
icin, daima bos kime, 0°dir.

Fakat belirli bir ordinaller kiimesinin her zaman maksi-
mal elemanimin olmadigina dikkat etmeliyiz. Daha 6nce
bir limit ordinalin (ki bir ordinaller kiimesidir) hicbir
maksimal elemam olmadigim gormustik (bkz. 9.14).
A fortiori ordinallerden olusan herhangi bir kiime son-
suzca “agik” olabilir ve butun digerlerine hakim olan
hicbir eleman kapsamayabilir.
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Tersine, ordinallerden olusan bir X kiimesinin daima
bir st stmn vardir. “Ust sinir” tabiri, X’in butin ordi-
nallerinden daha buyuk olan ordinallerin en kucugua
anlamina gelir. Burada yine tst sininn varhgi, mini-
mallik ilkesiyle garanti edilir. P “X’e ait olan butun or-
dinallerden daha buytik olma” 6zelligi olsun. Bu 6zel-
lige sahip olacak bir ordinal kesinlikle olacaktir, aksi
takdirde X biitiin ordinallerin kiimesine esit olurdu,
kibu da tutarsizdir. Dolayisiyla P 6zelligini tasiyan bir
en kuciik ordinal vardir; X’in biitiin elemanlarindan
daha biiyiik olanlar arasinda en kugiik olandir ve bun-
dan dolay: X’in tst sinindir. Bu tst sinin sup(X) ile
gosterecegiz.

Bir ordinalin bir 6z parcasi (ordinalin kendisi olmayan
bir par¢a, gercekten kismi olan bir par¢a) bir ordinaldir
ve dolayisiyla bastaki ordinale aittir.

Bunun tersinin, ordinallerin tamminin bir parcasi
oldugunu daha 6nce gormustiik. Ordinaller gecislidir
ve bundan dolay: bir ordinale ait olan her ordinal aym
zamanda bu ordinalin bir par¢asidir. Simdi bir ordina-
lin 6z parcasi olan her ordinalin o ordinale ait oldugu-
nu ispatlamak istiyoruz. Bu da, ordinaller arasinda ait
olma tizerinden sirahhigm, icerilme tizerinden sirahhga
denk oldugu anlamina geliyor.

W, ordinalinin W, ordinalinin bir parcas: oldugunu
varsayalim; W, € W,. Ait olma ordinaller uizerinde bir
tam siralilik oldugu ve W , W 'den farkh oldugu icin
(ciinkd W, nin bir 6z par¢asidir) miamkiin olan iki du-
rum vardar:
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-YaW, € W, dir ve teorem dogrudur; W, ordinalin-
de icerilen W, ordinali aym1 zamanda ona aittir, parca
ayni zamanda bir elemandir.

- Yada W, € W 'dir. Fakat W, gecisli olduguicin bu-
nun sonucu W, € W, seklindedir. Halbuki W, ¢ W, ol-
dugunu biliyoruz. Bir kume bir bagka kiime tarafindan
iceriliyorsa ve aym zamanda o baska kiimeyi iceriyorsa
sezgisel olarak goruldagu gibi bunlar esit demektir ve
okur bunu tek bir satirda ispatlayabilecektir. Gelgele-
lim w, W, 'ye esit olamaz ¢tinkii onun bir 6z parcasidir.
Oyleyse dogru durum birinci secenektir ve teorem is-
patlanmstir.

Oyleyse ordinallerle ugrasiyorken birinin digerine
ait oldugunu soylemekle birinin digeri tarafindan ige-
rildigini sdylemek aym kapiya ¢ikar. Ya da: Bir ordinal
(par¢a olarak) bir bagka ordinali temsil ediyorsa aym
zamanda onu sunuyordur (eleman olarak). Bu bir or-
dinalin, eleman olmayan parcalan olmasim engellemez.
Basitce soylersek, bu parcalar ordinal de degildir. Or-
negin delikli, bosluk iceren kiimeler veya bir ordinal
zincirinin ortasindan baslayan veya sadece birka¢ ayn
elemani sunan, vb. kiimeler s6z konusu olabilir. Genel-
de bir Sayinin bi¢iminde olan budur.

Buna ragmen bir Sayinin bi¢imi bir ordinalse, dnceki
soylediklerimizden bu bi¢imin sadece maddenin (bas-
taki ordinalin) bir parcas1 degil, aym1 zamanda bir ele-
man da oldugu sonucu ¢ikar. Sonug olarak bu bigim
¢ok hususidir, zira maddenin bir “hiicresi”yle 6zdestir.
Bu durumda Say1, Dogadan ¢ekip alinmis bir temsilden
ziyade basit bir dogal sunumdur.
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13. Sayilarin farki ve sirasi

13.1 Bir Say1 tamamen maddesi (bi¢iminin alindig ordinal)
ve bicimi tarafindan belirlenir. Ak, madde ile bicimin
farkiyla elde edilir. Bundan dolay1 dedigimiz gibi Say1-
y1 N = (W, F(N)) biciminde yazmak ¢ogunlukla ¢ok
pratiktir; burada W ordinal-madde ve F(N) bi¢imdir.
D(N) ile gosterilen atik, W — F(N)’e esittir.

Bu kosullarda iki Saymin fark: nasil disunulmeli?
Ayn1 madde ve aym bi¢ime sahiplerse dogal olarak 6z-
des olduklanim koyutlayacagiz. Ozdes degillerse asagi-
daki secenekler miimkiin olabilir:

- Aym1 maddeye sahip olmadiklan i¢in 6zdes olma-
yabilirler. W, birinin, W, digerinin ordinal-maddesi
olsun. W, ve W, gibi iki ordinal ait olmaya gore, ama
aym zamanda gormiis oldugumuz gibi (bkz. N7) ige-
rilmeye gore diizenlenir: ya W, < W, yada W, c W,
olmahdir. Oyleyse bu durumda W  ile W,'yi farkh kila-
nm, W,-W, kiimesi veya W, — W, kiimesi oldugu soy-
lenebilir. Bir ordinalin butun elemanlan ordinal oldu-
guicin W ile W, 'yi, dolayisiyla bu ordinallerin madde-
sini olusturdugu N, ve N, sayilanm farkh kilan, W,’ye
ait olan ama W ’e ait olmayan (W, € W, durumunda)
veya W/ ’e ait olan ama W,’ye ait olmayan (W, € W,
durumunda) ordinallerdir;
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Say1 ve Sayilar

- Aym1 maddeye sahip olmalarina ragmen aym bigi-
me sahip olmadiklan i¢in 6zdes olmayabilirler. Bu du-
rumda birinin bi¢ciminde olan ve digerinin biciminde
olmayan elemanlar (dolaysiyla ordinaller; zira bir Sa-
ymin ilk maddesi bu ug¢ bilesendeki ordinallerden olu-
sur; madde, bicim ve atik) vardir. Fakat madde aym
oldugu i¢in birinin bi¢ciminde oldugu halde digerinin
biciminde olmayan bitin elemanlar, onun atginda-
dir; w € F(N)) ve w ¢ F(N,) ise, o halde W € D(N,)
olmahdir. N, ve N, gibi iki Saymin farkim olusturan,
birinin bi¢ciminde olan ve digerinin atiginda olan ordi-
naller kumesidir.

Dolayisiyla iki Sayimin farkinin ordinaller bakimin-
dan dusunulebilecegi goruluyor. Bir ordinal, birinin
maddesindeyse ama digerinin maddesinde degilse ya
da birinin bi¢iminde ve digerinin atigindaysa iki Sayr
arasindaki farki olusturur.

Herhangi iki Sayiy1 alahm. Birinin maddesindeyse ama
digerinin maddesinde degilse ya da birinin bi¢ciminde
ve digerinin atigindaysa (bu, ikisinin de maddesinde
oldugu anlamina gelir, ¢iinka bi¢im ve atikk maddenin
parcalandir) bir w ordinalinin bu iki sayiy1 aywrdigim
soyleyecegiz.

Ornek verelim.

N,, ordinal-maddesi 2 ve bi¢imi (0) olan (2, (0))
Sayisi olsun. Bu gercekten de bir Sayidir, ¢inki 2 bir
ordinaldir (varhg (0,(0)) olan sonlu ordinaldir, bkz.
11.5) ve (0) seklinde gosterilen 0'in tekligi bu ordina-
lin bir parcasidir (bkz. 7.11). Bu N, sayisinin maddesi
2 ordinalidir ve bicimi (0) parcasidir.
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N,, (w, 2) Sayisi olsun. Bunun bir Say1 oldugu dog-
rudur, zira o bir ordinaldir (ilk limit ordinal) ve w’nin
bir elemam olan 2 ordinali aym1 zamanda bir parcadir
(ordinallerin gegisliligi). Bu N, say1sinin maddesi  ve
bi¢imi (0, (0)) = 2 par¢asidir.

o ordinali N, ile N, Sayilanm ayirmaz. Ashnda @
kesinlikle N ’in (sonlu ardil ordinal 2 olan) maddesin-
de degildir, fakat aym zamanda N,'nin maddesinde de
degildir, zira bu madde w'dir ve hicbir kiime kendisine
ait olamaz: Dolayisiyla @ € @ olamaz.

0 ordinali de (bos kiime) N, ile N, Sayilanm ayir-
maz. Gercekten de 0, her ikisinin biciminde de yer ahr.
N/’in bicimi, tek elemam 0 olan (0) tekligidir. Dola-
yisiyla 0 bu bicime aittir. Ote yandan 0, N,’nin bicimi
olan 2 ordinalinin bir elemamdir. Dolaysiyla 0, N, 'nin
de bicimindedir.

Fakat (1 tam say1si olan) (0) ordinali, N, ile N, Sa-
yilarim ayinr. Gergekten de (0), 2 ordinalinin bir ele-
mamdir ve dolayisiyla N, 'nin bicimine aittir. Fakat tam
da (0) seklinde olan N in bicimine ait olamaz, ¢iin-
ki kendi kendine ait olma, (0) € (0) imkansizdir. (0),
N/’in (2 ordinali olan) maddesinin bir elemam oldugu
halde bi¢ciminde bulunmadig) i¢cin atigindadar.

1ki Say1 ve herhangi bir ordinal verildiginde s6z konu-
su ordinalin iki Say1y1 ayinp ayirmadigim daima bile-
biliriz. N, ve N, Sayilarsa, “N| ile N,'yi ayirma” 6zelligi
tam tammlanmstir.

Fakat N, ile N,yi aywran bir ordinal varsa (dolay-
styla N, ile N, farkhysa), dogal cokluklarin ¢ok 6nemli
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. bir yasasi oldugu i¢in surekli kullandigimiz minimallik

ilkesi geregince (bkz. 8.10), bu Sayilan ayiran bir en
kugtik ordinal vardir. Ya da bagka bir deyisle “N, ile
N, Sayilarim ayirma” ozelligi icin bir minimal ordinal
vardir.

Cok onemli bir tamm: 1ki Say1y1 ayiran en kigik ordi-
nali, iki Sayinin ayirtaci olarak adlandiracagz.

Ayirta¢ kavraminin 6nemi sudur: 1ki Say1 arasindaki
fark dusiincesini, tek bir ordinalin incelenmesine indir-
ger. Farkin bu “minimal nokta”s1, iki Say1 arasindaki
karsilastirmanin global degil, yerel olarak ele alinmasi-
na olanak verir. Ayirtacin var olmasy, iki sayinin farkh
oldugu sonucuna varmak icin yeterlidir.

Bir 6rnek daha.

Yukandaki 6rnekte kullandigimiz N, ve N,'yi alahm
(bkz. 13.3): N, = (2,(0)) ve N, = (w, 2). Bunlarnn ayir-
tac1 nedir?

- 0m N, ile N,'yi ayirmadigim gordik.

- Aynca (0)'m ikisini ayirdigim da gordik. (0)'dan
daha kugiik tek ordinal 0 oldugu ve buda N, ile N,’yi
aymrmadig icin, (0) kesinlikle bu ikisini ayiran en kii-
cuik ordinaldir.

Dolayisiyla (0)mn (2,(0)) ile (w, 2) Sayilarimin ayir-
tac1 oldugunu soyleyecegiz.

Ayrrtacin konumuna isaret edelim: N, ve N, Sayila-
nnin maddesindedir, fakat N_’nin bicimindeyken N ’in
atigindadir.

Simdi asagidaki gibi iki sayiy1 dustnelim (S(W), W
ordinalinin ardil ordinalini gostermektedir, bkz. 9.5):
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- N, = (S(w),w). Maddesi S() ve bi¢imi wdir. Her
ordinal, ardilinin elemam oldugu ve bir ordinalin bu-
tin elemanlan ordinalin bir parcas1 oldugu icin (gecis-
lilik) bu, S(w)nin bir parcasidir.

-N, = (S(S()),w). Maddesi, @wnin ardilimin ardihi-
dir ve bicimi a’dir.

N, ile N, un ayirtac1 nedir? ki Say1 aym bigime sa-
hiptir: @. Fakat bu bicim farkh maddelerden alimmigtir:
S(w) ile S(S(w)). S(@) ordinaline kadar bu iki Say i¢in
her sey “aym” sekilde gelisir. Bu ordinal N, in madde-
sindedir ¢inkii S(®) € S(S(®)); ama N,iin maddesinde
degildir ¢cinkia S(®@) ¢ S(@). Dolayisiyla S(w), N, ile
N_un farkin olusturan en kiciik ordinaldir; bu iki Sa-
yinin ayirtacidir.

N, ile N,in ayirtacinin konumuna isaret edelim:
S(w), N, in maddesinde degildir ama N,in maddesin-
dedir. Fakat bu kez N,in w seklinde olan biciminde
degildir. Dolayisiyla atigindadir.

Ayirtacin ordinal noktasalhg) ile kiyaslanan Sayilar-
daki konumunun bilesimi, bize Sayilarin simirsiz ala-
ninda sirahilik kavraminin anahtarim verecektir.

Tim bunlara daha kesin bir bi¢im verelim.

N Sayisinin gerceklestirdigi sayisal kesmenin ii¢ bo-
yutu (madde, bicim, atik) agisindan bir W ordinalinin
isgal ettigi konumu, N Sayist bakimindan W ordinalinin
konumu olarak adlandiracagiz ve L(w,N) ile gosterece-
giz. Konum i¢in mimkun ¢ durum oldugu asikardir:

- Ya w ordinali, N Sayisinin maddesi olan W ordi-
nalinin elemam degildir. Bu durumda madde disinda
konumlandigim soyleyecegiz: L(w,N) = hM(N).
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- Ya w ordinali, W maddesi-i¢cindedir ve Saymn bigi-
mine aittir. L(w,N) = F(N).

- Yada w ordinali, W maddesi i¢inde olmasina rag-
men Saymnin atigindadir. L(w,N) = D(N).

S6z konusu olan N sayis1 hakkinda herhangi bir
muglakhik olmadiginda L(w) = D gibi basitce yazabil-
memiz mumkin olacak. Bu, wnin (bahsettigimiz say1
icin) konumunun, (bu Sayinin) atigina ait oldugu an-
lamina gelecek.

Bir N Sayis: verildiginde N i¢in her ordinal konum-
lanmustir, zira “madde dis1” konumu kabul ediyoruz.

Bir ordinal N, ile N, gibi iki say1y1 ayirdiginda (bkz.
13.2) bunun anlam ¢ok basitce iki Say1 bakimindan
konumunun ayni1 olmadigidir. Iki Sayiy1 aywan bir w
ordinali i¢in olanakh konumlarn tablosu asagida gos-
terilmektedir (konumlar hM, F ve D seklindedir):

L (w\N)) L (w\N)
F D
F hM
D F
D hM
hM F
hM

N, ile N, 'nin ayirtac1 bunlan ayiran en kiiciik ordinal ol-
dugu icin, illa tabloda yazih konum “ciftleri”nden birin-
de olmak zorundadir. Mesela N ’in agindaysa N, nin ya
bi¢iminde ya da maddesinin disinda olmahdur.
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Sayinin Ontolojisi: Tanim, Siralilik, Kesim, Turler

Sayilar iizerinde siralihgin tamma.

N, ve N, gibi iki Say1 alahm ve w bunlarin ayirtaci
olsun (ayirta¢ kavrami cok merkezi oldugu icin gerek-
tiginde 13.4, 13.5 ve 13.6 maddelerini tekrar okuyun).

N, ve N, Sayilan i¢in w ayirtacimin konumu asag-
daki ¢ durumdan birine giriyorsa N in N,'den daha
kiictik oldugu sdylenecek ve N, < N, yazilacak:

-L(w,N)) = D(N)) ve L(w,N,) = F(N,): aywrtac N,’in
atiginda ve N, nin biciminde.

-L(w,N)) =hM(N)) ve L(w,N,) = F(N,): aywrta¢c N,’in
maddesinin disinda ve N,'nin biciminde.

- Lw,N)) = D(N)) ve L(w,N,) = hM(N,): ayirtac
N/'in atifinda ve N,’'nin maddesinin disinda.

ki Sayinin ayirtacinin mimkun konumlarina dair
13.7°deki tablonun isaret ettikleriyle bu u¢ durumu
dikkatli bir sekilde karsilastirin.

N, < N, bagitisimin bir siralihik bagintis1 oldugu asi-
kar degildir. Fakat bu hususu tesis etmeden 6nce, du-
stnce i¢in so6z konusu bagintinin karakteristiklerini
ag1ga cikarabiliriz.

Aynrtag, iki Saymin farki kavramim tek bir noktada
(bir ordinalde) bir araya getirir. Burada 6ne suriilen
sirahlik bu noktamn konumuna, dolayisiyla bir tur
farkin topolojisine baghdir. Zira, her N Sayisini, “po-
zitif” sayisallign teskil eden kesme jestinde, bu jestin
maddeden ¢ekip aldig1 sey bicim oldugu icin, eger iki
Sayimnin ayirtaci birinin bicimindeyse daima bu Sayr-
nin digerinden “daha buytik” oldugunu dustnecegiz.
Gergekten de ayirtag oteki sayida ya atiktadir ya da
madde disindadar.
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Tersine, bir Saymnin atig, biciminin kesmesinin sa-
dece pasif bir sonucudur, sayisal jestin istemeden or-
taya ¢ikan kalintisidir. Edim olarak saymin maddeye
biraktig1 seydir. 1ki Sayinin ayirtaci birinin atugindaysa
daima bu Saymin digerinden “daha kicuk” oldugunu
dustnecegiz. Bu diger sayida ayirtag ya bicimdedir ya
da madde disinda.

13.10 Saymnin sayisalligs olarak dusuntulen bigimin, pasif ter-
si olarak dusunilen atk tzerindeki aktif ustinlagu
bakimindan biitiin siralihg belirleyen bu kavrayisin
gorintgste paradoksal bir sonucu, ayirtaclari N 'in
anginda ve N,’nin maddesinin disindaysa N, sayisinin
N,'den daha kicuk olacagidir. Bu “paradoks”, “madde
dis1” konumunun hepsi arasinda en kayitsizi oldugu-
na inanilmasindan kaynaklanir. Ne biciminde ne de
atuginda olan “madde dis1” bir ordinal, sayisal jestten
etkilenmez bile. Oyleyse atikta yer alan ve dolayisiyla
en azindan Saymnin maddesinde bulunan bir ordinal-
den daha da pasif, bicimin sayisal ¢ekip ¢tkarma igle-
minden daha az etkileniyor degil midir? hM konumu
Sayryla iliskili olarak higligin bir figira, augin pasif fi-
gurinden ontolojik olarak daha “asagida” yer alan bir
figar degil midir?

13.11 Bu “paradoks” hissi temel bir noktay1 unutur: “Madde
dist” konumu, bizzat maddeyi icerir, zira bir W ordinali
kendisinin elemam degildir. Hi¢ kimse maddenin, Say:-
nin jestine “kayitsiz” oldugunu savunamaz: Madde, Sa-
ymin ilk gercegidir, Say1 ondan hareketle var olur, var-
higim sayisal kesmeye acan dogal cokluktur. ki Saymin
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ayirtacl, bunlann biri icin “hM”de konumlandiginda
daima ikisinden birinin bizzat maddesi s6z konusudur.

N, ve N,'nin ayirtac1 N, 'nin maddesinin disindaysa,
nedeni N 'in maddesinde (biciminde veya atiginda)
olmasidir. Aksi takdirde, yani iki Sayinin maddesinin
disinda olsayd1 bu sayilan ayirmazdi. Dolayisiyla ayir-
ta¢ kesinlikle N 'in maddesinde ve N,'nin maddesinin
disinda olan en kiiciik ordinaldir. Bu acik¢a N, madde-
sinde olan W ordinalinin N, maddesinde olan W, ordi-
nalinden daha biiyiik oldugu anlamina gelir. Aksi tak-
dirde W 'de, W de olmayan bir ordinal olamazds, zira
bir ordinal kendisinden 6nce gelen biitin ordinalleri
eleman olarak kapsar (bkz. 11.2). Dolayisiyla W, € W,
olur (ordinaller uizerindeki siralilk bagintis: ait olma-
dir). Fakat W,, W ’ye ait olmayan en ku¢iik ordinaldir,
W,’den kiiciik biitiin ordinaller tam da W, 'nin eleman-
lanm olusturur. Son olarak, W,, W dedir ve W de
olmayan en kiciik olan elemandir. Dolayisiyla N ’in
maddesi olan W 'de yer alan ama N,’nin maddesi olan
W 'de yer almayan, yani N,'nin maddesinin disinda yer
alan en kugtik ordinaldir. N, nin maddesi olan W, N, ile
N, 'nin aywtaadir.

Bu ispatin genel bir gecerliligi vardir: N, ile N, 'nin
ayirtacinin N 'in atiginda ve N 'nin maddesinin digin-
da olmas1 nedeniyle, ne zaman N 'in N,'den “daha ku-
cuk” veya N, < N, oldugunu soylersek bu, s6z konusu
aywrtacin N, 'nin ordinal-maddesi oldugu anlamina gelir.
Aynca bu bagint1 mesrudur, ¢cinku bir Sayinin madde-
si, say1sal kesmenin tizerinde islem yaptig1 bir-ordinal,
atugm pasifligine ontolojik olarak tstun olan ilk varh-
g bir kahtidir.
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Dolayisiyla D < hM < F yonunde konumlan sirala-
mak felsefi olarak bir temele dayanmaktadir: Kesmenin
olumlayic1 sayisalliga olan bi¢im, madde disina ustun-
dur ve o da atugn pasifliginden ustandur, zira gercek-
te bu “madde dis1”, ordinal olarak biitiiniinde bir-ola-
rak-sayllan maddenin kendisidir.

U durumumuzda temellendirilen (ayirtag D(N,) ve
F(N,)de oldugunda; D(N)) ve hM(N,)’de oldugunda;
hM(N,) ve F(N,)'de oldugunda) N, <N, bagintisi, do-
gal maddede bir bicimin kesmesi olarak Sayin varh-
gina temellendirilmis bir hiyerarsi kaydeder.

1312 Simdi N, < N, bagintisimin, terimin matematiksel an-
lamyla gercekten bir sirahlik bagintisi oldugunu tesis
etmek gerekiyor: yani Sayilan seri haline getirdigini.
Buise su ti¢ soruya olumlu yanit vermeye karsihik gelir:

1) Bagint1 tam midir?* Yada: N, ve N, gibi herhangi iki
farkh Say1 verildiginde daimaya N, <N, yada N, < N,
oluyor mu?

2) Bagint1 yansimayan bir baginti m1? Yada: N, < N,
elde etmek imkansiz m1?

2 Kitap boyunca, bagmtmm iki farkli terimi daima bu bagmuyla bir-
birine baglandigmda bir bagmtmm (¢ogunlukla sirahlik bagmtismm)
“tam” oldugunu soyleyecegim. Boylelikle ordinaller izerinde € bagm-
tismin veya Sayilarda < bagmtismin tam oldugunu séyleyecegim.

Bazi zamanlar ayrica yansiyan, yani her terimi kendisine baglayan bir
bagmtida “tam” bagmt: olarak adlandinhr. Ornegin dogal tam sayilar-
da < (kuguk veya esit) bagmusi boyledir.

Yalnizca farkh terimler icin bag gerektiren ve kendisinin kendisiyle
bagmu1 (yansiyan bagmti) diglayan benim tammima bagh kalmak ilgi-
lendigimiz meselede daha pratik olacaktir. Bir sira bagmtis1 s6z konu-
su oldugunda bu, sirahhik aksiyomlarinm kesin sirahhk aksiyomlan
oldugu anlamma gelir.
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3) Bagint1 gecisli midir? Yada: N, <N, bagintisi ve N,
<N, bagintis1 N, < N, bagintisin1 gerektiriyor mu?

Bu ti¢ nokta ispatlanmrsa 13.11’de ortaya konan fel-
sefi mesrulukla matematiksel (dolayisiyla ontolojik)
mesrulugu cakisirmis oluruz. Ya da daha ziyade, Sa-
yilarin sirahligiyla iliskili olarak, hep icinde kalmaya
cabaladigimiz durumu elde etmis olacagiz: “Matema-
tik ontolojidir” seklindeki felsefe 6nerme cercevesinde
soylenenlerin, matematiksel ¢ikarimlar zinciri cerceve-
sinde soylenenlerle uyum icinde kalabilecegi durum.
Ya da varhk olarak varhgin bilimi sifatiyla matematigin
yorumlamsmm gercekle temas noktasinin, boyle bir
bilimin fiili dugiincelerini 6rnek aldig1 durum.

13.13 < bagintis1 tamdir.
N, <N, esitsizligi icin durum tablosuna son bir kez
daha bakalim. Bu tablo N, ve N, 'nin ayirtacinin konu-
munu sabitler.

1 NZ
1. durum
2. durum hM F
3. durum D hM

Bagintinin tam oldugunu gostermek, iki farkh Sayr
verildiginde bunlardan birinin daima digerinden “daha
kuguk” oldugunu gostermektir.

N, ve N, rastgele secilmis iki Say1 ve w bunlarin ay1r-
tac1 olan ordinal olsun. U¢ durum mimkindur:

- Ayirtag w, N,in atigindadir. Bu durumda,
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a) yaN,’in bicimindedir ve N, < N, olur (bkz. tablo);
b) ya N, in maddesinin disindadir ve N, < N, olur (yu-
kandaki gibi).

- Ayirtag w, N,'iin bicimindedir. Bu durumda,
a) ya N in angindadir ve N, < N, olur (yukandaki
gibi);
b) ya N, in maddesinin disindadir ve N, < N, olur (yu-
kandaki gibi).

- Ayirta¢ w, N.iin maddesinin disindadir. Bu du-
rumda,
a) ya N an bicimindedir ve N, < N_ olur (yukandaki
gibi);
b)yaN,in atigindadir ve N, < N, olur (yukandaki gibi).

Bitin durumlan tikettigimizde N, ve N, Sayilan
arasindaki < bagintisinin her zaman tammh oldugunu
goriyoruz. Bu bagmti, Sayilar alamnda tamdir, < ile
birbirine baglanmayan iki farkh Say1 yoktur.

13.14 Saylar arasindaki esitsizlikler hakkinda daha hizh akil
yiritme ahskanhgm kazanmak iyi bir sey. Omegin
soyle diyebiliriz: w ayirtac iki Sayidan birinin atigin-
daysa tablo (tek mumkiun olan 1. ve 3. durumlar) s6z
konusu Saymnin digerinden daha kuguk oldugunu gos-
terir. Eger w iki Sayidan birinin bi¢cimindeyse tablo (tek
mumkun olan 1. ve 2. durumlar) s6z konusu Saymin
digerinden daha buyiik oldugunu gosterir. wnin iki Sa-
yidan birinin maddesinin disinda oldugu durumu bir
kenara birakmigiz gibi goriniiyor. Fakat hayr, ¢iinku
illa digerinin atiginda veya biciminde olmahdir (her
ikisinin maddesinin disinda olsaydi bunlan ayirmazdi)
ve boylelikle 6nceki durumlardan birine geri doneriz.
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1ki Sayiy1 < bagintisiyla karsilastirmak icin su sekil-
de ilerleyecegiz: Once ayirtacin ikisinden birinin bigi-
minde olup olmadigina bakacagiz, eger dyleyse o Say:-
nin daha buytik oldugu sonucuna hemen varabiliriz.
Durum boyle degilse, ikisinden birinin atiginda olup
olmadigina bakacagiz; eger dyleyse o Sayimin daha ku-
citk oldugu sonucuna varabiliriz. Isimiz bitmistir, bas-
ka mumkun durum yoktur.

13.15 < bagintisi, yansimayan bir bagintidir.
Bu nokta 6nemsizdir. N, < N, olamaz, ¢tinkii bagin-
t1, ayirtacin varhg ve konumu tuzerine temellenir; ayr-
tagsa N, ile kendisi “arasinda” var olamaz.

13.16 Sayilarin < bagintisiyla kiyaslanmasinda ahistirma yap-
mak icin 13.6'daki 6rneklerimizi kullanalim. Madde ve
bicim cifti yoluyla notasyonu kullanarak asagidaki dort

Sayiy1 elde etmistik:
N, = (2,(0))
N, = (w,2)
N, = (S(®),0)

N, = (5(5(w)),0)

N, ile N, 'nin ayirtac (0)’'dir. N ’in anginda ve N, 'nin
bicimindedir. Dolayisiyla N, < N..

N, ile N.’iin ayirtac1 S(w)’dir. N,in maddesinin di-
sinda ve N, 'in augindadir. Dolayisiyla N, < N,.

N, ile N'in ayirtac1 (0)'dir. N 'in auginda ve N,an
bicimindedir. Dolayisiyla N, < N.,.

N, ile N, 'nin ayirtac1 2'dir (neden?). N, 'nin atiginda
ve N,’in bicimindedir. Dolayisiyla N, < N,

Okur geri kalan karsilastirmalan kendisi yapabilir.

196



Say1 ve Sayilar

Bir Sayinin buyik olmasinin nedeninin, o Saymin
maddesinin “daha buyuk” olmasiyla ilgili olmadig
fark edilecektir. Nitekim N_’iin ordinal-maddesi, @’nin
ardihnin ardihidir ve bu da, N, in maddesi olan @w’nin
ardilindan daha buayiktur. Gelgelelim, N, < N,.

Bu 6rnekte daha da carpici olan N, ile N ’in bici-
minin aym olmasidir (wdir). Oyleyse su “yasa”y1 elde
edebiliriz: Bicim ayni kalirken madde artarsa Say: aza-
lir. Genel durumda bodyle oldugunu ispatlamak ashinda
kolaydir. (W,,X) bir N, sayis1 ve (W,,X) bir N, say1s1
olsun; W, € W, ve X aymi ordinaller kiimesi olsun (yani
W, ve W 'nin ortak bir parcas1). Bu iki Sayinin ayirtaci
ikisinin de biciminde bulunamaz, ¢ink aym X bicimi-
ne sahiptirler: X'in bir elemam onlan ayiramaz (N, ve
N, icin konumlan aymdir, yani bicimdedirler). Dolay1-
styla birinin atiginda ve digerinin maddesinin disinda-
dir. Ayirtacin, W/ ’e ait olmayan ve W, 'de olan (¢inku
W, € W,) en kiigiik ordinal olan W 'in ta kendisi oldu-
gu aciktir. W, zorunlu olarak N, 'nin atiginda (¢cinka
maddesine ait olsa da X’e, yani bi¢imine ait degildir) ve
N/ 'in maddesinin disindadir. Bundan dolay1, N, < N,.

Bu, bir (W, X) sayisim % oranina yakinlastinr. Ni-
tekim bu oranin, W paydasinin artinlmasiyla azaldigim
biliyoruz. Fakat dikkatli olalim; bu ¢ok uzak bir analo-
jidir, zira % burada hicbir anlama gelmez.

Yine de bu analojiden ilham alarak, madde ayn1 kalir
ve bicim artarsa —eski X biciminin, yeni X’ biciminde ice-
rilmesi anlaminda— Sayimn artacag ispatlanabilecektir.
Bu kez “oram” artiran “pay”in artmasidir. Bu ispatin
ayrintilarim okura birakiyorum. Sadece ayirtacin X’
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bicimine ait olan ve X bicimine ait olmayan en kiguk
ordinal olduguna isaret etmek yeterli: Ayirtag ikinci sa-
ymnn biciminde ve birincisinin atigindadir; dolayisiyla
ikincisi daha buytuktir.

Bu tespitler felsefi bakimdan temellendirilmistir.
Daha buytk bir maddeden aym bi¢imi uretmek ashnda
ne demektir? Sayisal kesme jestinin buyiik bir madde-
den (daha buyuk bir ordinalden) ashnda daha az bir
maddeyle elde edilebilecek bir bi¢imi ¢ekip ¢ikarabil-
digi anlamina gelir. Dolayisiyla bu jest daha az yogun,
daha az zarif, daha az etkilidir. Bu jesti isaretleyen Sa-
ymin daha asag olarak disuntlmesi mesrudur. Bunun
tersi de agiktir: Bastaki maddeyle daha genis, ilkinin
elemanlarinin yam sira bagkalarim da kapsayan bir bi-
¢im elde etmek, daha etkili bir kesme hareketi teskil
eder. Daha ustiin bir Sayiyla isaretlenmesi mesrudur.

Dolayisiyla < bagintis1 matematik alaminda Sayilarin
karsilastinlmasimin ontolojik bakimdan rasyonel di-
zenlenisini ifade eder.

13.17 < bagintis1 gecislidir.

N, N,, ve N, Sayilan verildiginde, N, <N, ve N, < N,
ise o halde N, < N, oldugunu gostermek s6z konusu-
dur. Her sey elbette ayirtaclarin konumuna bagh olacak.
N, ile N,'nin ayirtacim w(1,2), N, ile N,’in ayirtacim
w(2,3) ve N, ile N, "un ayirtacim w(1,3) ile gosterecegiz.

a) Birinci asama. w(1,2) ve w(2,3)’ten daha kiuciik
olan bir ordinal N, ile N,’ii ayirmaz.

1ki Saymin ayirtaci, bu iki Sayiy1 ayiran en kiigiik or-
dinaldir (ordinallerin sirahhg), yani ait olmaya gore).
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Eger bir W ordinali w(1,2)’den daha kugiikse N, ile
N,’yi ayirmaz. Konumu (F, D veya hM) N, ve N,'de
aymdir. Aym zamanda w(2,3)’ten de daha kugiikse N,
ile N;'a de ayirmiyor demektir. Konumu N, ve N,’te
aymdir. Dolayisiyla konumu N, N, ve N,’te aymdir ve
N, ile N;'t ayirmaz.

b) Birinci asamamin sonucu: N, ile N;i ayiran
w(1,3), w(1,2) ve w(2,3)den daha kiciik olamaz. Do-
layisiyla en azindan bu ikisinden en kiigiik olana esittir.

¢) Ikinci asama. w(1,2) ve w(2,3) ordinallerinin en
kucugi N, ile N, ayinr.

Gosterim agisindan pratik olmasi amaciyla bu en
kuguk ordinalin w(1,2) oldugunu varsayalim (w(2,3)
olsaydi da akil yuriitme tarz1 tamamen aym olacaktir;
okur i¢in harika bir aligirma). w(1,2) N, ile N, yi ayir-
digr icin N 'deki konumu N,’deki konumundan fark-
hdir. Fakat w(2,3)’ten kiiciik oldugu icin N, ile N,’a
ayumaz, zira N, ile N,’in ayirtaci olan w(2,3) buiki Sa-
yiy1 ayiran en kuguk ordinaldir. Dolayisiyla w(1,2)'nin
N, ve N,'teki konumu aymdir. N,'deki konumu N, 'de-
kinden farkh oldugu icin, N, ve N ’de konumu aymysa,
N,’teki konumu da N,’dekinden farkh olacaktir. Dola-
yistyla w(1,2) N, ile N,"a ayinr.

d) Uciincii asama. N, ile N,’in ayirtaci, yani w(1,3)
gercekten de w(1,2) ve w(2,3) ordinallerinin en kiiciigi-
ne esittir.

w(1,3)in en azindan ‘w(l,2) ve w(2,3) ordinalle-
rinden en kucugune esit olmasi gerektigini gorduk
(birinci agama). En kii¢iik ordinalin w(1,2) oldugunu
varsaydik. Dolayisiyla w(1,3) en azindan w(1,2)’ye esit
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olacaktir. Oysa w(1,2), N, ile N;"a aymnir (ikinci asa-
ma). w(1,3), N, ile N,'iin ayirtaci, dolayisiyla bunlan
ayiran en kuguk ordinal oldugu ve N, ile N,’a ayiran
w(1l,2)’den daha kugcuk olamayacag icin, w(1,2)’ye
esittir. w(1,3) = w(1,2).

e) Ek not. Diger turld, yani w(2,3)"un en kiigciik ol-
dugunu varsaysaydik aym nedenlerle w(1,3) = w(2,3)
oldugunu bulurduk.

f) Dérdiincii ve son asama. w(1,3) = w(1,2) oldugunu
biliyoruz. Bu su sekilde ifade edilebilir: N, ile N,'nin
ayrtaci olan w(1,2) ayn1 zamanda N, ile N,’tin de ayir-
tacidir.

N, < N, oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla w(1,2)'nin
iki Sayidan en kiiciigti olan N 'deki konumuna dair iki
miumkun durum vardar:

-Ya w(1,2), N/in atigindadir. Fakat bu durumda N,
ile N,'in de ayirtac1 oldugu icin N 'in atigindaki konu-
mu N, < N, oldugu sonucuna varmamiza neden olur
(bu konuda, bkz. 13.14).

- Ya da w(1,2), Nin maddesinin disindadir. Bu
durumda mutlaka N,’'nin biciminde olmahdir, ¢iinki
N, < N,. Fakat w(2,3)'ten kicik olan w(1,2), N, ile
N,i ayirmaz. Dolayisiyla aymi zamanda N, in bicimin-
de olmalidir. N, ile N;'in ayirtaci oldugu icin, N/'in
maddesinde ve N,’tin biciminde olduguna gore, N, <N,
oldugu sonucu ¢ikar.

N, <N, ve N, < N, ise o halde N, < N, oldugunu
ispatlamig olduk. Bir bonus olarak daha incelikli bir
sonug da elde etmis olduk: N, ile N,'in ayirtacy, N, ile
N,'nin ve N, ile N,'tin ayirtaclan arasinda en kiiguk ola-
nina esittir.
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1318 Inatg1 bir okurla yukandaki ispata iliskin bir diyalog:

OKUR: Bastan sona N, ile N,’un ayirtacimn var oldu-
gunu varsaytyorsunuz. Bu hi¢ de acik degil. N, < N,
oldugu icin N, ile N,'nin ayirtacimin var oldugunu go-
riyorum. N, ile N,’in ayirtaci icin de aymsi gegerli.
Fakat nihayetinde N, = N, olmasi gayet mimkiin ve
bu durumda w(1,3) ayirtact olmayacaktir. Bagint1 bir
dongt olacakur: N < N, <N,

BEN: Bu sa¢gma. N, ile N, 'nin ayirtaci, N, < N, olacak
sekilde N, ve N,’de konumlanmigsa N, < N, olamaz.
Dolaysiyla N, zorunlu olarak N, ’ten farklidir ve bunla-
rn ayirtaci vardir.

OKUR: Tamam kabul ediyorum, fakat hala tatmin ol-
mus degilim. lkinci asamanizda w(1,2) ve w(2,3) ayir-
taclanindan birinin aralarinda en kiguk ayirtag oldu-
gunu varsaylyorsunuz. Fakat bu ikisinden birinin en
kiiciik olmamas1 mimkiin olabilir: Bunun icin esit ol-
malan yeterlidir. Beni kandirnaniza izin vermek iste-
medigim icin size bir 6rnek hazirladim. Asagidaki ug
Sayiy1 dugunun:

- N, maddesi 2 ve bicimi I'in tekligi olan (2,(1))
Sayisi olsun. Yazdiklarimzi okudum ve 1 ordinalinin
2 ordinalinin bir elemam oldugunu (bkz. 11.5) ve bir
elemann tekliginin bir parca oldugunu (bkz. 7.11) bi-
liyorum. Dolayisiyla elimizde bir ordinal ile o ordinalin
bir parcasindan olusan bir cift olduguna gore bu ger-
cekten de bir Sayidir (bkz. 12.11).

- N,, maddesi bosluk ve bicimi bosluk olan (0,0)
Sayist olsun. Bu da bir Sayidir! Ciinki madde olan 0
bir ordinaldir ve 0 her kumenin evrensel parcasidir
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(bkz. 7.9) ve buna bir kiime oldugunu bildigim 0’in
kendisi de dahildir. Oyleyse 0, bicim icin de uygundur.

- N,, (2,1) Sayis1 olsun. Kars1 cikmaniz miimkin de-
gil, cinku 2 bir ordinaldir ve 2'nin bir elemam olan
(yine 11.5) 1 onun bir parcasidir, cinki her ordinal
gecislidir.

Fakat o da ne! N, ile N, 'nin ayirtac1 0’dir: 0, 2'nin
maddesinin eleman olsa da, (1) tekliginin tek elema-
m 1 olduguna gore bicimde yer almadigiicin N ’in at1-
gindadir. Ayrica N, ’nin maddesinin disindadir, ¢tink
bu madde 0’dir ve 0 onun bir elemam olamaz. Oyleyse
N, <N,.

N, ile N;"in ayirtac1 yine, biraz 6nce gordiugumiz
gibi N;’nin maddesinin disinda olan ve 0 € 1 oldugu
icin N,’in biciminde olan 0°dir. Bundan dolay1, N, < N,
olur.

Iste size N| < N, ve N, < N, oldugu halde, 13.7'deki
notasyonlarmizi kullamrsak w(1,2) ile w(2,3)an esit
oldugu somut bir durum. Dolayisiyla aralarindan biri
daha kuctik degildir ve boylelikle akil yirutme yonte-
miniz coker.

BEN: Zekice! Neticede orneginizde gecisliligin dogru-
landigim teslim ediyorsunuz. Zira N, ile N,"in ayirta-
c1, N;'in aiginda ve N, in biciminde olan 0°dir. Oyle ki
N, < N, elde edilir.

OKUR: Bensize ilke tizerinden bir itiraz yoneltiyorum,
siz ise ampirik bir yorumla yamt veriyorsunuz! Ver-
digim ornek, N, ile N, ve N, ile N, arasinda en kugiik
ayirtacin daima tespit edilebilecegi olgusuna dayanan
genel akil yuriitme tarzimz1 tahrip ediyor. Size boyle
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yapamayacagimiz bir durum gosteriyorum. Bu durum-
da gegisliligin belki sans eseri gecerli olmasi sizin hig-
bir sey ispatlamamis oldugunuzu gosterir.

BEN: Yine de w(1,3)’tin, w(1,2) ve w(2,3)’den daha kii-
cuk olamayacagim soyledigim birinci asamami kabul
ediyorsunuz, degil mi?

OKUR: Esit iki ayirtac1 birbirine baglamasi mumbkiin
oldugu icin, bu “ve’nin bana biraz kugkulu gorun-
mesi haricinde evet. Ornegime bakugimzda bu ifade

“w(1,3), 0'dan ve 0’dan kiigiik olamaz” olacakutir, ki bu
da sagmadir.

BEN: Aynca 0’dan kigiik olmasi da... Ama neyse. Fa-
kat w(1,2), orneginizde oldugu gibi w(2,3)’e esitse,
w(1,3)un w(l,2) yani w(2,3)’ten daha kucuk olamaya-
cagin kabul ediyor musunuz? Cunku bu ortak ayirtag-
tan daha kucik hicbir ordinal N,, N, ve N.’d ayirmaz.

OKUR: Elbette.

BEN: Fakat w(1,2), N, ile N,'yi ayirdigina gore N 'deki
konumu N,’deki konumuyla aym olamaz degil mi?

OKUR: Nasil aym olabilir ki?

BEN: Ayrca esit oldugu w(2,3) adiyla N, ile N1 de
ayirr ve konumu ikisinde aym degildir, 6yle mi?
OKUR: Ben de aynen boyle dedim.

BEN: Bu konumlan biraz inceleyelim. N, < N, oldugu
icin w(1,2) N'in ya atiginda ya da maddesinin disinda
olacaktir. Fakat maddesinin disinda olabilir mi?

OKUR (biraz dusindiikten sonra): Olamaz. Cinki
N 'de madde disinda olsaydi, N,’nin biciminde olmak
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zorunda olurdu, zira N, < N, oldugunu biliyoruz. Fa-
kat N, ile N,"an ayirtaci da o oldugu ve N, < N, oldugu
icin, 13.14’te aciklandig1 gibi N 'nin biciminde de ola-
maz. Dolayisiyla N 'in atiginda olmahdir ve...

BEN: ...N,'nin bi¢iminde olmadigina gére maddesinin
disinda olmalidir. Fakat N,'te nasil bir konumu vardir?

OKUR (biraz dusiundikten sonra): Bicimde. Ciinki
ayni zamanda w(2,3) de olan bu w(1,2), N, ile N,"an
ayirtacidir. N, 'nin maddesi disinda oldugu ve N, < N,
oldugu icin N,in bi¢iminde olmahdir.

BEN: Harika! Iste w(1,3)un daha kugcik olamayacag ve
N/’in auginda ve N,’un biciminde bulunan bir w(1,2).
Dolaysiyla N ile N,’a ayinr. Bu da...

OKUR: Tamam tamam, anladim. Zaten w(2,3)’le 6zdes
oldugu icin w(1,3)’le de 6zdes olmalidir. Ve bu genel
ayirtag (N, ile N, nin, N, ile N,in ve N, ile N,’in ayur-
tac1) N 'in atiginda ve N,’tin biciminde oldugu icin bu
ozdeslik N, < N, olmasim gerektirir. Anlagtik.

BEN: Orneginizin tam da soyledigi bu: 0, N -N, ve N,-
N, ciftlerinin ortak ayirtactydi. Aynca N, ile N,’an de
ayirtacidir. N 'in atiginda, N, 'nin maddesinin disinda
ve N;'in bi¢iminde konumlanmistir. Bu da N, < N, <
N, zincirini dayatir.

OKUR: Yine de anlattiklanmza bir suru ekleme yap-
mak zorunda kaldimz.

BEN: Bu akil yurutmenin bir alt bolumiydi, ama ilke
aymidir. Fakat matematikte atlayarak ilerlememek la-
zim, ¢unka neyi atladigimizi bilmeyiz.
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1319 <bagintisi tam, yansimasiz ve gegisli oldugu icin mate-
matiksel anlamda bir sirahllik bagintisidir. N, ile N,’nin
ayirtacinm konumuyla N, < N, bagitisinin gegerli ol-
dugunu dogruladigimizda “N, N,'den kicuktar” de-
memizi tamamen mesrulastirmis olduk.

Dolayisiyla gorecegimiz gibi her ne kadar simrsiz,
ona kiyasla meshur “sureklilik” ufak ve delikli kalacak
kadar tarif edilemez duzeyde bir yogunlukla doymus
olursa olsun Sayilar evreni yine de bir sirahhigin seri
yasasl kapsaminda butuniyle kavranabilir.

Ayrica bu sirahhgin, u¢ olanakh sahayla (F, D ve
hM) iliskili olarak yalmzca bir ordinalin (ayirtag) ko-
numunun incelenmesine dayanmasi, Sayilar evrenini
dustinme kapasitemize dair givence veren bir sade-
liktedir.

Bu siralihgin, bir minimum mantig (iki Saymin far-
kini isaretleyen en kugcik ordinal olarak ayirtac) ile bir
konumlar mantigim (sayisal kesmenin g bileseni) bir
araya getirmesiyle sozluk siralamasina benzemesi ¢ok
carpicidir. Ayrica saf matematiksel gosterimlerde de bu
bicimde sunulur?

Fonikveya yazisal birimlerin bir alfabesine basvura-
rak kelimeleri duzenleyen sozluk siralamasi, Lacan’da
cok onemli olan gosteren ile harf arasindaki farkla ilig-
kilidir.* Gercekten de Say1 bir gosteren gibidir ve i¢sel
“pozisyonlan” ¢ konumdur: madde, bi¢im ve atik.

3 Gonshor i¢in sirahlik kolaylikla sozluksel olarak sunulur, ¢anki siir-
reel sayilar bir + ve — gostergeleri dizisi olarak sunulur (bkz. 12. bo-
lim, n. 1).

4 Bukonuda, bkz. J.-C. Milner, Libertés, Lettre, Matiére, Perroquet kon-
feransi, Paris, Haziran 1985.
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Harfleriyse ordinallerdir. Tek bagina bu, ordinallerden
olusan her turla kumeyi, ordinal “kelimeleri” gibi o
kadar anarsik bir seyi sira duzenine sokmamiza ola-
nak verir.

Sayet Sayi, varhginda yakalanan Doganmin dusince-
mize kendisini a¢tif1 ortamsa, bunun delili kuskusuz
Sayilann sirahihgidir, ¢inku bir ve ucun basit bicimi
aracthgiyla Saymmin gerceklestirdigi kesmede, Gali-
leo’dan bu yana materyalizmin hakiki sahasi olarak ta-
nman, pozisyon ile harfin o diyalektigi vardir. Doga,
bir yazinin kurmacasinda kendisini savurganca verme-
yi kabul eder ve Sayida varhgin en kaydedilmis 6rnegini
tamimak gerekir:

iki parmak

sikhyor boslukta,
misvedde defterlerinde
dunya kimildiyor, her sey
sadece sana bagh’

5 PaulCelan, Enclos dutemps [Zeitgehoft], cev. M. Broda, Clivages, 1985.
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14. Alt-Say1 kavrami

141 Alt-yapr kavrami, hatta (kategoriler teorisinde®) alt-
nesne kavram ¢agdas matematigin butin kisimlarinda
temeldir. Bir grubun alt-gruplarinin, topolojik bir uza-
min alt-uzamlarinin, vb. belirlenmesinin buyik énemi
bilinir. Yakin zamandaki matematigin en derin teorem-
lerinin buyuk bir kismy, aynsim veya sunum teorem-
leridir: bir yapinin nihayetinde daha basit alt-yapilann
bilesimi olarak sunulmaya olanak verdigini veya bir ya-
pmnin dizi ya da daha once tanimlanmis yapilann ara-
nu olarak aynstirlabildigini ispatlamak. Aksiyomatik
olarak sunulan bir yapiy1 aym tiirden ama daha basit
alt-yapilar halinde tamamen “¢6zmeyi” basardigimizda
dusuncenin zarafeti zirve noktasina ¢ikar. Sonlu grup
teorisi boyle ¢oziimlere enfes 6rnekler saglar.

Temeldeki fikir sudur: Matematigin “maddesi” saf
veya farksiz ¢okluk oldugu i¢in yapilar kagimlmaz ola-
rak yapilanmis kumelerle homojendir. Matematiksel

6 Kategoriler teorisi tim matematigi kiime teorisel olmayan yapisal bir
cercevede tekrar formile etmeye galisir ve kalkis noktas: “yap turleri”
olan “nesneler” ve yapilar arasinda uygulamalar veya morfizmler olan
“oklar”dir. Alt-yapr kavram boylelikle alt-nesne kavramina tercime
edilebilir. Bir “alt-nesne” ashinda belirli oklar icin bir denklik simfidir.
Ommegin, bkz. J. L. Bell, Toposes and local set theories, Oxford, Claren-
don Press, 1988, ozellikle sayfa 49-58 arasindaki argimanlar.

207



Sayinin Ontolojisi: Tamim, Siralilik, Kesim, Tiirler

ontoloji uiniterdir: Bir yanda o6nceden verilmis “nesne-
ler” ve ote yanda bu nesnelerin eklemlendigi yapisal
baglantilar yoktur. Potansiyel olarak her sey, sirf bos-
luktan 6rult olan niteliksiz ¢okluga indirgenebilir. Do-
layisiyla dusiincenin tatbikinin, basit ve karmasiga dair
aksiyomatik tamimin mecrasinda karmasik ¢okluklar-
dan daha basit ¢okluklara gotirmekten olusmasi kagi-
mlmazdir. Yap1 kavrami s6z konusu mecray: duzenler:
Temel yapilandirmalar ile daha girift yapilandirmalan
ayrt eder. Son olarak varhk olarak varhga dair dusiun-
cenin stratejik meselesi, her cokluk cokluklar ¢coklugu
oldugu i¢in (Bir'in hicbir varhg yoktur), sunulan bir
coklugun hangi ¢okluklarin sunumunu temin ettigini
ayirt etmektir. Ayrisim, ¢6zme veya sunum teoremleri
buna dayanir.

Bir matematik¢inin “nesne” diye adlandirdigy, alt-
cokluklan ¢cogunlukla ¢cok opak bir tarzda birbirine do-
layan bir ¢okluktan ibarettir. Nesne, dolamkhig dusin-
ceye engel olan ve “nesne”nin sunumsal kombinasyo-
nunu temin ettigi coklu-bolgelere mumkun oldugunca
aynstinlmas: gereken bir ¢okluklar paketidir. Nesne
fantazmasi olarak adlandinlabilecek “nesnel” illizyon,
cokluklarn birbirine dolamkhg) ile dil mecrasinda bi-
zim bu dolamkhga aynstiric1 erisimimiz arasindaki ilk
mesafeden kaynaklamr. Aksiyomatik olarak sunulan
kavramlar, ayirma islemcileri olan yapx tirlerini belir-
ler ve bir “nesne”yi alt-yapilarin eklemlenmesi olarak
sergilemeye olanak verir; bu alt-yapilarsa dil mecrasi-
na baglarinda alt-¢okluklann gizil olarak var oldugu-
nu gosterir.
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Bir yapinin cesitli kombinasyon islemcilerine (alt-
gruplardan olusan i¢ ice gecmis diziler, kompakt
uzamlarin sonu veya sonsuz urunleri, vb.) gore alt-ya-
pilar olarak cozulebilmesi dusuncenin kaydedilmis
stratejisinde karsi karsiya kaldig seyin, saf cokluklarin
sonsuz dolamkhg figirinde varhk olarak varlik oldu-
gu gerceginin kati isaretidir. “Nesne”sinin sunumsal
dugumunu baslangicta opak bir tarzda gizledigi alt-ya-
pilarla baglantih ickinligi saptadiginda bir matematikgi
“nesneyi dusunduguni” (ya da “problemi anladigin1”)
soyleyecektir. Ayrica, sadece kurucu giriftligi sayesin-
de kesin yapilar cesitliligine ¢ozilustine direnmesiyle
nesne olan nesnenin bir aynsimi, nesne fantazisinin
olduralmesi s6z konusudur. Dusunce alt-yapilar araci-
ligryla nesneyi azleder ve yiizinu varhga doner.

Yaygin kabultunde say: kavrami yapisal tiirde degildir.
Grup veya vektorel uzamdan so6z edildigi gibi “sayisal
yap1”dan s6z edilmez. Gunimuzde “say1 teorisi” olarak
adlandirlan olgu, agirhk merkezi aslinda cebirin bir
kismi —halkalar teorisi ve idealler teorisi- olan tutarsiz
bir kimedir. Bilhassa, “say1” bir yap: turtuni belirtme-
digi icin alt-say1 kavram yoktur.

Sonug olarak, say1 kavranm Antik Yunan’dan bu ya-
na matematigin gercekgi, hatta ampirist vizyonunun
ana siginag olagelmistir. Say1 ya “verili” bir kendilik
gibi alinir ya da matematiksel adlandirmalarin yalnizca
simgesel veya islemsel bir degeri oldugunun kamt ola-
rak dusunilur. Salt cebirsel ele alimsiyla iliskili olarak
“say1” kendiligi, kendi uzerine kapanr. Sayilar elbette
cebir kurallarina gore birlestirilirler. Fakat 7 + 5 = 12
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olmasindan (bu ifade ister analitik ister sentetik olsun)
7 ve 5'in, 12'nin “alt-yapilan” oldugu sonucu ¢ikmaz.
Nesnelligin en inatc illizyonu, seri uretimi tutarhh-
gim temin eden 7, 5 ve 12'nin aynstinlamaz isaretler
oldugu kanmsidir.

Dolayisiyla saymin yapisal karakterini ortaya koy-
mak, ampirik noktasallhigiyla baglarim kesmek, sayiy1
basit nesne biciminde koparip almak matematige dair
ontolojik bir vizyon icin buyuk bir zafer olacaktir.
“Say1” yuklemini saf coklugun repertuvan ¢ikanlabi-

_ len bir tira haline getiren bu program, en énemli amm
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alt-say1 kavraminin belirlenmesinde yasayacaktir. Bu
kavram sayisalligl, matematiksel dustincenin buyiik
yapisal kategorileriyle, dustncenin sayesinde saf ¢ok-
lugun dolamkhgim ayirdigy ve cozdugu kategorilerle
(grup, cisim, uzam...) aym duzeye tasiyacaktir.

Say1 kavraminin bizim giristigimiz haliyle kime teori-
sel sunumu gercekten de belirli bir Sayinin alt-Sayila-
rna dair kesin bir tamima olanak verir. Daha da iyisi:
Adim adim gosterecegimiz gibi, bir Say: alt-Sayilan ta-
rafindan tekanlamh sekilde tamimlanmir. Sayimn, o Sayiya
ickin Sayilardan hareketle bir sunumu vardir. Boyle-
likle Say1 da aynsim veya sunum teoremlerine olanak
verir. Say1 yapilandinhr.

Alt-Sayr kavrami.

Alt-Sayrya dair genel fikir oldukca basittir: Belirli
bir sayiy1 maddesinin bir noktasinda “boltiimlersek”
ve bu bolim noktasindan “6nceki” her seyi muhafaza
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edersek bir alt-Say1 elde ederiz. Bir Sayinin maddesi bir
ordinal oldugu i¢in bir bolimleme “noktas1” bu ordi-
nalin bir elemanidir, dolayisiyla daha kiguk bir ordi-
naldir. “Boliumlemeden 6nce” gelenler, bolumlemeye
dayanak olandan daha kigtik ordinallerden olusur. Fa-
kat belirli bir ordinalden daha kiigiik ordinaller tam da
s6z konusu ordinalin elemanlandir. Eger w boliimleme
noktasiysa ondan 6nce gelenler w'nin butin elemanla-
rindan olusacag icin, w'nin kendisinden bagska bir sey
degildir. Dolayisiyla w noktasinda bolimleme yapildi-
ginda, w olan yeni bir ordinal maddesi elde edilir; el-
bette kesme yaptigimizdan daha kisith bir madde.
Fakat bu maddede sayisal kesme, bicim agisindan
ne olmaktadir? Burada da ¢ok basit bir distunce yu-
rurluktedir: Yeni Sayinin bigimi olarak, bolumlenmis
Sayinin biciminde olan ve bolimlemeden “6nce” gelen
ordinaller muhafaza edilecektir. Bir alt-Sayr gercekten
de bir Saymnin, bolimlenmis Sayinin biitun karakteris-
tiklerini w'ye kadar (dolayisiyla O ile w arasinda) mu-
hafaza eden w noktasindaki bir bolumu olacaktir.
Tum bunlara daha kesin bir bi¢im verelim. N, =
(W,, F(N))) bir Say olsun ve w, (N in maddesinde
olan) W ’e ait bir ordinal olsun. N i geri kalan hicbir
seyi degistirmeyip sadece w'den kigiik ordinalleri mu-
hafaza ederek w noktasinda bolumleyelim: Yeni Sayi-
nin biciminin elemanlan F(N )'in w’den kiiciik eleman-
lar olacaktir. Burada butiin ordinal kimelerinin (dola-
yisiyla da her Sayinin biciminin) sahip oldugu ozelligi
kullamyoruz (bkz. N3): Ordinallerden olustugu igin
elemanlan € bagintisiyla diizenlenecektir. Dolayisiyla

211



Sayinin Ontolojisi: Tanim, Siralilik, Kesim, Turler

“F(N,)in w ordinalinden kictik butin ordinalleri’n-
den bahsetmek mantikhdir. Asagidaki cizim (bkz.
12.4) bunu gosterir.

\W

1

He—

Sayi: ®

Alt-Sayn:

w
[]
]
!
3
w

wnin elemam oldugu bir E ordinaller kiimesinin w
noktasindaki bolumuni E/w ile gosterelim. E/w, sade-
ce E'nin w'den kiiciik elemanlarim (ama dikkat, wnin
kendisini degil) kapsar. N ’in bolimlenmesiyle elde
edilen ve notasyonumuzla N /w (bu, wnin Nin W,
maddesinde olmasi, w € W, elde etmemiz gerektigi
anlamina gelir) olarak adlandiracagimiz saymin kodu
(w, F(N)/w) seklinde olacak. Maddesi bolimleme
noktasi ve W 'den 6nce gelen ordinal olan w'dir ve bi-
¢imi, N/in biciminin w'den daha kigcik olan butiin
ordinallerinden olusur. Aym sekilde atig1, N,’in at1-
ginda olan w'den kuguk butin ordinallerden olusur.
Bu (w, F(N,)/w) Saywsinin, w ordinaline kadar (w ha-
ric) tam da N, “gibi” oldugu fark edilecektir: Gercekten
de w'ye kadar, N ’in biciminde olanlar (w, F(N,)/w) Sa-
yisinin da bicimindedir ve birincisinin atiginda olanlar
ikincisinin de atigindadir. Bolumlemeyle elde edilen
yeni Say1 6zetle N ’in bir “ilk bolimlemesi”, N ’in “bas-
langic1”nin tam kopyasidir.
N, ve N, gibi iki say1 olsun. N, = N,/w olacak gekil-
de bir w ordinali varsa, yani N, w noktasinda N,’nin
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bir bolimiyse N 'in, N, 'nin bir alt-Sayist oldugunu
soyleyecegiz. Yada: N 'in bir alt-Sayis1, N ’in bir N /w
bolumidur.

N,’in maddesinde bulunan her w ordinali i¢in, dolay1-
styla W'in her elemamn i¢in N ’in sadece ve sadece bir
alt-Say1s1 tammlanabilir. Boylelikle N 'in tam W, tane
alt-Sayis1 vardr, zira bir ordinal kendisinden 6nce ge-
len ordinallerin “sayisim verir”. Genel olarak bir Say,
maddesindeki ordinal kadar alt-Say: alir.

N /w, N'in bir alt-Sayis1 olsun. wnin N /w ile N/'in
ayirtacl oldugu agiktir (bkz. tammlar ve ¢izim), ¢tin-
ki w mertebesine kadar bu iki Say1 6zdestir. N /w'nin
maddesi wdir. Dolayisiyla w, N /w'nin maddesinin di-
sindadir. N, ile N/w alt-Sayis1 arasindaki sirahhk ba-
gintis1 tamamen w’nin N, sayisindaki konumuna, bici-
minde veya atiginda olmasina bagh olacaktir.

Dolayisiyla belirli bir N, Sayisi icin alt-Saymin iki
turi vardir:

- N//w, alt-Sayilan: 6yle ki, hem maddesi hem de bu
alt-Sayilar ve N arasinda ayirtag olan w,, N, 'in bicimin-
dedir. Bu alt-Sayilar N, sayisindan kiiciiktiir (w, ayirtaci
N /w,nin maddesinin disinda ve N ’'in bicimindedir).

- N/w, alt-Sayilan: 6yle ki, w,, N;’in atigindadir. Bu
alt-Sayilar N, sayisindan bityiiktiir (w, ayirtaci N'in at1-
ginda ve N /w,nin maddesinin digindadir).

Birinci tiirdeki bir N /w, alt-Sayis1 bir diistik alt-Say1
olarak adlandinlacakuir. lkinci turdeki bir alt-Say1 bir
yiiksek alt-Say1 olarak adlandinlacakur. Asagidaki ¢i-
zim bir dugsuk ve bir yuksek alt-Say1y1 gostermektedir:
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Wz W3 Wl
N, Sayisi: @ N T ] ' *
1 | I |
I | { |
N/w, alt-Say151 @ : * : :
(dasak) : w, " "
' | |
N/w, alt-Say1s1 @ 1 ) *
(yuksek) W.

3

N/’in bicimindeki (w, bicimde olmahdir) elemanlar
kadar dusik alt-Say1 oldugu ve N in angindaki (w,
atikta olmalidir) elemanlar kadar yuksek alt-Say1 oldu-
gu agikardir.

N/'in disik alt-Sayillarimin kiimesini N, Sayisinin
dustik kiimesi diye adlandiracagiz ve Ba(N,) ile gostere-
cegiz. Yuksek alt-Sayilar kiimesini, N, Sayisinin ytiksek
kiimesi diye adlandiracagiz ve Ht(N,) ile gosterecegiz.

14.7 En muhim nokta su. N bir Say, Ba(N) onun dusuk ku-
mesi ve Ht(N) yuksek kiuimesi olsun. N, disik kimesi
ile yuksek kumesi olan Say1 kumeleri “arasinda” yer
alan minimal maddeli biricik Saydir.

Bu 6nerme tam olarak su anlama gelir:

a) N, Ba(N) ile H((N) “arasinda” yer alir; yani biri-
nin butan Sayilarindan daha buyik ve digerinin butun
Sayilanindan daha kuaguktur.

b) Ba(N) ile Ht(N) arasinda yer alan butun diger Sa-
yilarin maddesi, N'nin maddesinden daha buyuktur.
Dolayisiyla N, dustuk kimesiyle yuksek kiimesi arasin-
daki arahig1 isgal eden minimal maddeli biricik Sayrdir.
Boylelikle bir N Sayisi, dusuk kiamesiyle yuksek kiime-
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si arasinda bir “kesme”dir; “madde denk kabul edildi-
ginde” tammlanms bir kesme. Ba(N) ve Ht(N) seklin-
de olan iki alt-Say1 kiimesi, konumu (ikisi arasinda) ve
maddi minimallik uzerinden bizzat N'yi tammlar.

N'nin dusik ve yuksek kiimesi arasinda olmas elbet-
te 6nemsizdir, zira tamm geregi butun dustik alt-Say-
lar N'den kiguiktuir ve butiin yiksek alt-Sayilar N'den
buyuktiar. Butiin mesele, N'nin bdyle konumlanmis
Sayilar arasinda minimal maddeye sahip olan tek Say1
oldugunu ortaya koymaktir.

Ana lemma: N, bir Say1ve N,, N 'den kiiciik ve maddesi
de N,’in maddesinden kiigiik olan baska bir Say1 olsun
(N, <N, ve M(N,) < M(N))). Bu durumda ya N,, N’in
dustik kumesinin bir Sayisidir ya da N, ile N, arasinda
N/’in bir dusik kime Sayisi vardir.

w, N| ile N,'nin ayirtac1 olsun. N,'nin maddesi N,’in
maddesinden dusik olarak varsaylldigi icin ve N, <
N, oldugu icin w zorunlu olarak N in bicimindedir
(N,'nin atiginda ve N,’in maddesi disinda olamaz ¢iin-
ki bu durumda N, 'nin maddesinde ve N in maddesi
disinda olacaktir, fakat bu durum M(N,) < M(N)) yua-
zinden imkansizdir). N /w alt-Sayisimi ele alahm. w,
N/’in biciminde oldugu icin N ’in bir dusuk alt-Sayisi-
dir (N,'den daha kucuktir).

wye kadar (w hari¢) N, ile N, 6zdestir. w, N, 'nin
maddesi disindaysa, yani maddesine esitse N, N /w
alt-Sayisina esittir, dolayisiyla N ’in bir dustk alt-Sa-
yisidir. Eger w, N'nin atigindaysa N,, N//w alt-Say1-

sindan kicik demektir, zira N, ile N,, wye kadar (w
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hari¢) 6zdes oldugu i¢in ve aym zamanda w’ye kadar
(w hari¢) N 'in w'de bir bolimlemesi olan N /w’ye de
o6zdes oldugu icin N, ile N/wnin ayirtact mutlaka
wdir. Fakat w, N /w'nin maddesi disindadir ve biraz
once N,’nin atiginda oldugunu varsaymistik. Dolay1-
siylaN, <N /w.

Boylelikle N,'nin ya N,’in dugsik bir Sayis1 oldugu ya
da N in dusik bir Sayisindan kigtik oldugu ispatlan-
mus olur.

14.10 Tamamen benzer bir akil ytinitme, N, <N, ise ve N, 'nin

14.11

maddesi N 'in maddesinden kigtikse bu durumda ya
N,, N/in ytiksek bir Sayisidir ya da N ile N, arasinda
N/’in ytiksek bir Saysi var olmalhdr.

Sonug: N/den kigctk (benzer sekilde, buytk) her
Say1, eger N ’in maddesinden daha kigtik bir madde-
ye sahipse, ya N 'in duasik (benzer sekilde, yuksek)
bir Sayis1 olacagi ya da kendisiyle N, arasinda dusik
(benzer sekilde, yiksek) bir Say1 gelecegi icin bu Sa-
yilardan hicbirinin hem Ba(N)) ile Ht(N,) “arasinda”
yer almasi (dolayisiyla Ba'nin her elemanindan bu-
yuk ve Ht'nin her elemanindan kii¢iik olmasi) hem
de N ’in maddesinden daha kigtik bir maddeye sahip
olmasi imkansizdir. Bundan, dusiik kumesiyle yuksek
kimesi arasinda yer alan N in, bu durumdaki bitian
Sayilar bakimindan minimal maddeye sahip oldugu
sonucu ¢ikar.

14.12 Simdi N/’in dugiik kumesiyle yiiksek kiimesi arasinda

yer alan minimal maddeli biricik Say1 oldugunu ispat-
layalim.
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N in dusiik ve yiksek kumesi arasinda yer alan ve
N, ile aym maddeye sahip bagka bir N, sayisinin var ol-
dugunu varsayalim. Bu durum, notasyonumuzu biraz
zorla);arak, asagidaki gibi temsil edilebilir:

Ba(N)) <N,< N < Ht(N)

N,'nin maddesi N, 'in maddesiyle aym oldugu icin N,
ile N, 'nin ayirtaci olan w zorunlu olarak N,’nin atiginda
ve N/'in bi¢imindedir. Bundan N ,/w alt-Sayisinin N,’in
dusuk kumesinde oldugu sonucu ¢ikar. Bu alt-Sayr
acikca N,den buyuktir (bir kez daha ayirtaclan w,
N,nin atiginda ve N/wnin maddesinin disindadir).
Dolayistyla N,'nin N ’in her disiik Sayisindan daha bu-
yuk oldugu yanhstir.

Ba(N,) <N, <N, <Ht(N))

gibi bir siralanma olsayd1 benzer sekilde N in, N,'den
daha kuguk bir yuksek Sayisinin var oldugunu gostere-
bilirdik (okur igin iyi bir aligtirma).

Bundan, N, ’'in gercekten de Ba(N,) ile Ht(N,) arasin-
da yer alan minimal maddeli biricik Say1 oldugu sonu-
cu cikar.

“Madde denk kabul edildiginde” —yani konum “ara-
da” olarak sabitlendiginde bu maddenin biricik mini-
malligi olarak— N, dusiik ve ytiksek kiimesi olan bu iki
Say1 kimesinin kesmesiyle tespit edilebilir. Bunu soyle
yazacagiz: N, = Ba(N )/Ht(N,). Ba(N,)/Ht(N,) kesmesi-
nin N,'in kanonik sunumu oldugunu séyleyecegiz.

1413 N/in kanonik sunumunun énemli bir 6zelligi, Ba ve
Ht'nin butin elemanlanmin N/in alt-Sayilari olmas,
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dolayisiyla maddesi N 'in maddesinden daha kicik
olan Sayilar olmasidir. Her Say1, o Sayinin maddesin-
den daha kiiciik maddelerden alinan Sayilardan hare-
ketle temsil edilebilir.

Kanonik sunum, Sayinin gerceklestirdigi kesmeden
daha kisith kesmeler aracihigiyla Sayinin asagidan ve
yukandan cercevelenmesidir.

Her Sayi, alt-Sayilar kumelerinde bir kesimdir, her
Say1 kendisine tabi ve ickin olan iki Say: serisinin limi-
tinde faaliyet gosterir.

Boylelikle Say1 kavrammnin yapisallastirilmasi ta-
mamlanir. Bir Sayimin dogal ¢cokluklarda kesme olarak
tespit edilebilir olmasinin yam sira bu kesme, aym tiir-
den iki kesme serisi arasinda bir kesim noktasi olarak
sunulmaya olanak verir. Bir Say1 tamamen alt-Sayilan-
nin eklem yerinden hareketle dustnilebilir. Say1 basit
bir kendilik olmanin o6tesinde ayrisim teoremleriyle
ilgilidir: alt-yapilarinin eklemlenme noktasi olarak di-
sunce icin yeri tespit edilebilir bir yap:.

Bir Say, ickin sayisal belirlenimlerini bir-sonug ola-
rak gosterir.
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15. Kesim: Temel teorem

151 Sayilar kalabahgina dalahm.

Ik yorum, tabir caizse Sayilarin sayis1 hakkinda. Bu
say1 bir Say1 degildir, hatta tutarh bir ¢cokluk bile degil-
dir. Saylar sayisizdir/sayilamazdir.

Gercekten de bir Sayr bir ordinalle o ordinalin bir
parcasindan olusan bir ¢ift oldugu icin, en az farkh
ordinal sayis1 kadar Sayr olmasinin diginda, ¢ok daha
fazlas: da vardir; fakat bu “daha fazlas1” anlamin simr-
larinin otesine gecer. Her ordinal i¢in o ordinalin farkh
parcalan kadar farkh Sayimiz olacaktir: W Sayilar icin
maddeyi sabitleyen bir ordinalse bu maddede sayisal
kesmeyle fiilen ¢ekip alinabilecek p(W) (Wnin parca-
larinin kimesi) bicim olacakutir.

Fakat ordinallerin bir kime olusturmadigim bili-
yoruz. “Butun” ordinaller kiime teorisi anlaminda bir
derlemede bir olarak sayilamazlar. Bagka bir deyisle,
ordinaller tutarsiz bir ¢cokluk olusturur. Keza bunun
sonucunda Sayilar da.

Fakat ayrica herhangi bir ¢okluk verildiginde bu
coklugun parcalannin kiimesinin miktarim tam ola-
rak bilmeyiz. Elbette her kogulda ilk bastaki kiimenin
miktarindan daha buytik oldugunu biliriz (Cantor’'un
teoremi): daima p(W) > W olacaktir. Fakat “ne kadar”
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daha fazladir? Bu fazlahgin kiime teorisinin temel ak-
siyomlanindan hareketle karar verilemez oldugu is-
patlanmist1 (Godel ve Cohen’in teoremleri). Bununla
birlikte p(W)'nin W’den “son derece” bitytuk oldugunu
ileri sirmek s6z konusu aksiyomlara uygundur. Aym
zamanda “minimal” dizeyde daha buyilk oldugunu
ileri sirmek de uygundur.’

Son olarak her ordinal icin, maddesi bu ordinal olan
miimkiin Sayilar, ordinalin kendisindeki elemanlardan
her kosulda daha fazla olacaktir. Mevcut kosullarda bu
“fazla”mn sadece degerine dair karar verebiliriz. Yani
Sayilarin sayisi bir tutarsizhiklar tutarsizhgdir.

Aslinda bu en basit sekilde soyle soylenebilir: Sayz,
Varlikla es-kaplamhdir. Say1 da tipki varlik olarak var-
ligin genel bicimi olan saf ¢okluk gibi tutarsizdir, her
yere sacihir ve cogalir.

15.2 Sayilarn boyle tutarsiz bir kalabahg, digerlerinin “or-
tasindan” alinan kesin bir Sayimn tespit edilmesiyle il-

7 Sonsuz bir kimenin parcalarindan olusan kimenin kardinalligi mese-
lesi, Cantor’dan bu yana kume teorisinde merkezi bir konumdadir. Bu
kardinalligin baslangictaki kiimenin kardinalliginden daha buyuk olan
en kiigitk kardinal —s6z konusu kiimenin niceligini 6l¢enin kardinalinin
ardih olan kardinal- oldugunu séyleyen “minimal” hipotez, anla “sa-
reklilik hipotezi"dir (Ingilizce literatirde CH olarak kisaltihir).

P.J. Cohen’in ¢ahgmalanndan bu yana sureklilik hipotezinin, teori-
nin klasik aksiyomlan temelinde karar verilemez oldugu biliniyor. Bir
celiskiye yol agmadan bu hipotez ne kabul edilebilir ne reddedilebilir.

Bu mesele tuzerinde 6zellikle anlasilir bir metin olan K. Gédel'in
“Cantor’un sureklilik problemi nedir?” adh metnine basvurulabilir.
Ingilizce metin ilk yayin tarihi olan 1947’den sonra sik sik tekrar ya-
ymmlanmistir. Ornegin, P. Benacerrafve H. Putman (ed.), Philosophy of
mathematics, Cambridge University Press, 2. baski, 1983, s. 470-486.
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gili guclukleri 6ngérmemizi saglar. Her Say1 sagindan
(kendisinden daha buytk Sayilar) ve solundan (daha
kigik Saylar) bask: yapan kalabalik i¢ine saplanms-
tir. Hicbir Say1 net bir sekilde bir bagkasinin ardindan
gelmez. Sayisal alamin her mikro bolgesi, Sayilarin sa-
yisiz bir kalabahgyla istila edilmistir. Sayisal topoloji
bilhassa yogundur. Sorun da bundan kaynaklamr: Say1
kumeleriyle iligkili olarak bir Sayiy1 tespit etmek mum-
kin midir? Yoksa Say1 dizileri, sonsuz Say1 kumeleri
dusinuldigi anda hicbir belirli Sayinin bu dizilerden
tekanlamh bir sekilde ¢ekip alinamayacagi bir durum-
da miyr1zdir? Sayilann saysiz/sayilamaz kalabahig bizi
zorunlu olarak “her gercekligin ¢ozilup eridigi o belir-
siz dalgalara™ m goturur?

Say1-otesi tutarsizhik boylelikle kesimi duisinmeye
sevk eder. Hicbir seyin artik sayamadigy kadar yogun
bir dokuyu bir noktada kesmek mumkiin midir? Ke-
sim araciligryla tekil bir Sayr belirlenebilir mi?

15.3 Bu sorun hicbir sekilde ne akademiktir ne de Say: du-
suncesine mahsustur. Her gin bize “modern toplum-
lannmizin karmagikhgimin” bunlarda herhangi bir ke-
sim gerceklestirmemize mani oldugu soylenir. Cagdas
muhafazakarhk artik kurulu diizenin kutsalhgim degil,
yogunlugunu bir bahane olarak 6ne sirer. Her turlia
yerel kesim gercekte “toplumsal dokunun yirtilmas”-
dir, der. Dogal yasalan (pazar, istah, tahakkum) kendi
haline birakin, ¢iinka bunlan bir noktada kesmek im-
kansizdir. Her nokta, bir kesimin netligini destekleye-
meyecek kadar baska noktalara bagimhdar.

8 Mallarmé, Un coup de dés jamais n’abolira le hasard,—cn
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Sayilarin asir1 yogun orgusunde kesim uzerine du-
sinmek bu argimanlarin yaniltici oldugu sonucuna
varmamizi saglayacak. Her nokta, yogun Say1 kiimele-
rini ayinr, her Say1 bir kesimin yeridir ve diger taraftan
her kesim sadece ve sadece tek bir Sayiy1 tayin eder.
“Belirsiz dalgalar” degil, “bir bur¢”.

Bu sorunun ayni zamanda karmasik bir felsefi kokeni
vardir: siirekli buyukliukle ayrnik buyuklik arasindaki
diyalektik. Surekliligin varhg, ayirt edilebilir nokta-
lardan degil, daha ziyade birbirine dolamk “komsu-
luklardan” olusacak sekilde siki kaynasmasinda ali-
nirsa ardisik isaretlerini sayan ayrk nicelikten aynsik
olarak dusunulmelidir. Geometri ile aritmetik zithgim
kapsayan ve temellendiren bu zithk, Hegel dahil nice-
ligin filozoflan icin gizemli gercek konumunda kal-
mustir. Kant'ta da sonugta duyusalhgm bicimlerinin
ikililigine dayanak olur: Uzam, surekliligin agkinsal
figurayken sayiya kaynak olan zaman, ayrik ardisikh-
gn figaradur.

Modern dusuncedeki yazgisi devasa olan® olaganus-
ta derin kesim kavrami, aynk/surekli ¢iftini niceliksel
alanin kurucu celiskisi olarak goren diyalektik sema-
y1 yerinden eder ve tekrar temellendirir. Bu kavram
surekliligin dokusunda veya sonsuzca kucik komsu-

Kesim kavram ve noktasal mudahale ile durumlann surekliligi ara-

sindaki iligkiyi tamimlama tarzi butun hakikat prosedirlerini kateder.
Kinlma siyaseti veya devrimci siyasette, sanatsal yenilik veya moder-
nite temasinda, bilimsel krizler ve yeniden tesis temasinda veya asksal
aynhk figiarande ortaya cikug tespit edilebilir. Her sadakat aym za-
manda bir kesim sarecidir.
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luklardan olusan yogun 6rgude bir tekillik, dolayisiyla
aymrt edilebilir olana bir dayanak meydana getirir. Du-
stncenin olagan sirasini tersine ¢evirerek sireklilikteki
bir tir kesintinin bir tur ayrkhg tayin ettigini gosterir.
Surekliligin noktalardan olustugunu ileri sirmek yeri-
ne sureklilikteki noktalan belirler ve hatta sureklilikte
bir kesimden hareketle noktasalhg tanmimlar. Kesim
kavramu, bilesim sorunsal yerine biitiinleme sorunsalin
getirir: Bir nokta, 6nceden verili olan bir sureklilikte
bir birlesme noktasim veya algilanabilir olmayan bir
boslugu “doldurur”.

Kesim kavrami irrasyonel sayilan tanimlamak amaciy-
la Dedekind!® tarafindan icat edilmisti.

Dedekind rasyonel sayilardan hareket eder. Pozitif
bir rasyonel saymnin, p ve q dogal tam sayilar olmak
uzere, % biciminde oldugunu biliyoruz. Rasyonel sa-
yilar sira duzenlerinin yogun olmasi nedeniyle surek-
lilige dair bize bir ilk imge sunarlar. Yogun bir sira
diizeni, sirah iki eleman arasina daima tic¢tincii bir ele-
man ve bu ozelligin yinelenmesiyle sonsuz eleman ge-
lebilecek sekilde bir duzendir. O rasyonel sayisimi (0'in
rasyonel olmasinin nedeni, aym zamanda % kesri ol-

masidir) ve % rasyonel sayisim alirsamz 0 < % seklin-
dedir. Fakat %,%3%, vs. sayllan, yani % bicimindeki

sonsuz say1 0 ile % arasina gelecektir.

10 Dedekind'in kesim fikri tizerine temel metni 1872 tarihlidir; “Stirekli-
lik ve irrasyonel Sayilar”. Les Nombres, que sont-ils et a quoi servent-ils?
adh kitapta Fransizcaya tercime edilmistir, a.g.e.
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Yogunluk dogrudan niceliksel bir ozelligi ifade et-
mez: Rasyonel sayilarn sonsuzlugu sayilabilir tirden-
dir ve dogal tam sayilarin sonsuzundan daha buyuk
degildir: halbuki tam sayilar, sadece sonlu ordinaller
olarak hicbir yogun sira duzeni sunmazlar: n ile n+1
arasinda bir dogal tam say1 yoktur. Yogunluk, sira dii-
Zeninin topolojik bir 6zelligidir: Basit “bir adim daha”
fikrini, bir terimin tamamen belirlenmis takipgisi fikri-
ni dislar. Her terimin bir komsular sonsuzluguna “ya-
pismasim” saglayan bir tir genel kaynasma arz eder.
Bir sira diizeninin yogunlugu topolojik bir 6zellikken
ardisikhik cebirsel bir 6zelliktir. Yogunluk “yan strek-
li"dir, zira bir rasyonele bagka rasyonellerle istedigimiz
kadar yaklasabiliriz. lki rasyonel say1 arasinda ve daha
genel olarak yogun bir sira duzenindeki iki terim ara-
sinda bagka tiirden sayilar veya terimler igin yer olmadi-
g hissederiz, cunki ne kadar kuguk olursa olsun her
aralik halihazirda bir rasyoneller sonsuzluguyla veya
yogun sirah bir terimler sonsuzluguyla doludur.

Dedekind tam da rasyonellerin bu yan surekliligin-
de kesim aracihgiyla rasyonellerin goruntuste tamam-
lanamaz yogunlugunu tamamlayacak ek “noktalar” ta-
nimlayacak ve yari-sureklilikte kesintilerle “hakiki” bir
sureklilik elde edecektir.

16. bolumde prosediire ayrintilanyla geri donece-
giz. Sematik olarak soyleyecek olursak: Dedekind R,
ve R, gibi ayrik rasyonel sayilar kimeleri dustundr;
R/in butin elemanlan R, ’nin elemanlanindan kiguk-
tur, ayrica R/'in i¢sel bir maksimum rasyonel sayis1 ve
R,'nin i¢sel bir minimum rasyonel say1s1 yoktur; bun-
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lar biri yukanya dogru, digeri asagiya dogru “acik” iki
kimedir. Dedekind boylelikle bir reel sayiy1, R, ile R,
arasindaki bir kesimin yerini isgal ediyor olarak tes-
pit eder. Bu reel say1, R 'in tst limiti ve ayn1 zamanda
R,’nin alt limiti olacaktir. Bu ingada rasyonellerin sira
duzeninin yogunlugu temel bir rol oynar; bize yogun-
luk ile kesimin birbirini dislamak soyle dursun, du-
suncede eglestigini ogretir.

Bununla birlikte s6z konusu prosediirin rasyonel
say1lann bilindigini varsayarak reel sayilan tamimlama-
y hedefledigine isaret etmemiz gerekir. Dedekind’in
kesimi tamamen bir tamamlama iglemidir: Hicbir seyin,
hicbir rasyonel sayimn olmadig yerde, “fazladan” olan
bir seyin ad1 ortaya cikar. R/R, kesimiyle tammlanan
reel sayl, sadece rasyonellerin tarafindan dugunuldu-
gunde yogunluk icindeki bir boslugu, dolaysiyla higbir
seyin taniklik etmedigi bir boslugu tikar. Kesim bu ne-
denle ilk yogunlugu “tamamlayan” yeni bir say1 tira-
nu temellendirir ve geriye donuk olarak so6z konusu yo-
gunlugun, icinde delikler bulunmayacak kadar yogun
olmadigina isaret eder.

Sayilarin tutarsiz alamm “tamamlamay1” veya Saymnin
gorinmez gediklerini adlandiracak, Sayr disinda bir
hiper-Say1 temellendirmeyi ummamiz mumkin degil.
Varhkla es-kaplamh oldugu icin (bkz. 15.1) Sayilan-
miz tamamlanamazdir. Biitiin Sayilar zaten oradadir.
Bu kosullarda bir kesim ne anlama gelebilir?

Bununla birlikte Sayilarda kesime dair ¢ok gugli bir
kavram vardir. Bu kavram, bir Saymin alt-Sayilan ara-
sindaki ayirt edici tekilligi, dusuk ve yiiksek kumesi ara-
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sindaki kesim olarak kimliginde s6z konusu olan (bkz.
14. boliim) “madde denk alindiginda” kavrammdir.

Bu kesim kavrami, noktasal bir kesimin kesinligi ve
birligiyle Sayilarn tutarsiz kalabahigim eklemleyen ve
Saynin ontolojisinin temel teoremi adim1 hak eden asag-
daki teoremde sunulmaktadir:

B (asag1) ve H (yukan) ile gosterilen ve B kimesinin
her Sayis1 H kumesinin her sayisindan kugik (tabii
ki Sayllann sira dizeninde) olacak sekilde iki Sayr
kumesi verildiginde daima B ile H “arasinda” yer
alan minimal maddeli tek bir N Sayis1 vardir. “Ara-
sinda” yer almak, N'nin B'nin her elemanindan daha
biyitk ve H'nin her elemanmindan daha kigiik oldu-
gu anlamina gelir.

N Saysi elbette B ile H arasinda olan tek say1 degil-
dir. Sayisal kalabalik o kadar buytik, yogunluk o kadar
yuksektir ki boyle bir yalmzhg disinmek bile mum-
kun degildir. Fakat bu Say1 kendi maddesiyle orada bu-
lunan tek sayidir. Butin digerlerinin maddesi, mad-
deler ordinaller oldugu icin kesin bir anlamda onun-
kinden daha buyuktur: N'nin ordinal-maddesi “B ile
H Say1 ktuimeleri arasinda yer alan bir Sayinin maddesi
olma” 6zelligi acisindan minimaldir.

Burada minimallik olmas bizi sasirtmayacaktir: Bu,
ordinallerin klasik bir terkibidir. Sasirtic1 olan:

- boyle bir Saynin var olmast;

- bu Sayinin biricik olmasidur.

Bu Sayinin var olmasi kesimin ilkesini temellendirir.
Eger iki Say1 kumesi B ve H gibiyse (B'nin her Saysi,
H'nin her sayisindan kugukse), Sayilarn sira duzeni-
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nin devasa yogunluguna ragmen B veya H'ye ait olma-
yip Bile H “arasinda” var olan bir seyden soz edebiliriz.
Dolayisiyla bu sira diizeninin hiper-yogun dokusunu
kesmek mumkindur.

Biriciklik (madde denk kabul edildiginde, yani mi-
nimal maddenin Sayi-kesiminin biricikligi) her seyin
kaynasma icinde oldugu, yogun komsuluklar iginde
oldugu tam o yerde bir-olarak-sayilmanin sebatini, 6z-
deslesme ilkesini temellendirir. Bir kesim, bir Sayiyn
Sayr kumelerinden hareketle tayin eder. Tutarsizhgin
sirlanna kadar zorlandiginda bile hicbir karmasikh-
gin, en ince sonsuz kugik civarlara kadar gotarulda-
gunde bile hicbir yogunlugun bir noktada kesimi ya-
saklayamadigim ileri surecegiz.

Bu boliimun geri kalam temel teoremin ispatina vakfe-
dilmistir; kitabin biraz kangik olan yegane teoremi."

Ustelik ispatin bitin ayrintilarini verme niyetinde
degilim. Bununla birlikte Sayr matematiginin kalbinde-
yiz ve burada kesimi dustinmek icin ise kosulanlar ma-
tematiksel ontolojiyi hayli asan bir kavramsal 6neme
sahip. Butin hakikat prosedurleri kesimle ilerler ve bu-
rada her kesim stratejisinin soyut modeli elimizdedir.
Okurdan beklenen entelektuel ¢cabanin onu Spinozaci
bir guzellige goturecegine eminim.

11 H. Gonshor'un An introduction to the theory of surreal numbers, a.g.e.
adh kanonik kitabinda izah, temel teoremin ispatiyla baslar. Hem daha
once dedigim gibi kume teoriselden ziyade ytizti hesaplamaya doniik
bir yaklasim benimsedigi hem de varolus ispatiyla yetinmeyip, kesim
olan Sayiy tam olarak belirlemeyi (daha “konstriktif” bir ispat olarak
adlandinr bunu) hedefledigi icin Gonshor'un islubu bir hayli farkh-
dir. Bu belirleme kaygis1 birgok durumun incelenmesini zorunlu kilar.
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15.8 Bir Sayilar kiimesinin st siniri.

159

Topolojik tiurden sorusturmalar icinde oldugumuz
icin ve ozellikle bir Sayilar kiimesinden daha buyuk
(veya daha kucuk) sayillan nasil bulacagimz1 ken-
dimize sordugumuz i¢in en basit kavramla, ust simr
kavramiyla baslayahm: Bir Say1 kumesi verildiginde,
kumenin butun Sayilarindan daha buyuk “biricik” bir
Sayidan bahsetmenin anlami var midir?

Say1 kalabahg dikkate alindiginda bir kez daha
“madde denk alindiginda” kavramindan yararlanma-
liy1z. Sunu ispatlayacagiz: Eger B bir Say1 kumesiyse,
B kumesinin butun sayilarindan daha buyik minimal
maddeli biricik Say1 olan bir N sayisi vardir. N'yi, B'nin
uist simin olarak adlandiracagiz. Ust sininn sasirtici bir
ozelligi daha karsimiza gikacak: Ust sinir daima (W,
W) seklinde yazilan bir sayidir; yani bi¢cimi maddesinin
tamamindan olusan bir Say1.!?

B bir Say1 kumesi olsun. Su gekilde tamimlanms ordi-
nali ele alahm: “B kiimesinin her N Sayisiicin w, € W
var olacak sekilde N'nin ya atiginda ya da maddesinin
disinda olacak, en kiicik W ordinali”.

Boyle bir W ordinali vardir, cinku B bir kumedir,
dolayisiyla da tutarhidir. W var olmasaydi bu, butiin or-
dinallerin B'nin en az bir N Sayisimin bi¢iminde top-
lanmas1 anlamina gelirdi. Fakat “butin ordinaller”
tutarsiz bir cokluktur ve sonuc¢ olarak bu durumda B
de tutarsiz bir ¢okluk olacakti ve dolayisiyla bir kume
olarak dusunulemeyecekti.

12 16. bolamde bir B kiimesinin (W,,W,) seklinde olan ast sininnin bir
ordinal oldugunu gorecegiz. Bu ¢ok ¢arpic1 bir sonugtur.
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W gibi bir “en kucuk”in var olmasi, ordinallere
mahsus minimallik 6zelliginin bir sonucudur.

W belirlendikten sonra (W,W) sayisim1 disunelim.
Bu say1, B kiimesinin her Sayisindan daha buyuktur.
Ashna bakilirsa Wnin tanim geregi, B'nin her N Say-
s1 icin, atginda veya maddesinin diginda olan w, e W
vardir. Gelgelelim (W,W)'nin bi¢cimi W olduguicinher
w, € W, (W,W)nin bi¢imindedir. Bnin bir N Sayis1
ile (W,W)nin ayirtaci, zorunlu olarak N'nin atginda
veya maddesinin disinda olan en kiugik w, € Wdir. Bu
w,, (W,W)'nin bi¢iminde oldugu icin, atikk (veya mad-
de dis1)/bicim iligkisi (W,W)’nin N’den biyiik olmasim
zorunlu kilar.

Bnin her Sayisindan daha buyuk bir Sayi, yani
(W,W) var oldugu i¢in, ordinallerin minimalligi 6zel-
ligi nedeniyle en azindan minimal maddeli bir ordinal
vardr.

(W, X) “B'nin her Sayisindan daha buyiik olan bir
Saymin maddesi olma” 6zelligi icin minimal maddeli
bir Say1 olsun. Bu Saymin biciminin ashnda W e esit
oldugunu ileri sirayorum.

X, W den farkhysa, dolaysiyla Saymnin bicimi bi-
tin maddesi degilse nedeni atikta olan en az bir w, €
W, say1s1 oldugundandir. O halde w,'de boliumlemeyle
elde edilen (W X) alt-Sayisim, yani (w,,X/w,) alt-Sa-
yisi distnelim. w,, (W, ,X)in atginda oldugu icin,
(w,.X/w,) alt-Sayis1 (W, X)in yiksek kumesindedir
(bkz. 14.7). Dolayisiyla (W X)'ten daha buyuktir ve
a fortiori B'nin her sayisindan daha buyuktar, ¢inki
halihazirda (W ,X) icin durum boyledir.
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Fakat bu imkansizdur, zira (w,,X/w,) Sayisimn mad-
desi, (W,,X) say1simn maddesinden kuguktur. Halbuki
(W, X)’in B'nin her Sayisindan buyiik sayilar i¢in mini-
mal maddeye sahip oldugunu varsaymistik.

Baslangctaki hipotezimiz reddedilmelidir: (W ,X)’te
atikta olan hicbir eleman olamaz, bu da bicimin bitiin
maddeyi isgal ettigi ve Sayimin (W,,W)) seklinde yazil-
masi gerektigi anlamina gelir.

Dolayisiyla B kiimesinin butiun Sayilarindan buyuk,
minimal maddeye sahip tek bir Say1 vardir: Bu, W ’in
s6z konusu minimal madde oldugu (W ,W,) sayisidur.

Oyleyse bir Say1 kimesinin ust simirindan bahsetme
hakkimiz vardir. Halihazirda biriciklik temas, bir bari-
yer veya durak olarak Sayilann hiper-yogun kalabalhig-
na kaydolur.

1510 Bir Say: kiimesinin alt sinin.

Ust sinir icin kullandigimiza benzer bir akil yurut-
me, bir H Say1 kumesinden kug¢ik minimal maddeli bi-
ricik Say1y1 tammlamaya olanak verir. Bu, H kiimesinin
alt simn olacaktir. Bu kez s6z konusu Sayimin (W,,0)
seklinde yazildigim gorecegiz: Bu Saymn bicimi bos-
luktur, say1sal kesme W, maddesinden hicbir seyi ce-
kip almaz.'?

H bir Sayr kumesi ve W su sekilde tammlanms or-
dinal olsun: “H kumesinin her N Sayisi i¢in, N'nin ya
biciminde ya da maddesinin disinda olacak w, € W var
olacak sekilde en kuciikk W ordinali”. H bir kiime ol-

13 Bir H kiimesinin alt sinin, ashnda bir ordinalin negatifidir, yani bir
—(W) Sayisidir. Bkz. 16. bolum.
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dugu icin ve minimallik ilkesi geregi (bkz. yukarda)
boyle bir W ordinali zorunlu olarak vardr.

Maddesi W ve bicimi bosluk olan (W,0) Sayis,
H'nin her Sayisindan daha kugcuktur. Ashna bakilirsa
her w, € W ordinali (W,0)'in atigindadir. Hnin her N
Sayasi icin, W’nin tanim geregi, ya N'nin biciminde ya
da N’'nin maddesinin disinda olan w, € W vardir. En
kugcik olan bu w,, N ile (W,0)'in ayirtacidir ve konumu
(W,0)<N olmasim zorunlu kilar.

Dolaywisiyla Hnin her Sayisindan daha kucuk bir
Say1 vardir ve minimallik geregi minimal maddeli en az
bir tane boyle say1 vardir: Bunu (W,,X) ile gosterelim.

Xin zorunlu olarak bos kiime oldugu kolaylkla
gosterilebilir. Oyle olmasaydi bu, (W,,X)’in biciminde
olan bir w, € W, var oldugu anlammna gelirdi. Fakat
bu durumda w_’te bolimlemeyle elde edilen (W,,X)'in
alt-Saysy, yani (w, X/w,), (W,,X)'in disik kiumesinde-
dir (bkz. 14.7). Dolayisiyla bu, (W,,X)'in maddesinden
daha kugik bir maddeye sahipken (W,,X)’ten ve dola-
yisiyla H'nin her Sayisindan daha kuguktur; bu ise soz
konusu konum icin W, nin minimalligi bakimindan
imkansizdur.

Dolaysiyla H kumesinin butin Saylarindan ku-
¢k, minimal maddeye sahip biricik bir Say: vardir: Bu,
W, 'nin s6z konusu minimal madde oldugu (W,,0) sa-
yisidir. (W,,0) Sayisi, H kiimesinin (madde denk oldu-
gunda) alt ssmindar.

15.11 Temel teorem, birinci kistm. Varlik.

“Varhik” [existence] burada su anlama gelir: B ile H
gibi iki Say1 kumesi arasinda yer alan en az bir Sayr
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vardir; notasyonu biraz suiistimal ederek B < N < H
seklinde yazabiliriz.

B'nin her Sayis;, H'nin her Sayisindan daha kuguk
olacak sekilde B ve H iki Say1 kumesi olsun. Teknigi-
miz B ile H arasinda, ele alinan her bir W ordinali da-
hil hicbir seyin N Sayisim bir B Sayisindan kuguk veya
bir H Sayisindan buytik olmaya zorlayamayacagindan
emin olacagimiz sekilde adim adim, yani 0’dan itibaren
ordinal ordinal her bir adimda “askiya alinmis” bir N
Sayis1 inga etmekten olugmaktadir. Ayrica, N prosedii-
runun O'dan W’ye giden bélimlenmesinin B ve H'de
alan farkh alt-Saylarla kurdugu iliskiye gore bir W
ordinalini, insa edilmekte olan N Sayisimin bic¢imine
veya atigina yerlestirmeyi “secerek”, N'yi maddesi ar-
tan alt-Sayilanndan inga edecegimizi de soyleyebiliriz.

Temeldeki fikir, bir kesim insasinin, s6z konusu in-
sanin guzergahina dahil olan alt-yapilann yerel bir ege-
menligini zorunlu kildigidir. En azindan kesim etkisini
(temellendirici kesintileri) hedefledigi stirece bu, prati-
gin genel bir yasasidir.

Bu teknigin, kesimle bir tur notrlestinme prosediirii
arasindaki bag aq1ga cikarmak gibi ¢ok buyuk bir 6ne-
mi vardir. N'nin, B'nin Sayilanyla H’nin Sayilan arasina
girivermesi icin N'nin her noktasinda sirahlik ilkesinin
B'nin Sayilanyla H'nin Sayilan arasindaki aynm “nétr-
lestirdigi”ne dikkat edecegiz. Butun gugluk, ne zaman
duracagimizi veya kapamsim askiya ahrken katetmis
olacagimiz N Sayisinin maddesini ne zaman sabitleye-
cegimizi bilmektir.

Dugtncenin her alaninda yogun sirah bir dokuda
kesin bir kesim gerceklestirmek, adim adim bir dikkat-
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li araya sokma taktigi hesaplamak, daha sonra ara teri-
mi degistirilemez sekilde sabitleyen bir durma nokta-
sim goze almaktir. Boylelikle kesim, araligin notrlugu
ile kesintinin atikligini birlestirir. Dustncenin buyuk
strateji uzmanlan bu yuzden mutlaka hem bir gedigi
nokta nokta a¢an ve genisleten seyin sabrinda hem de
geri donussuz veya fesih imkam olmadan onun varhg-
m muhurleyen ve adlandiran seyin ivecenliginde usta-
lasmak zorundadar.

0 ordinalinden baglayacagiz ve her defasinda bir f (W)
degeri atayarak ordinalleri katedecegiz: Bu degerler F
(bicim i¢in), D (atik i¢in) veyaM (madde i¢in) olabilir.
M degeri sadece bir kez, son olarak verilebilir, ¢unku
inga etmek istedigimiz N Sayisinin sadece bir madde-
si vardir... Bir W ordinali i¢in f (W) = F ise Wyi insa
edilecek N Sayisinin bicimine koyacagiz, f(W) = D ise
Wyi atiga koyacagiz. M degeri atanana kadar N'nin
alt-Sayilan “inga halinde”dir. Bu prosediir her W ordi-
nali icin, prosediir devam ettikce N/W alt-Sayis1 geriye
doniik olarak asla N'yi H'nin bir Sayisindan buytk veya
Bnin bir Sayisindan kiigtik olmaya zorlamyor gortine-
cek sekilde bir konum degeri sabitlemeye denktir.

Bir kesimin ingasinin stratejik sabr, global bir kesim
sansindan o6duin vermeden araya yerel ek degerler sok-
maktan olusur. Nokta nokta ilerlese de degistirilemez
ve genel bir durak olduguna geriye doniik olarak karar
verilen bir calismadir bu.

B'nin ve H'nin Sayilarim gerekirse indislerle, Nb ve
Nh seklinde yazacagiz. Ni ise, B ile H arasinda insa et-
mek istedigimiz ara Sayiya igaret edecek.
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Belirli bir Nb Sayis1 (ve Nh icin de ayms1 so6z ko-
nusu) icin bir W ordinalinden daha kiigiik ordinal-
lere f tarafindan atanan degerler (yani insa halindeki
Ni'de bu ordinallerin aldigy F veya D turu degerler),
Nb’de (ve Nh’de) ordinalleri konumlandiran degerlerse
Wnin Ni ile Nb’yi (ve Nh) ozdeslestirdigini soyleyece-
giz. Wnin Nb (ve Nh) ile Ni'yi 6zdeslestirmesi, her ko-
sulda W’den daha kigiik hicbir ordinalin Nb (ve Nh)
ile Ni’yi ayirmadig anlamina gelir. Ozel olarak Nb veya
Nh ile insa halindeki Ni bolimunun (0’dan W’ye kadar
giden bolium) ayirtact W’den kucuk ordinallerde yer
alamaz. Bu da —aynca bu W ordinali noktasinda 6zdes-
lik bagintisinin en kolay islenir bicimidir—- W’ye kadar
Ni/W “alt-Say1s1”min Nb/W (ve NW/W) alt-Sayisina 6z-
des oldugu anlamina gelir.

Wnin Ni ile Nbyi 06zdegslestirmesi olgusunu
1d.(W,Nb) ile gosterecegiz. Aym sey Nh icin de geger-
lidir. Id.(W,Nb)'nin Ni/W = Nb/W anlamina geldigini
unutmayahm.

Buradaki stratejik fikir, Nb (ve Nh) ile insa halinde-
ki Ni'yi 6zdeslestiren bir ordinaller serisinin ne zaman
“sonu”na gelsek f (W) icin bir deger tercihinin B ile N
arasinda olan ve tamamlandig varsayilan bir Ni konu-
mu sansimizdan 6din vermemesini saglayarak sirahlhik
icin “notrlestirilmis” bir Ni insa etmektir. Sadece hig-
bir ordinalin Ni'yi bir B Sayisindan kucuk veya bir H
Sayisindan buyuk olmaya zorlayacak olumsuz ayirtag
konumuna gelmemesine dikkat etmek gerekecek. Ke-
sim ihtimam burada arada olma konumuna dair san-
sim kaybetme riskine girmemekten ibarettir. Bir kesim
insasimin “adim adim” fazimin ilkesi, sanstm muhafaza
etmektir.
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1513 Asagida, 0’dan itibaren ordinaller icin Ni insasinin ku-
rallanm veriyoruz:

1. kural: 1d.(w,Nb) ve W, Nb'nin maddesiyse f (W) =
F. Ni/Wye 6zdes bir Nb/W'nin sonuna gelindiginde
W, Nb’nin maddesi oldugu zaman W ordinalini Ni’nin
bicimine koyuyoruz. Yani, bicime ait olmay siyah bir
kareyle gosterirsek:

Nbe Nb/W *

Idem

O st— ' >

Ni/'W

2. kural: 1d.(W,Nh) ve W, Nh'nin maddesiyse f (W) = D.
Aunga ait olmayn / isaretiyle gosterirsek cizim acikur:

¢ w
Ni sl B

Idem
Na—————rr i‘s

3. kural: 1. ve 2. kurallar belirli bir W icin gecerli de-
gilse, ama Id.(W,Nb) olacak sekilde bir Nb varsa W,
Nb'nin biciminde olmak uzere f(W) = F. 1. ve 2. du-
rumlar gecerli degilse Ni/W’ye 6zdes bir Nb/W’nin so-
nuna gelindiginde W, Nb'nin biciminde olursa W ordi-
nalini Ni’nin bicimine koyuyoruz.

Nbe—

Ni @~ >
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4. kural: 1. ve 2. kurallar gecerli degilse ve W, Nh’nin
auginda olmak tuzere 1d.(W,Nh) olacak sekilde bir Nh
oldugunda f(W) =D:

5. kural: 11k dort kuraldan hicbiri gecerli degilse bunun
nedeni ele alinan W icin, Id.(W,Nb) olacak sekilde hig-
bir Nb’nin, Wye madde olarak ya da bicimde sahip ol-
mamasidir ve 1d.(W ,Nh) olacak sekilde hicbir Nh'nin,
Wye madde olarak ya da atginda sahip olmamasidir.
Bu kosullarda W noktasinda 1d.(W,Nb) olacak sekilde
bir Nb varsa W, Nb'nin atigindadir ve Id.(W,Nb) ise W,
Nh’'nin bicimindedir. Bu durumda f (W) = M oldugunu
soyleriz ve bu da Ni’nin insasini tamamlar.

Bu kural gerekcelendirmek i¢in suna isaret edebili-
rizz. Wnin boyle konumlandinlmadig —yani W’nin atik-
ta oldugu (veya Nh i¢in bicimde oldugu)- her Nb (ve
her Nh), W bunlan Ni'yle 6zdeslestirmeyecegi sekil-
deyse, bunun nedeni s6z konusu Nb’ler (ve Nh'ler) igin
Nb/W # Ni/W olmasidir (benzer sekilde Nh/W = Ni/W).
Bagka bir deyisle bu Nb'ler ve Nh’ler zaten, W ordina-
linden 6nce Ni’den ayirt edilmistir. Sadece W’nin atik-
ta (ve benzer sekilde bi¢cimde) oldugu Nbller ve Nh'ler
ayirt edilmemistir.

Bu aciklama 5. kuralin, Ni siirecinin kapanma karanm
hakl olarak salik verdigini soylemeye izin verir. Soyle
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one surebiliriz: f(W) = M, dolayisiyla Wnin Ni'nin or-
dinal-maddesi oldugu, Ni’nin insas1 surecinin durdugu
yer oldugu tespit edilir.

W, Ni'nin maddesiyse Wde kapandigr varsayilan Ni
icin madde disinda konumlanmigtir. W, Ni'yi sadece
Wrnin atikta oldugu Nb’den veya Wnin bicimde oldu-
gu Nh'den ayirt eder. Ni'nin konumu, B ile H “arasin-
da” kalacakur, zira sirahlhik bagintisinin semasi tam da
d < hM < F seklindedir. Su ¢izim elde edilir:

z
=)

ll" %: rll
a
He

v

Z
)

w

Kapams tamamen mumkundur, ¢inka W ordinali-
nin otesinde her Nb ve Nh, Ni‘den aynlir (Wden once
1.-4. kurallarla, W noktasinda 5. kuralla); kurallannmiz
s6z konusu ayrim daima Nb < Ni < Nh yontnde yapila-
cak sekilde ayarlanmistir.

Bu ayarlama yine de incelenmeyi gerektirir.

Kurallanmizin aralarinda celiskili olmadigin1 dogrula-
mak temel bir 6nemdedir.

Ornegin 1. ve 2. kurallanmiz1 ele alahm. Sanssizlik
sonucu ayni anda hem 1d.(W,Nb) hem de 1d.(W,Nh)
ortaya ¢ikarsa ve W hem Nb'nin hem de Nh’nin mad-
desiyse W’yi Ni'nin bicimine ve atigina koymamiz ge-
rekir...

Fakat boyle bir durum ortaya ¢ikamaz. Ctanku, eger
W hem Nb’nin hem de Nh’nin maddesiyse B’nin her Sa-
yis1, Hnin her Sayisindan kugik oldugu icin Nb < Nh
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olur. Aym W maddesine sahip olduklarn i¢in ayirtaglan
Wden zorunlu olarak kigiiktir ve bu da Nb ve Nh'de
ayni1 konuma sahip olmayan en az bir w, € W ordina-
li oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla Nb/W ve NWW
alt-Sayilarinin 6zdes olmasi mumkun degildir. Bu ise,
aym anda hem Id.(W,Nb) hem de Id.(W,Bh) olursa
Ni/W’ye ortak 6zdesliklerini zorunlu kilar. Dolayisiyla
1. ve 2. kural uyumludur.

Fakat 3. ve 4. kurallan ele alahm. Bir sanssizhk
eseri 1. ve 2. kuralin gecerli olmadig bir W varsa ve
bir yandan 1d.(W,Nb) ve 1d.(W,Nh) olan Nb ve Nh
var ve 6te yandan W, Nb'nin bi¢ciminde ve W, Nh’nin
atigindaysa W’yi Ni'nin hem bi¢imine hem de atigina
koymak gerekir.

Elbette boyle bir sanssizhgin vuku bulmasi imkan-
sizdir. Cinkia W, Nh'nin atiginda ve Nb'nin bi¢imin-
deyse Nb ile Nh'yi ayinr. Fakat, onlann ayirtac1 ola-
maz, aksi takdirde konumu geregi Nh < Nb olurdu,
ama B < H olmas1 buna olanak vermez. Dolayisiyla
ayirtag, W'den daha kiigiiktiir ve biraz once oldugu gibi
Nb/W = Nh/W olmasi imkansizdir; halbuki Ni/W’ye
varsayilan ortak esitlikleri bunu dayatiyordu.

1515 Simdi bu kurallarla Ni’nin B'nin biitiin Sayilan ile H'nin
biitiin sayllan arasina, yani bitin Nbler ile bitin
Nh’ler arasina girme sansimizi koruyup korumadigimi-
z1 gorecegiz.

1. kurah uyguladigimizda W ordinaline F degerini
veririz. Bu kuskusuz Ni'yi B'nin bir sayisindan kucik
yapamaz zira eger W, Ni ile bir Nb'nin ayirtaciysa
Ni'nin biciminde oldugu igin her zaman Nb < Ni ola-
caktir.
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Fakat Wyi bicimine koydugumuz i¢in Ni'nin Hnin
bir Sayisindan daha buyiik hale gelmesi riskine girmis
olmaz miy1z? Bunun i¢cin Wnin Ni ile bir Nh’nin ayirta-
c1 olmasi gerekir. Fakat bu durumda nihayetinde Wnin
maddesi oldugu Nb (zira 1. kurah uyguluyoruz) ile
Nh'nin ayirtaci da olacaktr. Halbuki Nb < Nh oldugu-
nu biliyoruz. Bunlarin ayirtaci eger Nb’nin maddesiyse
Nh’nin biciminde olmas: gerekir. W, Ni ile Nh’nin ayir-
tac1 oldugu icin Wnin bu konumu Nh < Ni olmasim
engeller.

Dolaysiyla 1. kurah uygulayarak Wnin insa halin-
deki Ni sayisinda boylelikle sabitlenmis konumunun
can sthicar bir Ni < Nb veya vahim bir Nh < Ni gibi bir
durumun ortaya ¢ikmasina izin vermeyeceginden emi-
nizdir. Ni, B ile H “arasinda” kalir.

Diger kurallarin incelenmesi de aym sonuglara go-
tarar. Mesela 5. kurah inceleyelim (2., 3. ve 4. kurallar
icin yontem 1. kuraldakiyle aynidir. Notun'* ve ozel-
likle asagidaki semanin yardimyla okur bunlarla ahs-
tirmalar yapabilir).

5. kural, ilk 4 kural gecerli olmadiginda sahneye
cikar. Ele ahnan W, Nbnin maddesinde (1. kural),
Nh’nin maddesinde (2. kural), Nb’nin biciminde (3.
kural) veya Nh'nin atiginda (4. kural) konumlandinl-

14 2. kural igin akil yiiritme tarzi, 1. kurah dogrulayan akil yiiriitme
tarzinin tam simetrigidir. 3. kurah ele alahm: 1d.(W,Nb) elde ederiz
ve W, Nb'nin bicimindedir. Wyi Ni'nin bicimine koyuyorum. Ni'nin
boylelikle Hnin bir Sayisindan daha biiyiik hale gelmesi riski ortaya
ctkmiyor mu? Bu varsayilan Say1 Nh olsun. W, Ni ile Nh’nin ayirta-
c olmal;, bu da Nh ile Nb'nin de ayirtact oldugu anlamina gelir. W,
Nb'nin bi¢iminde oldugu icin Nh < Nb olur ve bu mumkiin degildir.

4. kural icin de aym yaklasim kullamhr.
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digr kosullarda hicbir Nb (veya Nh) ile Ni arasinda biz
ozdeslestirme gerceklestirmez. Dolaysiyla Id.(W,Nb)
veya 1d.(W,Nh) olursa nedeni, Wnin Nb'nin atiginda
ve/veya Nh'nin biciminde olmasidir. Bu iki hipotez bu
kez uyumludur: S6z konusu 6zdeslesmeler gercekle-
sebilir ve W aym anda hem Nb'nin atiginda hem de
Nh'nin biciminde olabilir. Boylelikle 5. kural, Wyi Ni
ara Say1sinin maddesi olarak belirleyen f(W) = M kapa-
nis jestini dayatir. Boylelikle kapanan Ni'de W madde
disinda konumlanir. Bu se¢im Ni'nin D < hM iligkisi-
ne gore bir Nh’den diisiik olmasina neden olabilir mi?
Hayir, ¢inku eger W, Nh'nin atiginda olmak tizere bu
Nh ile Ni'yi ayiryor olsaydi 4. kural gegerli olurdu ve
bu da 5. kuralin uygulanmasim énlerdi. Benzer sekilde
hM < F iligkisine gore Ni < Nb’de olamaz, zira W ayr-
tacimin bir Nb’deki konumu W igin 5. kurahn degil 3.
kuralin uygulanmasim gerektirir. Gerektiginde uygula-
nan 5. kural sadece Ni < Nb'yi gerektirir. Aynca Nh < Ni
sonucunu getiremeyecegi i¢in Ni prosedurunu B ile H
araliginda W noktasinda birakar.

Boylelikle her W ordinal noktasinda kurallarimizin
uygulanmas: B ile H'nin ara konumunda Ni/W alt-Sa-
yilan biciminde Ni'yi “yerel olarak” konumlandinr.
Adim adim ¢alisgmamiz Ni, Nh'yi gecmeden veya Nb
tarafindan gecilmeden devam eder. Butun insa boyun-
ca sansimizi koruyoruz. Asagidaki ¢izim kabaca Ni'nin
nasil ilerledigini gostermektedir. Cizimin st kismin-
da B'nin birka¢ Nb Sayisi, alunda H'nin birka¢ Nh Sa-
yis1 ve ortada da Ni sireci gosteriliyor. W 'den W.’e
kadar ordinaller sirayla bes kurahn uygulandig: du-
rumlan gosteriyor. Kareler, yildizlar ve capraz cizgiler

240



Say1 ve Sayilar

bicim, madde ve atig1 gosteriyor. Bir nokta bir Nb'de
veya Nh'de isaretlendiginde bunun nedeninin s6z ko-
nusu ordinal oncesinde Nb’nin (veya Nh) Ni'yle 6zdes
olmas: (ordinal noktasinda 6zdeslik bagintis1) oldugu
hatirlanacaktir.

0 W W,

1 3 3 4 H
0—* Rb,
B{ Rb,
L L/ Rb,
Ni—p 7 e ———pp
e Re,
A Ra,
R,
1. kural 2. kural 3. kural 4. kural . Jour,
1. ve 2. kurallar 11k 4 kural gegerli degilse
gegerli degilse

Bu yaklasimin tim inceligi, Ni’'nin W noktasinda-
ki degerini (6zel olarak F degerini vererek) sadece H
tarafinda herhangi bir etkiye yol agmayacag garanti
oldugunda artirarak riskleri azaltmakur; ve bu degeri
(D degeri), sadece B tarafindaki her turla etki ortadan
kalkuginda kucultmektir. Boylelikle Ni, daima sira-
hilik etkilerinin maksimal nétrlestirilmesinde B ile H
arasina girer.

Auk (Nb) ile bi¢im (Nh) arasinda yer alan bir W igin
kapanma zamam geldiginde (5. kural), bu olanagn ye-
rel olarak yasaklanmasina karst korundugu i¢in B ile
H arasinda global olarak konumlanmis bir Sayinin elde
edilmesiyle geriye doniik olarak taktigi muhurleriz.

241



Sayimin Ontolojisi: Tanim, Siralilik, Kesim, Turler

15.16 Temel teorem, ikinci kisim: biriciklik.

B < H olacak sekilde (notasyonu suistimal ederek)
iki Say1 kumesi B ile H arasinda her kosulda en azindan
bir Sayinin var oldugunu ortaya koymaya izin veren ye-
rel notrlestirici sabir ve global kapama kararindan olu-
san stratejiyi anlattik. Ordinallerin minimalligi ilkesi
uyarinca illa boyle bir minimal maddeli Sayr vardir: “B
ile H arasinda konumlanmis bir Sayinin maddesi olma”
ozelligini ve bu 6zellik i¢in minimal ordinali g6z 6nun-
de tutacagrz.

Geriye Bile H arasinda yer alan minimal maddeli bir
Saymn biricik oldugunu gostermek kaliyor; bu da B ile
H arasindaki sayisal kesimi tespit etmemizi saglayacak.

Boyle iki say1 oldugunu varsayahm: Asagidaki gibi
bir diizenleme karsimiza ¢ikacaktir:

B<N1<N2<H

Burada N, ve N, aym (s6z konusu konum i¢in mini-
mal) maddeye sahiptir.

N, ve N, aym maddeye sahip oldugu i¢cin N, < N,,
ayirtacin N 'in atuginda ve N,'nin biciminde olmasim
zorunlu kilar. Bu ayirtag w olsun. N ’in N /w alt-Say1-
sim dusunelim. w, N/'in auginda oldugu icin s6z ko-
nusu alt-Say1 N ’in ytiksek kiimesine aittir, dolayisiyla
N ’den daha buyuktir. Fakat w, N ile N, 'nin ayirtaci
oldugu, dolayisiyla bunlan ayirt eden en kuguk ordi-
nal oldugu icin w’ye kadar (w hari¢) N ile N, 6zdestir.
Bundan N /w alt-Sayisi ile N,/w alt-Sayisinin 6zdes ol-
dugu sonucu cikar. Dolayisiyla N /w ile N, 'nin ayirtaci
ancak w olabilir ve w, N /w'nin maddesinin disinda
ve N,'nin bi¢imindedir. Bunun sonucunda N /w < N,
elde ederiz.
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Nihayetinde asagidaki duzenlemeyle karsilasinz:
B<N,<N/w<N,<H

Bu, N//wnin de B ile H arasinda yer aldign anlamm-
na gelir. Fakat bu imkansizdir, ¢anka maddesi, B ile H
arasinda konum i¢in minimal oldugu varsayilan N 'in
maddesinden kuguktur.

Bastaki hipotezimizi reddetmemiz zorunludur: Bile
H arasinda minimal maddeli iki Sayr yoktur, sadece bir
tane vardr.

B ve H adh iki kume, aralarinda yer alan minimal
maddeli bir Sayiy1 tekanlamh olarak belirler. Bu say1
B ile Hnin kesimi olarak adlandirlacak ve N, B ile H
arasindaki biricik kesim olarak tespit edilebildigi her
durumda N = B/H oldugunu ileri stirecegiz.

1517 Cok 6zel bir kesim durumu bulunur: N, < N, olacak
sekilde N ve N, Sayilanni ele alahm. Elemanlan sade-
ce N, ve N, olan B ve H kiimelerini, yani (N,) ve (N,)
tekliklerini dusinin. Burada temel teoremin kosulla-
rindayizdir, yani N, ile N, arasinda minimal maddeli
biricik bir N, Sayis1 vardir. Boylece rasyoneller hak-
kinda bahsettigimiz klasik bir sirahhgin yogunlugu
kosulu tekrar karsimiza gikar: 1ki Say1 arasinda daima
bir uguncisu, dolayisiyla da bir sonsuz vardir. Bunun
haricinde bizim igin ek bir belirlenim s6z konusudur:
N, ile N, arasinda daima minimal maddeli biricik bir
Say1 vardr.

Boylelikle her seyin 6ngormeye olanak verdigi, ke-
simin biricikliginin sonsuzca en gugla kavram oldugu
seyi ileri suriiyoruz: Sayilann sira duizeni yogundur.
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Fakat bundan daha derin olan gey, dustince icin bu
sayllamaz yogunluk, her Saymn yakininda tutarsizca
var olan bu kaynagma ile sayisallikta hicbir bosluk ol-
mayacak sekilde dokuyu bir noktada kesen minimal
maddeli Sayinin bir olarak sayillmasi olanag arasindaki
korelasyondur.

Burada “kesim”, Sayimn Doga zemininde kestigi
haliyle varligin tutarsiz dokusundaki dustincenin ke-
sigini adlandinr. Tekilligin bir kavramdir. Belki de,
en azindan varhgn sira duzeninde tekilligin yegane
kavramidir. Zira varhigin 6tesine gecen bir baska tekil-
lik vardar: olay.
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16. Saymnin yerinin sayllamaz buyusi

16.1 Baslamadan 6nce bir 6zet.

1) Bir Sayi, bir pargas1 kesilmis —Saymin bigimi,
F(N)- bir ordinaldir —Saymnin maddesi, M(N). Ayrca
ordinal-maddenin kesme disinda, bi¢cim disinda kalan
parcasini da dusunebiliriz: Saymin atigi, D(N).

2) Bir N Sayisiyla iliskili olarak bir ordinalin konu-
mu, Saymin t¢ “bileseni’nden birindeki —bi¢im, atk,
madde- pozisyonudur (ait olmas1 veya ait olmamasi).
Ug konum bulunur: bicimde, atikta veya madde disinda.

3) N, ve N, gibi iki Saymin ayirtacy, iki Sayida aym
tarzda konumlanmams olan en kii¢uk ordinaldir. Eger
ayirtag yoksa nedeni iki Sayimin esit olmasidir (madde-
leri, bi¢imleri ve dolayisiyla atiklan aymdir).

4) Ayirtacin konumuna gore iki farkh Sayr arasinda
(gecisli ve yansimasiz) bir sirahhk bagintisi tanimla-
nabilir. Bu N, < N, seklinde gosterilir ve N ’in N,'den
daha kugiik oldugu soylenir. Bu bagint1 Sayilar alanin-
da tamdr, yani herhangi iki farkh Say1, N, ve N, veril-
diginde daima ya N, < N,ya da N, < N, olacakur.

5) Sirahhik bagintis1 yogundur: N, < N, olacak sekil-
de iki Say verildiginde daima N ile N, arasina giren bir
N,vardir: N <N, <N,.

6) N, maddesi W, olan bir Say1 olsun ve w , W 'den
kugik bir ordinal olsun (w, € W)). w, hari¢c w e ka-
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dar N, ile aym1 olan w maddeli Say1 (bu Saymnin bi¢imi
N/’in bi¢ciminde bulunan w den kucuk ordinallerden
olusur) N'in bir alt-Sayisi olarak adlandinlacaktr:
N in w, noktasinda bir “kesim”i olan N ’in alt-Sayis1.
Bu alt-Say1 N /w, ile gosterilecek.

7) N/in alt-Sayllan arasinda bazilan N den daha
kuguktar (w,, N in biciminde oldugunda), digerleri
N,’den daha buyuktur (w,, N'’in auginda oldugunda).
Birinciler kiime olarak ahndiginda N ’in dustk kume-
sini olusturur ve Ba(N,) ile gosterilir; ikinciler N ’in
yuksek kiimesini olugturur ve Ht(N)) ile gosterilir.

8) N,’in su anlamda dusik ve yiiksek kiimelerinin
kesimi oldugu gosterilir: Dustuk ve yuksek kumele-
ri arasinda yer alan, Sayilarn sirasina gore minimal
maddeli Sayidir (dusik kiumesindeki her Sayidan
daha buytik ve ytiksek kiimesindeki her Sayidan daha
kucuktir).

9) Genel olarak, birinci kumedeki her gey ikinci k-
medeki her seyden kugcuk olacak sekilde iki Say1 kiime-
si verildiginde bu iki kime arasinda yer alan minimal
maddeli biricik bir N Sayis1 oldugu gosterilir. Bu iki
kume B ve H ise, soz konusu N Sayisinin B ile H'nin
kesimi oldugu soylenir ve N = B/H yazilir. Boylelikle
N, = Ba(N,)/Ht(N,) seklindedir. Bu tekil kesim, N 'in
kanonik sunumu olarak adlandinhr.

Simdi Sayilarn sinirsiz alaminda dolasacagiz ve bunla-
rn bazilarim ve 6zellikle geleneksel Sayilan gosterece-
giz: dogal tam sayilar, negatif tam sayilar, ordinaller,
rasyonel sayilar, reel sayilar. Fakat aynca Sayiya dair
miras aldigimiz pratigin sonlulugu ve sefaletinin bizi
ahkoydugu bir¢ok baskasim1 da. Saylar icinde sayilar
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ne kadar da 6nemsiz kalyor! Sayimin varhg, katede-
bildigimiz kismim her bakimdan asar. Bununla birlikte
gucumuz, varhgin dusince karsisindaki bu fazlahgina
dair bir diisiincemizin olmasidir.

Sifir.

Cok hususi bir Say1 var: maddesi ve sonug olarak
bicimi de bos olan (0,0) sayis1. Soz konusu Say1, mad-
de olmadiginda her turlu jestin noksanhgim sayisal bir
jest olarak kaydeder. Mutlak Sifirdir, sayisalliga sahip
olmayan Sayidir. Elbette bu Saymnin ontolojik teme-
li bos kumedir, varhk olarak varhgn dusunilebilir
olanda meydana geldigi, her metnin varhgna aulan
dikigstir. Burada Say: olarak dusindugumuz kuskusuz
bu bosluktur. Fakat boglugu Say1 olarak dusinmek bir
fark yaraur. Ornegin boslugu madde konumunda ya da
sadece bicim konumunda gormek aym sey, aym Say1
degildir. Boylelikle bicimi bos olan ((0),0) veya (1,0)
Sayisi, Saymin Sifinyla hicbir sekilde 6zdes degildir.
Kuskusuz onun da kesme jesti bostur, maddesinden
hicbir seyi ¢ekip almaz, fakat bu madde herhangi bir
jestin noksanhginda bu jestin kesmeye bile baslama-
dipr seyin gercek tozunu vererek degismemis sekilde
varh@gim sirdurur. Yegane hakiki Sifir, her tirla sayisal
jestten kendisini eksilten seydir ¢unki bu jestin etki-
leyecegi hicbir sey, hicbir maddi ve dogal ¢cokluk yok-
tur. Boylelikle Sifir, sayisal kesme jestinin pozitif veya
negatif her tirlu degerlendirmesinin disindadir. Kesin-
likle ne pozitif ne de negatiftir. Degerlendirilebilir her
turli eylem icin erisilemez halde kendi bagina varhgim
surdurur. Sifir, ontolojinin icinde Say gibi distinulen
varhk olarak varhktir.
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Bir parca metaforik bir sekilde Sifinn ne pozitif ne de
negatif oldugunu soyledigimize gore bu sifatlara kesin
bir sayisal anlam veremez miyiz? Temel cebir —6gren-
cilerin miiphem seving kaynag olarak— —4 gibi negatif
tam sayilar takdim eder.

Ornegin maddesi o limit ordinali ve bi¢cimi eleman
olarak sadece 0 ordinaline sahip olan N Sayisim du-
sunelim. Bicim bir bagka ifadeyle 0'm tekligidir ve N,
say1s1 (@,(0)) olarak yazilabilir. Bu Sayiy1 Sifirla, yani
(0,0) ile karsilastinrsak ayirtaglarimin N 'in bi¢iminde
ve Sifinn maddesinin disinda olan (0 dahil her ordinal,
hicbir maddesi olmayan 0''ln maddesinin disindadir) 0
oldugunu agik¢a goruriz. Bu durumda sirahlik kural-
lant N’in Sifirdan daha bityiik oldugunu soyler. N1’in
pozitif oldugunu soéylemek anlamh olacaktir.

Simdi maddesi yine w limit ordinali olan fakat bigi-
mi I'in tekligi olan N, Sayisimi distinelim. Bu N, Sayis1
(@,(1)) seklinde yazilabilir. Bir kez daha N, ile Sifinn
ayirtact 0’dir. Ayirtag bu sefer N, ’nin atgindadir, ¢in-
kit N_'nin bicimi 01 icermez (sadece 1 igerir) ve 0 da
dahil butun sonlu ordinallerin limit koleksiyonu ol-
dugu icin w 01 igerir. 0, Sifinn maddesinin disinda ve
N_'nin atginda oldugu icin N_'nin sifirdan daha kiiciik
oldugunu goruriz. N 'nin negatif oldugunu séylemek
anlamh olacakdtir.

Pozitif Sayilar ve negatif Sayilar.

Omeklerimiz su sekilde genellestirilebilir: Sifir ile
Sifirdan farkh herhangi bir Sayinin ayirtaci daima 0 bos
kumesidir. Zira Sifir, maddesi bos olan tek Say1, dolay1-
styla 0'm madde disinda konumlandig biricik Saydur.
Diger her Say1 i¢in 0'm konumu ya bi¢imde ya da atik-
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tadir. 0 en kugik ordinal oldugu i¢in Sifir ile Sifirdan
farkh her Sayinin kesinlikle ayirtacidir.

Oyleyse durum oldukea basittir: Sifirdan farkh bir
Say1 01 biciminde iceriyorsa Sifirdan daha buyuktur.
Tersine 0 atigindaysa Sifirdan kugcuktur, cunku her ko-
sulda 0O, Sifirn maddesinin disindadar.

Pozitif ve negatif Sayilan boyle tammlayacagiz: Bir
Say1, 0 biciminin elemantysa pozitif ve 0 atiginin elema-
ntysa negatiftir.

Pozitif ve negatif Say1larin tamiminin birka¢ 6nemli so-
nucu.

- Sifir maddesiz, bi¢imsiz ve atiksiz oldugu i¢in 0,
Sifinn ne biciminin ne de angimn bir elemam olabilir.
16.3’te verdigimiz aciklamayr matematiksel bir kavra-
ma doénustarayoruz: Sifir ne pozitif ne negatiftir.

- Sifir hicbir sekilde en kuguk Say: degildir. Her ne-
gatif Sayrdan daha buyuktur ve negatif Sayilar agik bir
sekilde simirsiz, tutarsiz bir alan teskil eder. Negatif
Sayilar ile pozitif Sayilar arasinda Sifir, hicbir cevresi
olmayan seyin merkezindedir.

- Sifir dissal islemlerle tammlanmaz, bir ardisikh-
gm “ilk” terimi gibi ya da bir islemin “etkisiz elema-
m” (bu, baska bir yerde ve ikincil olarak tasiyacag
bir niteliktir) gibi takdim edilmez. Sayisal varhginda
tammlanir. Islemsel veya cebirsel her turlu dusiinceyi
ickin nitelendirmelere tabi kilan ontolojik yolumuz-
dan aynlmayz.

- Daha genel olarak, “pozitif” ve “negatif” kategori-
leri Sayilarin siralih@ goz 6nune alinarak yalnizca an-
latim kolaylig) nedeniyle dahil edilmistir. “01 bicimde
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icermek” veya “01 atikta icermek” yuklemleri tama-
men icseldir. Bir Sayinin varhginin gozlemlenmesi tek
basina ve baska bir Sayiyla karsilastirma yapilmaksizin
pozitif mi yoksa negatif mi oldugunun 6grenilmesine
olanak verir.

- Pozitiflik hicbir sekilde Sayinin maddesinin “nice-
ligi"ne veya biciminin kaplamina degil, sadece boslu-
gun konumuna baghdur. (2,(0)) Sayis: pozitifken mad-
desi w ve bicimi 0 hari¢ butin madde olan (w,(w - 0))
Sayis1 negatiftir. Ister madde, ister bicim s6z konusu
olsun sonlu sayisal pozitiflik ve sonsuz sayisal negatif-
lik vardur.

- Bir N Sayis: pozitifse, O bu Saymnin biciminde zo-
runlu olarak minimal sekilde yer aldiga icin N'nin bii-
tin N/w alt-Sayilarinin da (her Sayimin alt-Sayisi olan
Sifir, yani N/O alt-Sayis1 haric) pozitif oldugu sonucu
cikar: N/wnin biciminin elemanlan ashnda w ordina-
line kadar N'nin biciminin elemanlandir ve sayet w,
0'dan farkhysa N pozitif oldugu icin 0 bu elemanlar
arasinda yer alir. Benzer sekilde bir N negatif Sayisinin
Sifirdan farkh her alt-Sayis1 da negatiftir (N'de oldugu
gibi, 0 anginda yer ahr). Ozel olarak pozitif bir Sayimin
dusuk kumesinin bos olmayan elemanlan ve yuksek
kumesinin bitin elemanlan pozitiftir; ve negatif bir
Saymn dusuk kumesinin butin elemanlan ve yuksek
kumesinin bos olmayan elemanlan negatiftir.

Negatif uizerine dusiinceler.

Sayilar evreninin ileri surdugu haliyle negatif kav-
rami, gorunirdeki paradoksalliginin butun derinligine
sahiptir. 11k bakista negatif olanin tam da boslugu Sa-
ymn bicimine dahil etmekten olustugunu disinmek
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mumkundir. Higligin lekesinin damgalamadig bir bi-
cimde daha fazla pozitiflik yok mudur? Coklugun hi¢-
bir sunum islemi yapmayan muphem belirtisini pozitif
uretiminden defederse sayisal kesmenin tamhg daha
iyi bir sekilde saglama alinmis olmaz m1?

Burada Say1 herhangi bir Mevcudiyet ontolojisi ayar-
tisindan kurtulmamizi salik verir. Saymn bi¢iminde
boslugun noksanhg “pozitif” gériniyorsa bu, varhgin
fiillen-sunulmus olanin tamhgiyla 6zdeslestirilmesi ko-
suluyladir. Bu durumda hicbir sey sunmayan her du-
rumu, ¢oklu-referansin eksiltildigi her isareti negatife
endeksleme ayartisina kapihnz. Fakat hakikat bambas-
kadir: Varlik olarak varhk tam da bu isaret dahilinde
dusunceye gelir. Dolayisiyla biciminde bu isareti ta-
siyan bir Sayiya gore tasimayan bir Sayinin ontolojik
sayginh@ daha azdir. Bir Sayinin varhginin sayginhgy,
ustunlagi, mesru bir sekilde bosluk noktasindan 6l¢i-
lur. Sayisal astinlik, dusuncenin kullanimina elverisli
olanin ustunluguntn simgesidir.

“Boslugun isareti aigindaysa bir Say1 negatiftir” ifa-
desi, (eksiltmeli bir ontoloji i¢in) ontolojik berrakhg
Saymnin etik hukmi diye adlandinlabilecek seyin da-
yanagim olusturan bir ifadedir. Boglugun tasdiklendi-
gi her durumda (ve tekil olarak olay sonrasi durumlar
oyledir) Kotulugin, bu tasdiklemeye tam da durumun
atugyms gibi davranmilmasina karsihk geldigini bir gun
gostermeyi umut ediyorum. Kotulik, durumun bizzat
varhg olan boslugun bi¢imsiz olarak alinmasidir. Ko-
tulugun bicimleri dolu ve aydinhk tozu sahiplenir, bos-
lugun her isaretini defeder, bu isaretleri simrlandinr,
surgun eder, kovalar, yok eder. Fakat Saymin hukmu
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bize soyle der: Bu dolu madde iddiasinda, boslugun
vuku buluglarina yapilan bu zulimde tam da negatif
yer alr. A contrario, pozitiflik boslugun isaretini bi-
cimlerinde bir araya getirir ve barindinr. Ayrica boyle
yaparak icsel olarak daha ustiun bir sekilde dusinceyi
varhga uygun hale getirir.

Boslugu atik olarak almak negatif bir islem, nefret
uyandiran bir “anndirma”dir. Her hakiki siyaset her-
hangi bir halk olayina sadakatte boslugun, sunulmamsg
olanin, durumda sayrilmayanin muhafizhigim en ust du-
since ve eylem odevi olarak gorur. Her siir duyulur
gondergelerin gizil boglugunu tespit etmeye ve bunlan
dilin bi¢imsel sinirlarina gotirmeye ¢abalar. Her bilim
kendi tarihinin atigina, bi¢cim disinda biraktigina pozi-
tif olarak davranir, ¢iinku orada tam da ifadeler siste-
mini tekrar kuracak veya formile edecek seyin ikamet
ettigini bilir. Son olarak, her ask temellendirdigi ki
cinsiyetin bos alammn hazzinda kurulur ve bu bakis
acisindan tam, kaynasmah bir aska dair romantik di-
sunce Bir'in anndinlmig gostergesi altinda tam da as-
kin Kotalugudir.

Saymin kavramim kurdugu haliyle negatif, dusince
ile varhgin noktasal uyumsuzlugudur. “Negatif”, bicim-
ler ve bicim olmayan, bi¢imler ve auk [déchet] olmas-
na dayanak olan o biricik noktay1, sunulmams olanin
kisvesi altinda varhgin bos yere distinmedigimizi te-
min ettigi o noktay terk eden [choir], degerini duguren
[dé-chette'] her turla bicimlendirme girisimidir.

15 Fransizcada “aunk” anlamma gelen déchet kelimesinin kokeni déchoir
fiilidir —¢n

252



Say1 ve Sayilar

16.8 Bir Sayimn simetrigi.

Pozitif bir Sayiyn “negatife donustirmek” icin ¢ok
fazla sey gerekmez: Biciminden 01 ¢ikarmak yeterlidir.
Say1 bize pozitif olanin givencesizligini, tdzsel olma-
yan karakterini ogretir. Tek bir noktanin atiga aktanl-
masimn insafina kalmistir. Aynca bu nokta, tim nok-
talar arasinda en seffaf, hicbir coklu-sunuma dayanak
olmayan noktadir: boslugun isareti.

Bir terimin bir konumdan (burada bi¢im) “z1t” ko-
numa (burada atk) aktanlmas fikri genellestirilebilir.
N say1sim ve N'nin bi¢imi ile atiginin tersyiiz edilmesiyle
elde edilen Say1y1 dusinelim. N'nin atig bicim olarak
terfi ettirilirken bicimindeki tim terimler atk olarak
duger. Bu yeni Sayi, aym ordinal-madde uzerinde, N'yi
tammlayan kesmenin tersi veya simetrigi olan bir kes-
me uygular. Bu Sayiy1 N'nin simetrigi olarak adlandira-
cagiz (gorecegimiz gibi merkezi Sifir olan bir simetri).
Bu Sayiyn —N olarak gosterecegiz ve “eksi N”, N'nin si-
metrigi olarak adlandiracagz.

Bir say1 ve bu sayimin simetrigi su sekilde sunulabilir
(12.3’teki semalar kullanilarak):

F(N) F(N)
N Sayisi: @0 } # ¥ ‘*—
0 ] R(N) ] RNy
! ' ' "
]
Feny F(N) )
-N Saysi: g L o A i o *
R(-N) R(-N)

Cizimde N'nin pozitif oldugu (0, bicimdedir) ve
simetrigi, -N'nin negatif oldugu acikur. Her zaman
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boyle olacag asikardir. Tersine, N negatif oldugunda
(0, atiginda oldugunda) —N pozitif olacaktir (0, bigi-
mindedir).

N'nin simetrigi olan —N'yi aldigimizda, —-N'nin si-
metrigi —(~N) seklindedir, yani N'ye geri déneriz:
Yaptigimiz, bicimi atiga ve sonra atig1 bicime donus-
tirmektir. Bu, hem Hegel hem de sezgicilige kendi-
liginden z1t olan, simfta 6grendigimiz o eski yasadur:
ki olumsuzlama islemi bizi bastaki olumlamaya geri
goturar. Bununla birlikte —(—N)’nin illa pozitif bir
Say1 olmadigina hep oldugu gibi dikkat gosterilmeli-
dir. Baslangictaki N Sayis1 negatifse bu Sayinin simet-
rigi pozitiftir ve simetriginin simetrigi —yani kendisi-
yine negatiftir. “—“ gostergesi olumsuzlamanin degil,
simetrinin gostergesidir. Bu da negatifin (simetrinin
tersine) islemsel bir boyut olmadigim dogrular. Say:-
nin varhginin yapisal bir yiaklemidir.

Birka¢ 6rnek.

(0,(0)) Sayisinin simetrigi nedir? Bigimi O harig
nin tamam olan (®,(w — 0)) Sayisidir. Bu Saymnin
negatif oldugu asikardir.

Bicimi 1'in tekligi olan (2,(1)) Say1sinin simetrigi ne-
dir? Bicimi (0)'1n tekligi olan pozitif (2,(0)) Saysidur.
Gercekten de 2 ordinalinin tek elemanlan O ve 1’dir.
11k durumda 0 atig, ikinci durumda bigimi olusturur.

Pozitif bir N Sayisin1 ve bu Sayimin simetrigi olan -N
sayisini ele alalim. Sifir ile N “arasinda” yer alan her Sa-
yiya =N ile Sifir “arasinda” yer alan bir Saymin tekabul
etmesini saglayabiliriz: Sayimin simetrigini almak yeter-
lidir. Gergekten de Sifir < N| < N ise -N < =N, < Sifir
olacag aciktir. -N'nin N'nin bicimiyle atigim degistir-
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digi akilda tutularak, N ile N arasindaki tim mum-
kun esitsizlik durumlan incelenerek bu dogrulanabilir
(bkz. 13.13).

— N ile Sifir arasinda, Sifir ile N arasindaki “kadar
¢ok” Say1 bulunur, ¢iinka f(N)) = — N, fonksiyonu Sa-
yilariniki “kesiti” arasinda birebir ve orten bir esleme-
dir. Fakat dikkat! Bu esleme iki kiime arasinda degildir.
Sifir ile N arasindaki aralik, butin Sayilar alam gibi,
tutarh bir butanlik olusturmaz. Bu kolayhkla ispat-
lanabilir: Omegin (2,(0)) Sayisim digtnirsek Wnin
2'den buyuk herhangi bir ordinal oldugu (W,(0)) tura
tum Sayilarin (2,(0))'dan kugcik oldugunu biliriz. Bu,
13.16'da kegfettigimiz yasadir: Bicim aym kahrken
madde artinhirsa Sayr kucular. Bu arada, 0 biciminde
yer aldig icin butin (W,(0)) Sayilan pozitiftir. Dolay-
styla bu Sayilar, 2’den buyiik olan (yani, Sifir ile (2,(0))
arasinda yer alan) ordinaller “kadar ¢ok’tur. Fakat
“2'den buyuk tim ordinaller”in tutarsiz bir ¢okluk ol-
dugunu kesin sekilde biliyoruz.

Bunu akilda tutarak simetriyi asagidaki sekilde gor-
sellestirebiliriz (buradaki aks, siralarina gore alinmis
Saynlar aksidir):

& o—0— :
-N N, Sifir N N

1

Bu, merkezi Sifir olan bir simetriden bahsedebilme-
mizi hakh ¢ikanr.

1610 Ordinaller.

Sayilarin varhgimin kumasim olusturan ordinallerin
de Saylar olarak temsil edilebilecegini uzun sure 6nce
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ifade etmistik (6rnegin, bkz. 8.8). Ordinalleri temsil
eden Sayilar neye benzer?

Maddesi W ordinali olan ve bi¢cimi bu maddenin
tamamm muhafaza eden (W,W) Sayisim dusiinelim.
Bagka bir deyisle bu, maksimum bir sayisal kesme veya
—baz1 ¢cagdas sanatgilarin yaptig: gibi— ham maddeyi tek
basina “eser” olarak sergileme durumudur. En ilginci
(W,W) Sayisini, bicimi bosluk olan (W,0) Sayisiyla
karsilastirmak olacaktir. Her iki durumda da kesme
jestinin hikumsuz oldugunu hissederiz. Fakat iki hu-
kumsuzluk farkhdir. (W,W) Sayis1 maddenin tamamina
bir bicim olarak davranmirken (W,0) Sayis1 maddeye her-
hangi bir bicim kaydetmez. Bunun dolaysiz bir sonucu,
0 hari¢ herhangi bir W icin (W,W) Sayisinin pozitif
bir Say1 ve (W,0)'1n negatif bir Say1 oldugudur (0, 0n
bir elemam degildir ve bundan dolayr da 0, (W,0)’n
biciminde degildir). Maddeyi bicim olarak tayin eden
birinci jestte belirli bir pozitiflik ayirt etsek de madde
tarafindan bastirilan ikincisi hi¢bir sey tayin edemez.

Fakat (W,W) Sayisina pozitif bir uretim, bir mad-
denin bicim olarak ustlenilmesi olarak davranilsa da
bu tretimin ordinal-maddeyi tekrarladig1 bir gercek
olarak kalir. Ordinalin bu sekilde tekrarlanmasi1 (mad-
de ve sonra bi¢im olarak), (W,W) seklindeki Sayilara
ordinallerin sayisal temsilcileri olarak davranmamiz
mesrulastirir.

Oyleyse bunu soyle ifade edebiliriz: Bir W ordinali
Say olarak (W,W) seklinde, yani maddesi W ve bicimi W
olan Say olarak sunulur. Bu sunum, Say olarak dusii-
niilen ordinalin “kendisi”dir.
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Bunun, ordinalin “kendisi” oldugundan emin olmak
i¢in Sayilarin sira duzeninin ordinallerin sira duzeni-
ne, yani ait olmaya uydugunu agik bir sekilde ispat-
lamamiz gerekir. Bagka bir deyisle, —ordinaller kendi
alaninda dusunuldugiunde— W, € W, ise, —ordinaller
Sayilar olarak dusunulduginde- (W, W) < (W,, W,)
olmahdr.

Durumun béyle oldugu asikardir. Zira (W,, W) ile
(W,, W,)nin ayirtac1 zorunlu olarak W ’e ait oldugu
halde W,’ye ait olmayan ya da W,’ye ait oldugu halde
W ’e ait olmayan en kiguk ordinaldir. W € W, ise bu
en kuguk ordinal tam da W ye ait olan ama kendine ait
olamayan W dir. W, (W,, W, )in maddesinin disinda
ve (W,,W,)'nin bi¢cimindedir. Dolayisiyla gercekten de
(W, W) < (W,,W,) seklindedir.

Oyleyse Say1 olarak, maddi varhklarmin bicimsel
tekrarlanmasi olarak diistiiniilen ordinallerin sira dize-
ni, varliklarinda, butin elemanlan gegisli olan gegisli
bir kime olarak dusuntlen ordinallerin sira dizeniyle
aymdir. Ordinallerin Sayisal temsili yapisal olarak ordi-
nallerle izomorftur. Boyle olduguna gore, ordinallerin
“kendilerinin” Sayilann sira duzenine kaydoldugunu,
aym gekilde temsil edildigini dustinmemek icin her-
hangi bir neden yoktur.

Bir ordinalin (W,W) biciminde bir Say1 oldugu gerce-
ginden tu¢ sonug ¢ikanlabilir:

- Bir ordinalin her alt-Saysi bir ordinaldir. (W,W)
bir ordinalse, w, € W olmak tizere bir alt-Say1 (w, w))
biciminde olacakur. Dolaysiyla bu, w, ordinalidir.
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- Tam bu alt-Sayilar acik bir sekilde bastaki ordi-
nalden daha kiigiik ordinaller olacaktir. Sonug olarak,
butin bu alt-Sayilar bastaki ordinalin dustk kumesin-
dedir ve genelde bu Sayidan daha buytk alt-Sayilardan
olusan yuksek kumesi burada bostur. Bu, Say:1 olarak
dusunilen ordinallerin karakteristik bir ozelligidir.
Genel olarak, ytiksek kiimenin bir alt-Sayisi, w, N'nin
anginda olacak sekilde bir N/w, alt-Sayisidir. Gelgele-
lim bir ordinal s6z konusu oldugunda atik bostur (ay-
rnca bu, ordinallerin bir tanimi olabilir). Dolayisiyla
bir ordinalin ytuiksek kumesi de bostur; ve tersine, bir
Sayinin ytiiksek kumesi bossa atig1 bos oldugu icindir:
Bicimi maddesiyle ¢akigir; bu, bir ordinaldir.

Boylelikle bir ordinalin kanonik sunumu Ba(W)/0
seklinde olacaktir. Fakat ayrica, dusik kimenin ele-
manlann Wden kuguk biitiin ordinaller oldugu igin, bir
kime olarak W ile ozdestir (her ordinal, kendinden
kiiciik tiim ordinallerin kiimesidir, bkz. 11.2). Son ola-
rak, Say1 olarak dusuntlen bir W ordinalinin —en ayirt
edici— kanonik temsili basitce W/0 seklindedir.

- Bir (W,W) ordinalinin simetrigi, bicim ile atigin
tersyiz edilmesiyle elde edilir. Ama burada auk bos-
tur. Dolayisiyla W olan “toplam” bi¢im yerine bosluk
gelecektir: (W,W) Sayisimin simetrik karsiti (W,0) Sa-
yisidir. Say: olarak dusunuldugunde bir W ordinali bir
simetrige olanak verir, dolayisiyla —W Sayisindan ra-
hathkla bahsedilebilir.

0 haricindeki her ordinalin pozitif bir Say1 oldugu
acikur, zira bicimi W, 01 eleman olarak icerir. Bosluk
disinda her ordinalin simetrigi, (W,0) yaziminda da
dogrudan gorulebilecegi gibi negatif bir Sayidir. Ayrica
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bir W ordinalinin tiim 6zelliklerinin —-W’ye gegiste ters-
yuz oldugu gorulecektir. Boylece ~-W’nin her alt-Sayisi,
Wden kuguk bir w ordinalinin simetrigi olan —w, dir;
—Wrnin dusik kimesi bostur, ¢iinki ~W’nin bigimi
bos oldugu i¢in —~-W'nin her alt-Sayis1 ondan buyuktur;
ve son olarak ~W'nin yiiksek kimesi —Wyle 6zdestir
ve bunun kanonik temsili 0/-W seklindedir.
Dolayisiyla ordinallerin Sayilar oldugu kesindir.'
Fakat buna ek olarak sayisallik a¢isindan ahndiginda
ordinaller simetriklestirilebilirdir: Sifirin (Sifir, Sayr
olarak dusiintlen O ordinalidir) 6tesinde, 6nceden dii-
suntlemez olan bu varhklann kaydolacag engin bir
uzam acmis olduk: negatife tabi tutulan dogal ¢okluk-
lar. Sayisallik, dogayr simetriklestirmey e muktedirdir.

1613 Pozitif ve negatif tam sayilar.

Varhklan i¢inde diisunulen dogal tam sayilar sonlu
ordinallerden, yani ilk sonsuz ordinal olan w’den bas-
kasi degildir. Aynca 11. bolimde bunlarin tanim ve
islemsel boyutlarim vermistik.

Onceden soylediklerimiz meseleyi ¢ozer: Say1 ola-
rak dusunuldugunde, n bir sonlu ordinal olmak uzere,
tam sayilar (n,n) tiriindedir. Bunlann pozitif oldugu
aciktir. Say1 olarak dogal tam sayilann sira duzeni, bil-
digimiz haliyle dogal sayilann sira diizeniyle (bir 6g-

16 Onceki bolumiin 5 ve 6 numarahi notlarinda isaret etmis oldugumuz
gibi, pozitif ve negatif ordinallerin hayli ilgin¢ “topolojik” bir ozelligi,
her Say1 kumesinin iist sinirimin bir ordinal olmasi ve alt siminmin bir
ordinalin negatifi olmasidir. Her ordinalin, kendisiyle boslugun kesi-
mi ve bir ordinalin negatifinin boslukla kendisinin kesimi olmas: do-
layisiyla bu kolayhkla aciklanabilir.
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rencinin n'nin p'den daha buyik oldugunu soyleme-
sini saglayan sira duzeniyle) ¢akisir. Geleneksel sira
duzeninin ontolojik versiyonunda p € n ise, Sayilarin
sira duzeninde (p,p) < (n,n) olur. Bir ordinalin Say1-
larin alanina “bizzat” kaydolduguna isaret etmek icin
(W,W) sayisim W seklinde yazma hakkimiz vardir.
Dolayisiyla Say1 olarak dustunulen bir dogal tam sayiy1
n seklinde yazanz.

Bir dogal tam saymmin alt-Sayilar1, kendisinden kuguk
sonlu ordinaller, yani kendisinden kucuk dogal tam sa-
yilardir. Bu Say1 n ise (0,0,), (1,1),...,((n-1),(n-1)) do-
gal tam Sayilan s6z konusudur ve bunlar 0,1,...,(n-1)
seklinde de yazilabilir. Bunlar birlikte n’nin disuk ku-
mesini olusturur. n’nin yuksek kamesi bostur ve Say
olarak dugunilen bir n tam sayisinin kanonik temsi-
li (0,1,...,(n-1))/0 seklindedir. n’nin elemanlan tam
da 0,1,...,(n-1) oldugu icin, bunlarin elemam oldugu
dusuk kime n/0 seklinde yazilabilir. (Dikkat! Bu don-
gusel degildir ¢cunku bir kiime gibi dusunulduginde n
kendisini bir eleman olarak icermez).

Bir dogal tam Saymmin simetrigi, n sonlu bir ordinal
olmak uzere (n,0) biciminde bir Sayrdir. Bunu —n diye
yazarz ve “eksi n” olarak okuruz. Dogal bir tam Say-
mn, dolayistyla (n,0) biciminin simetrigiyse bir Sayimin
negatif tam Sayi oldugunu soyleyecegiz. p € nicin, bir —n
negatif tam Sayisinin alt-Sayilarn tam —p tam sayilandir.
Bunlar birlikte, dusuk kimesi bos olan —n'nin yuksek
kimesini olustururlar. Sonug olarak negatif bir tam Sa-
ymnn kanonik temsili 0/-n seklinde yazilacaktir.

Geleneksel pozitif ve negatif tam sayilanin pozitif ve
negatif tam Sayilarla tam 6zdesligini dogrulamak igin,
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sirahlikta oldugu gibi Sayilar uzerindeki islemlerin say1-
lar tizerindeki islemlerle elbette ¢cakismasi zorunludur.
Ornegin Sayilar tzerinde N +N, gibi bir toplama islemi
tamimhyorsak 6zel olarak tam sayilarda, yani m+n tarz1
bir toplama isleminde bu islemin sonucunun okulda-
ki hesaplamalanimizdaki gibi iki tam saymin toplamina
karsilik gelen tam sayiyla “aym Say1” olmas gerekir. Bu
islemsel dogrulamalar 18. bolumde yapilacakur.

Varhi@ icinde dustunulen dogal tam sayilarin Sayi-
lara kaydedilmesi bakimindan gorevimizi tamamlamis
bulunuyoruz.

16.14 Pozitif diyadik rasyonel sayilar.
Dedekind kesimleriyle iligkili olarak rasyonel say:-
lardan daha énce bahsetmistik (bkz. 15.5): Pozitif bir
rasyonel say1 (veya sifir) iki dogal tam sayimn bir kesri

veya —g- oramdir; yani tam sayilardan olusan bir <p,q>

ciftidir. Birinci terim pay, ikincisi payda olarak adlandi-
nihr. Pay sifir (bos ktimeyle 6zdes) olabilir fakat payda-

nin 0 olmasi yasaktir (-g- oraninin “belirsiz” oldugunu
biliyoruz).

Burada s6z konusu geleneksel sayilan 6zenle tamt-
mamiza hi¢ gerek yok (ashnda indirgenemez, daha
fazla sadelestirmeye izin vermeyen kesirleri dusinmek
gerekiyor). Kesre dair sezgisel fikir bizim i¢in yeterli.

Dogal tam sayilann, sifir veya pozitif rasyonel say1-
larin bir alt-kumesi oldugu agikur: n'yi elde etmek igin

rasyonel say1y1 % seklinde almak yeterlidir. Ya da soyle

ifade edebiliriz: Bir tam say1, <n,1> turande bir rasyo-
nel sayidir.
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Rasyonel sayilar uzerindeki klasik sira duzeninin yo-
gun bir sira dizeni olma gibi temel bir 6zelligi vardir.

Bagka bir deyisle (bkz. 15. 5), PL < P2 olacak sekilde
%1‘ ve Iz glbl iki rasyonel say1 verlldlglnde bu iki say1

birbirme ne kadar “yakin” olursa olsun bu iki sayimin
arasina girecek bir ucuncu say1 (ve dolayisiyla sonsuz

say1) daima vardir: Pr < P2 < P2 olacak sekilde bir P+
vardur. b6 >

% bicimindeki sayilar, yani paydanmn 2nin bir kuv-
veti oldugu sayilar diyadik rasyonel say: olarak adlandi-

nlir. Ya da ikili versiyonuyla yazarsak: <p,2™>.

Diyadik rasyonel sayilar da rasyonellerden olusan
yogun bir alt-kiime olusturur: r, ve r,, r, < r, olacak
sekilde rasyonel sayilarsa, bunlar arasinda dlyadlk bir
rasyonel say1 bulmak her zaman mumkundr.

Bizim icin 6nemliolan r, < 1, <..< r_ < ... gibi her
artan dizinin yerined, < ...< d_<... gibi bir diyadik ras-
yoneller dizisi gecirmenin mimkin olmasidir: r_ ile r,
“arasindaki” diyadik rasyonel sayilan, sonra r, ile r,
vs. arasindakileri alinz. Ayrica diyadik rasyonel say:-
larin, butun rasyonel sayilarn bir “tabam”m olugtur-
dugu soylenebilir. Ozel olarak, diyadik olmayan bir
rasyonel sayiya bir diyadik rasyonel say1yla istedigimiz
kadar “yaklasabiliriz”, zira r ne kadar kucuk olursa
olsun rile r+’ arasinda her zaman bir diyadik rasyonel
say1 bulunabilir.

16.15 Boylece asagidaki ifadeyi elde ederiz; sayilarin (gele-
neksel) Sayilarda (ontolojik) temsil siirecinde muhte-
melen en onemli ifadedir bu:
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Her diyadik rasyonel sayi, sonlu maddeli bir Sayiyla tem-
sil edilebilir ve sonlu maddeli her Say:, bir diyadik rasyo-
nel sayiy1 temsil eder.

16.16 Genel olarak, maddesi sonlu olan bir Say nasil sunu-
lur? (n, (p,.p,....p,)) bicimindedir: Burada Sayimn bigi-
mini olusturan p,,p,, vs. tam sayilan, Saymnin maddesi
olan n’den daha kuciik olan tam sayilardir. Pozitif ras-
yonel sayilarla ilgilendigimiz icin sadece pozitif sonlu
maddeye sahip Sayilan, yani bi¢iminde 0 olan Sayilan
dikkate ahyoruz.

Sonlu maddeli bu Sayilann sifir veya pozitif diyadik
rasyonel sayilarda “izdisumu’ne yol gosteren incelikli
dusunce su sekildedir. n, Sayimin maddesi olsun. 0’dan
n'de bulunan en buyik tam say1 olan n-1'e kadar bu
maddenin butin elemanlarim siralarina gore ahnz. Bi-
rinci elemanin, yani 0'n konumunu -Say1 pozitif ol-
dugu icin konum bicimdir- muhafaza ettigimiz suirece
s6z konusu tam sayiya 1 degerini veririz. n'nin 0 ile
aym konuma sahip olmayan ilk elemanina, yani p'ye,
baska bir deyisle Sayimn maddesinin atikta olan en k-

cik p tam sayisina varnz. Bu tam sayiya ——-;— degerini

veririz. Daha sonra genel olarak eger bicimde konum-

1
200l

lamyorlarsa q tam sayilarina degerini, atiktaysa

~S+p1 degerini veririz.

Son olarak, p'nin o6tesindeki son terimin degeri (p
daima, varsa, 0’la aym konuma sahip olmayan ilk te-
rimdir), yani n-1’e verilen deger, n-I'in atikta veya

bicimde olmasina gore — isaretinin uygulanacag

2
degeri olacaktir.
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Soyle de ifade edilebilir: Atiga ait olma daima — isa-
retinden etkilenecektir. n’nin q elemanlan siraya gore
katedildiginde 0’ konumu olan bi¢cimde kaldigimiz
surece elemanlan 1 olarak, yani bir tam say1 degeriyle

sayanz. Konum degistigi anda seklinde bir diya-

Fapel
dik rasyonel say1 olarak sayanz: Burada p, konum degi-
sikligi olan ilk sayidir. Bu konum ne zaman atikta olsa
bundan boyle — isareti konulur.

Son olarak, n’nin elemanlarina bu sekilde atfedilmis
tum degerlerin toplamim (yaygin anlaminda) alarak
elde edilen rasyonel say1y1 ilk bagtaki sonlu maddeli Sa-
yyla iliskilendiririz. Tim paydalar diyadik olduguicin
bu rasyonel say1 da diyadiktir ve 6grencilerin bildigi
gibi kesirli sayilan toplamak i¢in payda olarak, payda-
lann en kuciik ortak katim alinz. lkinin kuvvetlerinin
en kucik ortak kat1 yine ikinin bir kuvvetidir.

1617 Bu prosedurun 6mmeklerini verelim. Sonlu maddesi 5
ordinali olan ve bi¢cimi 0, 1 ve 3’ iceren (5, (0,1,3))
Sayisim alalim. Bu durumda atik 2 ve 4’ten olusur.

0 bicimde oldugu icin ona 1 degerini veririz.
1 de bicimde oldugu i¢in ona da 1 degerini veririz.
2 ile birlikte konum degisir ve atiga gecer. Dolayisty-

la buna _% degerini veririz.

3 bicimdedir, 1 =% degerini veririz.

23-2+l
4 atiktadir, — 1 _1 degerini veririz.
24—2»1 23

Son olarak, (5,(0,1,3)) Sayisina karsihik gelen rasyo-
nel say1 asagidaki toplamla elde edilecektir:
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1,1 _1_13
l4l-ct=——==22
T
Bir diyadik rasyonel saymin so6z konusu oldugu
agikur.

16.18 Sonlu maddeli pozitif Saylar ile pozitif diyadik rasyo-
nel sayilar arasinda bir izomorfi, bir varhk 6zdesligi
oldugu gorulecek olan bu eslemenin insasim daha iyi
gostermek amaciyla bir parca formellestirecegiz. Boy-
lelikle tiimevarimsal veya yinelemeli bir tammin so6z
konusu oldugunu acikea gorecegiz.

Sonlu maddeli pozitif bir Say1 dustnelim. Sayimn n
maddesinin elemanlan uzerinde tammlanmis asagida-
ki f fonksiyonunu yinelemeyle tanimlayacagz:

1. kural: f(0) = 1.
2. kural: Eger p dahil p’ye kadar butiin tam sayilar icin
f(p) =1 ise ve p+1 Saymn bicimindeyse f(p + 1) = 1.

3. kural: Eger p dahil p’ye kadar tim tam saylar bi-
cimdeyse ve p + 1 atiktaysa f(p + 1) = - %

4. kural: p'nin degerl 1 ~ veya — 1 5; ise ve p + 1 bicim-
deyse f(p + 1) =St

5. kural: p'nin degerl L - veya — l ise ve p + 1 atk-

taysaf(p+1) =— Ser

Bu, bastaki Saymmn maddesi olan n’nin biitun ele-
manlarnn rasyonel degerini f fonksiyonuyla hesapla-
maya olanak verir. N'ye karsihk gelen diyadik rasyonel
say1y1 Ra(N) ile gostererek asagidakini soyleyebiliriz:
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Ra(N) = f(0) + f(0) + --- + f(n-1)

Buradaki + isareti yaygin anlamda cebirsel toplami
gostermektedir.
Ra(N)’nin diyadik bir rasyonel say1 oldugu acikur.

1619 Yeni bir 6rnek, sonlu maddeli pozitif bir Say1 olan
(4,(0,1,3)) uzerinden hesaplamaya devam edelim:

£(0) =1 (1. kural).
f(1) =1 (2. kural).
fQ)=- % (3. kural; 2 atiktadur).

f3) = -2}7 =2L (4. kural; 3 bicimdedir).

Oyleyse:
Ra((4,(0,1,3))) =f(0) +f(1) +f(2) + f(3).
Ra((4,(013)) =1+1-2+2.
Ra((4,(0,1,3))) = olur ve bu da soylemis oldugu-
muz gibi diyadik bir rasyonel sayidar.

1620 Bir Saymnin tam say ordinal par¢ast.

Ele alinan sonlu maddeli Sayida 0 ile aym1 konumda
olmayan ilk p tam sayisina vanlinca prosediri birden
degistirmek tuhaf gorunebilir. H. Gonshor'” bunun
farkindadir: “Ilk isaret degisikliginde siradan bir say-
madan ikili bir hesaplamaya atlama fikri ilk bagsta biraz

17 Bkz. Gonshor, An introduction to the theory of surreal numbers, a.g.e.,
s. 32.
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garip gorunebilir. Bununla birlikte, yeterince zengin
bir sistemde boyle fenomenler kagimlmaz gibidir”.
Gonshor’un bu agiklamasi1 —ki daha cok bir 6zre ben-
zer— biraz kisa kalir.

Temelinde yatan gercek kavrami bulmak amaciyla
sonlu maddeli bir N Sayisimin baglangictaki O terimiyle
aym konuma sahip olan ilk ardisik p ordinalini neyin
temsil ettigini sormak daha uygundur. Akil yuritme-
mizi yine pozitif durumda (0'm bicimde oldugu du-
rumda) gerceklestirelim. N'yi p noktasinda (ordinalle-
rin sira duzeninde konumu degisen ilk ordinal) boldu-
gumiizde biitiin elemanlan O ile aynt konuma sahip olan
bir N/p alt-Sayis1 elde ederiz. Bu konum bicim oldugu
icin N/p'nin p pozitif tam sayisi, yani maddesi p olan ve
bi¢imi p'nin elemanlarindan olusan Say1 oldugu agiktir.
f fonksiyonu uzerinden eglemede tiim bu elemanlara 1
degeri atfedilecek ve 1+1+... degerlerinin toplami “kla-
sik” p tam sayisim verecektir. Daha sonra g'nun 1'i ge-

cemeyecegi % veya _%tﬁrﬁ diyadik rasyonel sayila-

rin cebirsel toplami eklenir. Sonug olarak Ra(N), p tam
sayis1 ve (en azindan, bir tam say1 s6z konusu degilse)
-1 ile 0 arasinda negatif bir diyadik kesrin toplami ola-
cakur. Son olarak p, Ra(N) pozitif tam sayisimn bir tar
tam say: parcasi, yani Ra(N)’ye “astten” en yakin olan
dogal tam sayidir: (p - 1) < Ra(N) < p olur.

Say1 bakimindan p, N'nin ordinal olan en buyuk
alt-Sayisidir, zira “bir ordinal olmak” tam anlamiyla
maddesinin tamami bicimde olan bir Sayr olmak an-
lammna gelir. p noktasinda konumun degismesi (p,
atiktadir) tam da N/p + I'in artik bir ordinal olmadig)
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anlamina gelir, cinkti maddesinin bir elemam olan p
atiktadir. Dolayisiyla p'nin N'nin “tam say1 par¢as1” ol-
dugunu so6ylemek uygundur. Soyle de denebilir: N'nin
maddesine ait olan ve N/p alt-Sayis1 p ordinali olacak
sekilde en buyuk p tam sayisi. Ya da daha basit bir se-
kilde: N'nin tam say1 parcasi, N'nin bir alt-Sayis1 olan
en buyuk ordinaldir.

Oyleyse prosedur agikhga kavusur: Once f izerinden
N'nin tam say1 par¢asinin elemanlarnm Ra(N) diyadik
rasyonel sayisinin “tstten” tam say1 parcasiyla esleme-
yi hedefler. Bunun i¢in 1 degerleri kullamlr. Daha son-
ra 0’dan kuciik ve — 1’den buyuk geri kalam hesaplanmir
ve bunun i¢in q, p tam say1 parcasinin étesinde duginu-

. 1. . . 1 1
len ordinalin mertebesini gostermek uzere, 3 veya=3;

turu diyadik kesirli sayilardan faydalanihir. Dolayisiyla
tum bunlarda “dogal olmayan” hicbir gizem yoktur,
tersine derin bir mantik vardir.

16.21 Bu aciklamalan genellestirebiliriz. W maddesinin pozi-
tif bir N Sayis: verildiginde, N/w, alt-Sayis1 w, ordinali
olacak sekilde, en buyik w, € W ordinalini N'nin tam
say1 ordinal parcas: olarak adlandiracagiz.

Dikkatli bir okur duraksayacakuir: Bir ozelligi karsi-
layan “en buyuk ordinal”’den nasil serbest bir sekilde
bahsedebiliriz? Limit ordinallerin varhg bu sava kars:
degil midir? Ordinaller s6z konusu oldugunda sadece
minimallik ise yarar.

Miukemmel bir uyandir bu. Dolayisiyla tanimimi-
z1 yeniden ifade edecegiz: Pozitif bir Saymmin tam say
ordinal parcasi, atikta konumlanan en kiiciik ordinaldir.
Say1 pozitif oldugu icin 0'm konumu bicimdir. Atikta
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konumlanan en kigiik ordinal, kendisi atikta olsa bile
biitiin elemanlan bicimde olan N'nin maddesinin ordi-
nallerinin artan sirasindaki ilk ordinaldir. Bu eleman-
lar N'nin ordinal tam say1 parcasim olusturur. Iste “en
buyik™an “en kuguk” olarak terctime edilmeye olanak
verdigi bir durum.

Eger w, pozitif bir N Sayisinin tam say1 ordinal
parcasiysa, tipki sonluda oldugu gibi N < w, olur,
cinki N'nin maddesinin elemam olarak dusiiniilen
w, alt-Sayisi, kendi maddesinin disindayken N'nin
angindadir. Ayrica bir pozitif Sayimin tam say1 ordi-
nal parcasinin s6z konusu Sayinin ytuksek kiimesinde
oldugu da soylenebilir.

Eger w, bir ardil ordinalse sonlunun “cercevesi” yine
karsimiza ¢ikar. w,, w)'in onceliyse w, = S(w,) olur.
w,, atikta olan en kiigiik ordinal oldugu icin onceli w,
bicimdedir. Elbette w,nin butin elemanlan w'in ele-
manlan oldugu (ordinallerin gecisliligi) ve w 'in batin
elemanlan bicimde oldugu icin w,’nin butin eleman-
lan da bicimdedir ve dolayisiyla N/w,, w, ordinalidir.
Aynca bu ordinal kendi maddesinin disinda ve N'nin
biciminde oldugu icin w, < N'dir ve nihayetinde w, <N
< S(w,)= w, olur. Aranan cerceve budur.

Tersine, w, bir limit ordinalse daima N < w, olacak-
tir, fakat N'den kugiik en buyuk ordinali aramak nafile
olacakur, cinkd w)'in 6tesinde hicbir “6ncel” yoktur.
Nnin tekil bir konumu olacaktir: Bir limit ordinalin-
den daha kicuktir ve bu limit ordinalden kiigiik biitiin
ordinallerden daha biiyiiktir. Limiti 6nceleyen ordinal-
ler tarafindan “doldurulduguna” inandigimiz o uzama,
bir limit ordinal ile limiti oldugu ardil ordinallerin son-
suzlugu “arasindaki” uzama eklenecektir.
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16.22 Bir 6rnek verelim. N = (S(w), (S(w) — (@))) Sayisim ala-
him: Bu Sayinin maddesi @’nin ardihdir ve bigimi, ati-
gin tek elemam olan w hari¢ maddenin tamamidur. Li-
mit ordinal @ N'nin maddesinin atikta olan ilk ordinali
oldugu icin N'nin tam say1 ordinal parcasidir. Bunlarin
ayirtact N'nin atiginda ve w’'nin maddesi disinda olan
 oldugu icin N < @ olur. Aynca wnin her eleman,
dolayisiyla her n dogal tam sayisi i¢in n < N olur, ¢un-
ki n, n’nin maddesi disindadir ve N'nin bicimindedir.
Dolayisiyla N Sayisi aym zamanda ilk limit ordinali
w’den daha kugcuk ve wnin limiti oldugu tim n dogal
tam sayilanndan daha buyuktur! Bu, Sayilar alanimin
icerdigi ordinalleri ne duzeyde doyurdugunu gosterir:
Ordinallerden “¢ok daha fazla” Sayr vardur.

Ayrica N'nin w'ye “sonsuzca yakin” oldugu da soy-
lenebilir; en yogun tam sayilann olabileceginden de
daha yakin. Bu “sonsuzca yakin” nosyonu devasa bir
felsefi oneme sahiptir. Sayilarin simirsiz kralhginda
yeni yollar sunan uzamlar acar. Bu yollan biraz ileride
katedecegiz.

16.23 Diyadik rasyonel sayilann dizisi ve sonu.

Elimizde, sonlu maddeli her Sayiy1 bir diyadik ras-
yonel sayiyla eslestiren bir Ra(N) fonksiyonumuz var.
Bu eslemeye tam sayilar dahildir, zira Say: olarak du-
sunulen pozitif n sayisina Ra fonksiyonuyla n defa
1+1+...+1, yani tam olarak n sayis1 tekabul edecektir,
zira bir Say1 bir dogal tam sayiysa bu Saymn biitiin
alt-Sayilan o Saymn bicimindedir. Ra fonksiyonunun
her sonlu maddeli Say1yla ya —tam say bile olsa— bu Sa-
yiy1 ya da bir diyadik rasyonel sayiy iligkilendirdigini
soylemek dogru olacaktr.
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Cahsmay1 tamamlamak ve diyadik rasyonel sayila-
nn Sayllarda “bizzat” temsil edildigi sonucuna varmak
icin: .

- sonlu maddeli Sayilann sira duzeninin, bunlara
tekabiil eden diyadik rasyonellerin geleneksel sira du-
zeniyle izomorf oldugunu, yani Sayilann sira dizenin-
de N, < N, ise rasyonellerin ahsildik sira diizeninde
Ra(N)) < Ra(N,) oldugunu dogrulamak gerekir; ¢ok
eglenceli olan bu matematiksel alistirmanin nasil yapi-
lacagy notlarda'® 6zet olarak verilmistir;

- butiin diyadik rasyonellerin sonlu maddeli Sayilara
uygulanan Ra fonksiyonuyla elde edildigini ispatlamak
gerekir; bu, her pozitif diyadik rasyonel saymmn belirli

. 1 1
bir tam say1 (“iistten” tam say1 parcast) ve 3 veya= 3

turinde diyadik rasyonel sayilann cebirsel toplam bi-
ciminde gosterilebilecegini ispatlamaya denktir; zira
bir kez boyle yapildiginda, degeri Ra icin bu sekilde
pargalara aynlmis rasyonel say1 olan N Sayisi yeniden
olusturulabilir;'°

- rasyonel say1lann iglemsel boyutlannin, yani topla-
ma, carpma, bolme, kisacasi bir cismin cebirsel yapisi-
m olusturan seyin Sayilarda tammlandig varsayilan ve
sonlu maddeli Sayilara uygulanan aym islemlerle izo-

18 Siralamalann izomorfizmi ilkesi, yani sayet N sonlu maddeli bir Sa-
yiysa ve Ra(N)=r ise N, < N, — RA (N)) < RA (N,) olmasi olduk¢a
basittir (< isaretinin Sayilarda sirahhk bagintisinda icermenin solunda
ve rasyonel sayllarda normal sirahhk baginusimin saginda olduguna
isaret edelim). Bunun sonucunda, Nnin 1 +1 + .-+ — 1, seklinde

aynstirilmasinda “sona” eklenenler hizla azahr. Bu, yaygin bir basit
cebirsel hesaptir.

19 Bkz. Gonshor, a.e., s. 30-31.
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morf oldugunu ispatlamak gerekir; bu, bir istisna di-
sinda 18. bolumdeki sorusturmalarla alakahdir: Negatif
diyadik rasyonel sayilan elde etmek icin genel olarak
negatife gecisi tammlayan simetriklestirme proseduri-
nu kullanacagiz: yani bicimle atigin tersytz edilmesini.
Elbette her zaman sonlu maddeli bir Say1 elde edecegi-
mizi ileri sirecegiz (fakat 0 bu sefer atikta olacak).

Islerin ontolojik kismiyla ilgili olarak amacimiza
ulastik. Varhginda dusiinilen, Say1 olarak kaydolan bir
diyadik rasyonel saymin ¢ok basit bir i¢sel tamimi var-
dir: Maddesi sonludur.

Varhk bakimindan bu, rasyonel sayilar ne kadar yo-
gun —iki ardigik tam say1 arasinda sonsuzca dolusacak
kadar yogun- olursa olsun bunlarin yine de sonluya ait
olmasim agiklar. Sonsuzun sayisal ontolojisi reel say1-
larla baglar.

1624 Reel sayilar.

Reel sayllarin geometrik “sureklilik”in normunu
sagladigim biliyoruz: Bunlar bir ¢izgi iizerindeki nok-
talarla temsil edilirler. Newton ve Leibniz sonrasinda
modern matematiksel diisiincenin saheseri ve Kkilit
tas1 olan butin analiz muessesine dayanak olan bu
reel sayilardur.

Uzun sure boyunca sireklilik ve buna tekabiil
eden fonksiyonlar ya geometrik insalarda (Yunan ve
klasik oncesi ¢ag) ya da ilkel ve pragmatik tarzda (17.
ve 18. yuzyillar) diginilmusti. Uzerinde hesaplama
yapabilecegimiz kendilikler olarak reel sayilara dair
titiz bir kavram 19. yuzyilda, Cauchy sonrasinda orta-
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ya citkmistir ve Dedekind belirleyici bir safhay temsil
etmektedir.

Sayilar alaninda reel sayilarin tammina hikmeden
insaya en yakin inga oldugu i¢in Dedekind'in icat ettigi
haliyle “kesim” tizerinden reel sayilann insasim kisaca
hatirlatmak isteriz.

16.25 16.14'teki dusunceleri goz 6ninde bulundurarak bura-
da genel olarak rasyonel say1larin yerine kullanabilece-
gimiz diyadik rasyonel say1lardan hareket edelim. Bnin
her rasyonel sayis1 H'nin her rasyonel sayisindan daha
kucuk olacak sekilde B ve H diyadik rasyonel sayilar
kumesini ele alahm. Ayrica Bnin i¢sel maksimumu ol-
madigim da koyutlayacagiz (kiimenin her r, diyadik
rasyonel sayisi icin r, < r, olacak sekilde kimenin bir
r, elemam vardir); ek olarak H'nin i¢sel minimumu
olmadigim da koyutlayacagiz. Son olarak, B ile H ara-
sinda su bagintilar oldugunu varsayahm: Bir H diyadik
rasyonel sayisina istedigimiz “kadar yakin” olan bir B
diyadik rasyonel sayis1 daima vardir. Baska bir deyisle
r, Hnin bir diyadik rasyonel sayisiysa ve r istedigimiz
kadar kiiiik bir diyadik rasyonel sayiysa r, ile r, arasin-
daki fark r’den kugiik olacak sekilde Bnin daima bir r,
diyadik rasyonel sayis1 vardir.

Diyadik rasyonel sayilan bir dogru uzerindeki nok-
talarla isaretlersek durumu asagidaki gibi gorsellestire-
biliriz:

mn q
i
o i
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B'nin Hye asla girmeden “arttif1” ve H'nin asla B'ye
girmeden “azaldiy” ve iki kumenin birbirine “dokun-
madan” istenildigi kadar yakin oldugu acikca gorualu-
yor.

Dedekind bir reel sayiyr tam da B ile H “arasinda”
yer alan nokta olarak tamimlar; yani burada yaratilmis,
ayn1 anda B'nin her elemanindan daha buytk ve H'nin
her elemanindan daha kiiciik olan eleman. Bu elemam,
B ile H'nin kesim noktasi olarak tespit edecegiz.

Bu yontemin 6zelligi, kesimi verili bir evrende seyle-
rin bir durumu olarak degil (Sayilar icin boyle ele alin-
must1, bkz. 15.6), bu prosediirden 6nce var olmayan
bir matematiksel kendilige dair tanimlama prosedura
olarak ele almasidir. Baglangicta sadece rasyonel sayilar
vardir. Kesim bir rasyonel say1 degilse (B'nin st sinir1
ile H'nin alt sinin cakisirsa bir rasyonel say1 olabilir)
rasyonel sayilar alaninda var olmayan bir “varhk”n
adin1 veya sunum bigimini bizzat tayin eder. Oyleyse
reel sayilar burada islemsel uretimlerdir; varlik-olma-
yandan zuhur ederek B ile H'nin birbirine dokundugu
kurmaca noktayi, bu kurmacanin aralanna girmesiyle
gosterirler. 1stenildigi kadar birbirine yakin iki kume-
yi ayiran minik bosluk disinda hicbir seyin olmadig1 o
yere, say1 olarak bir kesim gerceklestirerek bu boslugu
dolduran reel say1 gelir.

Saymin ontolojik kavramsinda kurmacalara yer yok-
tur. Klasik reel sayilar, yani diyadik rasyonel sayilarda
kesim gerceklestiren sayilar sayet Sayilar alamna kay-
doluyorsa bunun nedeni reel sayilarin bu alanda var
olmas: ve belirli bir 6zellikle ayirt edilebilir olmasidir.
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Surf bir gedigin adlan olarak yokluktan zuhur edemez-
ler. Sayilara dair ontolojik kavrayista her Say: vardir,
hicbir Sayr bir islemin adinda sonuglanmaz veya ¢o-
zimlenmez. Burada baskin nominalizme kars1 miica-
dele ediyoruz ve bu mucadeleyi yaygin bir sekilde is-
lemsel bir kurmaca olarak kabul edilen sayimn yerinde
yapiyoruz.

1627 Ashinda reel sayilan Sayilar olarak tammlamamz kolay
anlagilabilir bir sey:

Ya sonlu maddeye ya da w maddesine sahipse ve
bicimi gibi atig1 da sonsuzsa bir Sayimn reel sayt
oldugu saylenir.

Simdi soylenecekler gercek sayilan Sayilar alaninda
“bizzat” temsil eden bu tanimi mesrulastinr.

1628 S6z konusu tamimin kesimle reel sayilara dair kavrama
“yansitilmas1” temelinde ¢ok basittir.

Bir Say1 sonlu maddeye sahipse, gormus oldugumuz
gibi, diyadik bir rasyonel sayrdur.

Bir Say1 @ maddesine sahipse bu Saymnn biutun alt-
Sayilan w’'den kucik maddeye, dolayisiyla sonlu mad-
deye sahiptir, cunku @ sonsuz olan en kugiik ordinal-
dir. Dolayisiyla butiin alt-Sayilan diyadik rasyonel sa-
yilardir. Ozel olarak dusiik ve yiksek kimesi diyadik
rasyonel sayilardan olusan kumelerdir. Her Say: dusik
ve yiiksek kumelerinin kesimi oldugu i¢in o maddeli
bir Sayi, diyadik rasyonel sayilardan olusan iki kiime-
nin kesimi olarak temsil edilebilir. Bagka turlu soyler-
sek, Say: olarak dugunilen bir reel say1, Ba(N)/Ht(N)
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seklindeki kanonik sunumu biricik bir sekilde diyadik
rasyonel sayilarla gerceklestirilen bir Sayidir.

Son olarak @ maddeli bir Sayr sonsuz bir bi¢im ve
atiga sahipse dusik ve yuksek kiimelerinin i¢sel mak-
simumlan olmasi durumunu savusturabiliyoruz. Zira,
N'nin bic¢imi sonluysa tam sayillardan olustugu igin
(maddesi ) p tam sayis1 gibi bir en biyik elemana
olanak verir. p noktasinda N kesimi, agik¢a N ile ayir-
tact N'nin biciminde olan en buyik alt-Say1 olan N/p
alt-Sayisini, dolayisiyla N'nin dusik kumesinin en
buyuk alt-Sayism1 tamimlar. Sayet atik sonluysa, N/p
N'nin yuksek kumesinin en kiugcuk elemam olacak se-
kilde bir p sayis1 vardir. A contrario, N'nin bi¢imi ve
atig1 sonsuzsa, yani i¢sel maksimum olmayan tam say1
dizileriyse ne disik kumesinin bir maksimum terimi
ne de yiksek kiimesinin bir minimum terimi vardir.

Dolayisiyla tam olarak Dedekind kesiminin kosul-
larindayizdir: maksimum ve minimumu olmayan di-
yadik rasyonel say1lann artan ve azalan ayn kumeleri.
Arada tek bir fark vardir; Dedekind’in bir kesimin bos
noktasinda kurmaca olarak tesis ettigi yerde biz “reel
sayilan” tikel, 6nceden var olan Sayilar olarak tanimh-
yoruz. Bize gore bir reel say1, tam da (dusuk ve yuksek
kimeleri, dolayisiyla alt-Sayillardan olusan kumeler
oldugu ortaya ¢ikan) diyadik rasyonel sayilardan olu-
san iki kume arasinda yer alan minimum maddeli o
biricik Sayrdir.

Reel sayllann Sayilar olarak tammlanmasinda her
seyin ickin olarak kaldigina isaret etmek ozellikle ra-
hatlaticidir. Dedekind kesimi iki rasyonel dizisinin
disindaki say1 kurmacasim s6z konusu dizilerin temas
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noktas olarak tayin eder. Bizdeyse diyadik rasyonel
sayllardan olusan kumeler reel Sayimin alt-Sayilarindan
olusur. Prosediirlerin bu sekilde ickinlestirilmesi, Sa-
ymin varhgim yakalayan ontolojik yolun tipik o6zelli-
gidir. Bir diyadik rasyonel say1 olmayan Bir Sayinin bir
reel say1 olup olmadigim 6grenmek icin tg bilesenini
incelemek yeterlidir:

- maddesi @ olmahdir;

- bi¢imi sonsuz olmahdir;

- atig1 sonsuz olmaldir.

Sonuca varmamiza olanak veren sadece bunlardr.
Daha sonra, bu Saymin diyadik rasyonel sayilardan
olugan iki kumenin kesimi oldugunu ve dolayisiyla
gercekten de (klasik anlamda) bir reel sayr oldugunu
ortaya koyabiliriz. Fakat burada bile Sayinin disina
citkmyoruz, zira bu diyadik rasyonel sayilar Saymimn
alt-Sayilandir.

Sayilann uzaminda kavranan geleneksel reel sayi-
lar yaklasiminda dusuncenin varhga ickinligi bir an
icin bile olsa kendisiyle celismez. Bir saf cokluk tu-
rinin tammlanmasi, islemsel kurmacalann yerine
gecer. Reel sayilar burada tam sayilar veya rasyonel
sayllardan daha gizemli degildir. Tek hususilikleri,
Sayilan katedisimizin sonsuz maddeler ongordugu
am isaretlemesidir. Bu bakis acisindan tam sayilar
ve rasyonel sayilara kiyasla reel sayilarin ontolojik
tekilligi tek bir kelimeye dayanir: sonsuz. Her turla
konstruktif karmagikhiktan bagimsiz olarak tek basi-
na sonsuz, sadece sayisal kesmenin gerceklestigi sey
dikkate alindiginda, reel Sayilarin 6rnek niteligindeki
modernligini acikhiga kavusturur.
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1629 Boylelikle tikel turler olarak dogal tam sayilan, pozi-
tif ve negatif tam sayilan, rasyonel, reel sayilan ve or-
dinalleri kapsayan bir Say1 kavrami elde ederiz.?’ Say:
kavraminin birlestirilmesine dair modern sorunun
ustesinden gelmis oluruz (bkz. 1.8). Fakat bu esnada,
s6z konusu kavramin sayisalhk alanindaki tarihsel ¢1-
karimin tamamen kisith kaldigi baska Sayilan da kap-
sadigim1 gorduk. Rasyonel ve reel sayilar sonlu maddeli
Sayilarin tamamim ve « maddeli Sayilann sadece bir
kismim igerir. Her sey sanki bizim dusuncemiz saf ¢ok-
luklara mumkun sayisal erisim bakimindan varhgin

20 Bu noktada Sayilanmizin, fizikte kullanimi 6nemli olan karmagik sa-
yilar ve dordey sayilann temsiline izin vermedigine soylenerek itiraz
edilecektir.

Fakat karmagik sayilar ve dérdey sayilar sayr mdir? Kammca her
tirli “dogrusalligy” terk ettigimiz ve 1. boyuttan aynldigimiz anda isi-
miz Sayilardan ziyade Sayilardan hareketle olusturulan insalarla oldu-
gu mantikh bir sekilde savunulabilir.

Temelde, karmasik sayilarin igsel 6za geometriktir, bu “sayilann”
hakikatini ortaya ¢ikaran, “karmagsik dazlem” dir. Karmasik sayilar et-
rafinda saf cebir (cisimlerin uzantis) ile topolojik kavram olarak uza-
min ontolojik semasi arasindaki derin bag orgutlenir. Bu “sayilann”
hem birlesimsel (bir karmagik say, bir reel sayilar ikilisidir) hem de
geometrik boyutu bundan kaynaklanir. Ashnda bunlar saymayan sa-
yilardir ve kavramsal bir “fizige” zaten ¢ok yakin olan temsil ve kayit
semalan sunarlar.

Aynca dikkate alman islemsel alan bakimindan boyle bir herhan-
gi “sayinm” bir bagkasindan daha buyak veya daha kucik oldugunu
soylemek bile mamkin degilken “say1”dan bahsetmek bana mantiksiz
geliyor. Kisacasi, kamimca bir sayilar cismi, siralt bir cisim olmahdr;
halbuki ne karmagik sayilar ne de dordey saylar 6yledir.

Son olarak, varhgin bir bi¢imi olarak dasanaldagii 6l¢iide Say1 kavra-
muny, bir dogruya dair sezgiye gore kullamlabilen sayilarla kisitlayaca-
gim. Bu, Sayimin varligina dair tammda ordinallerin olusturdugu temel
“varhik dogrusu”nun oynadig belirleyici rolle agik hale getirilmigtir.
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savurganhginin sadece baglangictaki kugcik bir kismim
aydinhga kavusturmus gibidir. Sayr dusiincesinin gele-
cegi simrsizdir.

16.30 Sonsuz kiiciikliikler.

1631

16.22’de hem w’den kiicitk hem de limiti w olan bi-
tan sonlu ordinallerden buytk bir N Sayis1 bulmanin
mumkun olduguna isaret etmistik. Bu Sayimmin w'ye
“sonsuzca yakin” oldugu soylenebilir ve bizi sonsuz
kugiik Say1 kavramina yonlendirir.

17. ve 18. yuzyll matematikg¢ileri tarafindan ser-
bestge kullamlan sonsuz kuguk Say: fikri 19. yuzylda
asikar tutarsizhklan nedeniyle kapi disan edilmisti. Ye-
rini limit (Cauchy) ve kesim (Dedekind) kavramlarnna
birakti. 35 y1l 6nce saf modeller mantgimin oldukea
yapay ama tutarh cercevesinde tekrar ortaya cikt: Ro-
binson’un standart-dig1 analizi.?! Sayilar alaninda “son-
suz kuciikler” en dogal sekilde bolca bulunur. Sayilarin
biyula kralliginda bu minik yolculugu sonsuz kugik-
luklerle tamamlayacagz.

Maddesi w olan ve boslugun tekligi olan biciminde tek
eleman olarak bosluk olan i = (,(0)) Sayisim distine-
lim. Bi¢ciminde O oldugu i¢in pozitif bir Sayrdir bu.

Gelgelelim maddesi reel Sayillarin maddesiyle aym
olan bu pozitif Say1, tim pozitif reel Sayilardan daha
kiiciiktir.

Gergekten de, bir reel say1 pozitifse, i Sayisinda ol-
dugu gibi, biciminde 0 olur: 0, i ile pozitif bir reel sa-

21 Bkz. A. Robinson, Non-standard analysis, a.g.e.
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yiy1 ayirmaz. 0 digindaki tim tam sayilar i'nin atigin-
da oldugu icin, i ile bir R reel Sayisinin ayirtaci, R’nin
biciminde yer alan 0’dan farkh ilk tam say1 olacakutir.
Reel sayilarin tamimi R’'nin bic¢iminin sonsuz olmasin
gerektirdigi icin bu ayiwrtacin var olmasi zorunludur.
Ayirtag i'nin atiginda oldugu igin i, R'den daha kugik-
tar. Oyleyse her reel Say1 i¢in 0 < i < R olacak sekilde
bir i Sayisi vardir. i, Sifir ile Say1 olarak dusunulen tim
reel sayllar “arasinda” yer alir. Bu saymnin reel sayilar
icin sonsuz kuguk oldugunu soyleyecegiz.

1632 Bu tanim genellestirelim.

Istedigimiz kadar Sifira yakin alman her r pozitif di-
yadik rasyonel sayis: i¢in, Sifir ile r arasinda yer alan
kiimenin bir N, Sayisi varsa, hepsi ayn1 maddeye sahip
bir pozitif Sayilar kiimesinin rasyonel olarak Sifira yo-
neldigini sdyleyecegiz. Bagka bir deyisle her r diyadik
rasyonel sayis1 i¢in 0 < N, < r olacak sekilde N, vardur.
Klasik “yonelme” nosyonunun burada diyadik rasyo-
nel sayilara bagh hale getirildigini géruyoruz. Sayilarnn
simrsiz alaminda hangi 6l¢im 6l¢eginin kullamldigim
belirtmek gerekir, zira gorecegimiz gibi daha ince bir
olcek bulmak daima miumkindur.

Pozitif reel Sayilar kumesinin rasyonel olarak Sifira
yoneldigi asikardir. Rasyonel olarak Sifira yonelen bas-
ka Sayr kiimeleri de bulunabilir: 6megin maddesi S(e)
olan ve bicimi en azindan 0’1 iceren (S(®) (0, ...)) turu
pozitif Sayilar.

O halde soyle ileri surebiliriz:

Bir Say1,
- kumenin Sayilaniyla aym maddeye sahipse;
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- pozitifse;

- kiimenin tiim Sayilanindan daha kiigiikse;

rasyonel olarak Sifira yonelen bir Sayilar kiimesi igin
bir sonsuz kiiciikliiktiir.

Reel Sayilar kiimesi icin (,(0)) Sayisi bu nedenle
bir sonsuz kugcukliktar. Tersine, (S(w),(0, ...)) Say-
lar kumesi i¢cin sonsuz kigukluk yoktur, zira bu kime
S(w) maddeli en kugiik pozitif Say1 olan (S(®),(0)) Sa-
yisi icerir.

Sonsuz kiugik kavramim Sifira yonelen kumenin
Sayilariyla aynm1 maddeye sahip Sayilarla kisitlama zo-
runlulugunun nedeni, boyle bir kisitlama olmadiginda
istenildigi kadar sonsuz kiigiikliik olmasidir. Bunun igin
maddeyi artirmak yeterlidir: (S(®),(0)) Sayis1 pozitiftir
ve maddesi @ olan her pozitif Sayidan kesinlikle daha
kucuktir. Ozel olarak i = (,(0))’dan kuciktir, zira
ayirtag inin maddesinin diginda ve (S(®),(0))nin au-
ginda olan w'dir. Sonsuz kuguklik kavramimzin ne
duzeyde goreceli oldugunu goriiyoruz: Sayilann sira
duzeninin yogunlugu, bir pozitif Say1 “géreceli” olarak
ne kadar kuguk olursa olsun yine de Sifir ile bu Sayr
arasinda yer alan Sayilardan olusan tutarsiz bir cokluk
olmasim saglar.

Istersek klasik tanimi muhafaza edebiliriz: Tiam po-
zitif reel sayilardan daha kugik olan her pozitif Sayr
sonsuz kigiktir. Fakat bu durumda sonsuz kugiklak-
lerin kontrolsuz bir sekilde dolup tastigim goruruz. Si-
finn “civan”, Sayilann tam say1 alam “kadar ¢ok” Say
icerir. Bunun nedeni, oldugu haliyle ¢oklu-varhgin
tutarsiz oldugu noktada, “kadar ¢cok” nosyonunun her
turla anlam yitirmesidir.
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1633 Kesimlerin kesimleri.

Maddesi @ olan ve bicimi O ve 1 tam sayilanyla sinir-
lanan C = (®,(0,1)) Sayisim ele alahm. Bu Say1 bir reel
say1 degildir, cunku bicimi sonludur. Pozitiftir, cinka
0 bicimindedir. Maddesinin ait oldugu reel sayilarda
bu Sayinin yerini nasil tespit edebiliriz?

I’in bicimde olmadig bir pozitif reel say1 kesinlik-
le Cden kucuktur: Boyle bir reel saymin anginda ve
Cnin biciminde olan 1 ayirtactir.

Biciminde 1 olan pozitif bir reel say1 kesinlikle C'den
buyuktar. I'den buyiik tim tam sayilar C'nin atiginda-
dir, ama bir reel saymin biciminde olanlar vardir, ¢in-
ki bu bi¢im sonsuzdur. Ayirtag, reel sayinin biciminde
olan I'den buyuk en kugtk tam say1 olacaktir ve atikta
oldugu icin C daha kucuk olacaktir.

Dolayisiyla C tam olarak atiginda 1 olan reel sayilar-
la biciminde 1 olan reel sayilar arasinda yer ahr. Bu iki
sinif butun reel sayilan ikiye boler ve bu, siral olan bir
bolmedir (atiginda 1 olan tim pozitif reel sayilar, bici-
minde 1 olan butin pozitif reel sayilardan kuguktur).
Dolayisiyla ayrk iki reel sayilar simfi “arasinda”, reel
sayilarin bolimlenmesinin duraginda bir Say: yerlestir-
mek tamamen mumkundur. Ayrica reel sayillann ken-
dileri de rasyonel sayilar uzerinde bir kesim olduklan
icin C Sayis1 bir kesimler kesimi olacaktir.

Genel olarak “aym turde”, yani su veya bu o6zelli-
ge sahip (reel sayilan tammlarken gérmis oldugumuz
gibi) kesimler veya kanonik sunumlarla tanimlanms
bir Sayilar kiimesinin siral bir ikiye bolinmesi verildi-
ginde, her alt parcadan daha buyuk ve her ust parcadan
daha kugik olan, bir boliumlemenin duraginda yer alan
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minimum maddeli bir Say1 “kesimlerin kesimi” olarak
adlandinlacakur. (,(0,1)) Sayisi, sayisal “pozitif reel
Sayilar” uzaminda bir kesimler kesimidir.

Kesimlerin kesimlerinin varhg bir kez daha, ne
kadar kaynastinci gorunirse gérunsun Sayilarn ardi-
sikhigin asin yogun dokusunu bir noktada kesmekteki
sonsuz kapasitesinin kamtidur.

1634 Teftis edip kisitlanmasi gereken daha nice Say1 var! Fa-
kat bundan keyif alan eserler ortaya ¢ikmaya bashyor.
Filozoflar haddi zatinda merakh degildir. 1zledikleri
yol kendi ilgileriyle belirlenir. Varhginda dusuniilen
her sayiin bir Say1 olduguna kani halde kralliktan ay-
rilmadan 6nce hesaplamaya veya daha ziyade hesapla-
manin varhgina geri donmeleri gerekir. Zira filozoflar
hesap uzmanlan da degildir. Fakat ruhumuzu 6ren bu
say1lari, islemsel mekanizmasinin tiretimine varincaya
dek Varhigin kadim ve hikumsuz seffafhgina iade et-
mek isterler.
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17. Dogal bir ara

17.1 Ordinaller (ve kardinaller) alam diistince icin asin bir
cazibeye sahiptir. lleri sirdugum seyin duyguyla, hatta
duygulamimla bir kamt1, uzun uzadiya dusunuldugun-
de bu cazibenin Dogamin cazibesi oldugudur: bir cesit-
lilik bollugu ve aym zamanda sessiz bir monotonluk.
Higbir sey aym degildir, her sey sonsuza gider, fakat bu
say1s1z ¢cokluk ve bicimin, birbirine dolanmis bu sesle-
rin 6zdes olamin duraganhgim savurganca dagitmasina
neden olan temel bir nota, inatg1 bir bas sesi duyulur.
Sayet sairlerin metaforlan referans olarak gokle agac,
cicekle deniz, goletle kusu aliyorsa bunun nedeni, do-
gamn siirsiz gorunumlerinin perdeledigi ve takdim
ettigi Aynimin bu mevcudiyetini sgylemek istemeleridir.
Aym sekilde sonsuz sayisinin sonsuzlugunda, Butinu-
nun tutarsizhginda daima tekil olan ordinaller de saf
varhiklarinda disiinceye kendilerini sundugu haliyle
dogal cokluklarin gecisli istikran ve i¢sel homojenligi-
ni tekrarlarlar. Tek tek ve bir “kiime” olarak ordinaller
uzerine tefekkurin entelektiiel guzelliginden kopmak

guctur. Her tam sayiy1 sahsi dostu olarak goren buytik

Hintli matematik¢i Ramanujan' aklima geliyor. Rama-

1 Ramanujanin matematiksel sahsiyeti hakkinda buyiik say1 teorisyeni
G. H Hardy'nin otobiyografik kitabina bagvurabilirsiniz; A Mathema-
tician’s Apology, Cambridge, Cambridge University Press, 1940.

287



17.2

173

Islemsel Boyutlar

nujan Sayinin bu siirini haizdi; ve doganin Siiri onun
dildeki simetrigidir. 1spatlamay1 degil, ordinal sahasi-
nin hayalperesti olarak orada meslektaslarinin saskin-
hkla karsiladign teshis egrileri ¢izmeyi severdi. Keli-
menin her anlamiyla uzaktan gelen Ramanujan bizim
kat1 modern ayrimlarimiza ahgkin degildi. Sayilan dog-
rudan oldugu haliyle goruyordu: yani varhgin, coklu
kaynagim ve titiz 6zdesligini, sair icin duyarhhigin “es-
duyumlan”m? duzenleyen jestin aymisiyla savurganca
kullandigr dogal hazineler olarak.

Elimizde Sayiya dair bir kavram var ve bu kavramin
geleneksel sayillannmizi kapsadigim biliyoruz. Tam sa-
yilar, rasyonel sayilar, reel sayilar, ordinaller coklu-var-
lhklarinda disunuldagunde Sayilardir. $imdi bu kavra-
min geleneksel sayllarimiz1 sadece varhklarinda degil,
aym zamanda islemler agisindan da igerdigini ispatla-
mamiz gerekiyor; pek cekici olmayan bir is. Hesapla-
manin yonlendirdigi zihniyetten ne kadar uzak olursak
olalim Sayilarla hesap yapilabildigini ve bu hesaplama-
larin Saymnin klasik turleri igin olagan hesaplamalarla
cakistigini da ispatlamamiz zorunlu. Cebiri, toplamayn,
carpmayl, vs. ele almamiz lazim. Aksi takdirde sadece
varlik acisindan konugsurken bu Sayilarn sayilar oldu-
gunu soyledigimizde bize kim inamr?

“Islem” veya hesaplama demek, uzerinde tek tek de-
gil, en az ikili olarak cahstigimiz “nesneler”i duginu-
yoruz demektir: x ile ynin toplami, x’in y’ye bolumu,

2 Baudelaire’in siirine bir gonderme.—¢n
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vs. Saymmn maddesi ordinallerle éraldugu icin ordinal
ciftlerini ele almamiz, dusunmemiz gerekir. Bu da do-
gal cokluklann buytli alaninda biraz daha kalmamiz
saglar. Tum bu ara, ordinal ciftleri, iki iki alman ordi-
naller uzerine birka¢ dusiince ve 6nermeye vakfedil-
mistir. Ayrica gorecegimiz gibi bu ikililer de tamamen
dogaldir: Bunlan, kendisi de biyiik bir cazibeye sahip
bir prosediirle “basit” ordinallere baglayabiliriz.

17.4 Ordinallerin siral ciftlerinden bahsedecegiz ve bunlan
<W,,W,> ile gosterecegiz. “Sirali” tabiri, cift icindeki
terimlerin sirasimin dikkate alnacag anlamina gelir:
Boylelikle, (e,.e,) ile gosterilen (bkz. 7.7) ve siralarim
dikkate almaksizin iki terimin sadece “kiimelestiril-
mesi” olan basit ciftimize dair kavramimizda olandan
farkh olarak, birinci terim olan W, ve ikinci terim olan
W2den bahsedecegiz. Baska sekilde soylersek: W, ve
W, farkli ise <W,,W_> sirah cifti, <W,, W > sirah ciftiy-
le aym degildir. Basit cifti, sirah ciftten daha iyi ayrt
etmek icin ikincisini ikili olarak adlandiracagz.

<W W ,> tiru “ikililer” de mimkindir. Bu durum-
da W, hem birinci hem de ikinci yerde yer alir.

Sirah cift veya ikili kavram matematikte belirleyici
bir rol oynar: Bagntilar ve fonksiyonlar dustincesinin
tamamina dayanak olan odur.? Bir saf ¢okluk figurine
indirgenebilir ve boylelikle baginular ve fonksiyonlarnn
coklukla iliskili olarak herhangi bir ek varhga gonder-

3 Kume teorisinin baginular ve fonksiyonlan saf ¢cokluga indirgemesi ve
bu hususta ontolojik bir tartisma igin, bkz. A. Badiou, L'Etre et I'Evéne-
ment, a.g.e., Ek 2, “Une relation, ou une fonction, n’est qu'un multiple
pur”, s. 483-486.
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me yapmadigini, baglantih nesnelerle bunlan birbirine
baglayan bag arasinda hicbir ontolojik aynm olmad:-
gim gosterir. Fakat burada s6z konusu kavrami naif
asikarhig icinde ele ahyoruz.

Bir <W1,W2> ikilisinin maksimum ordinalini
Max(<W1,W25) ile gosterecegiz: W1 ve W2 farkliysa,
Max(<W1,W2>) bu iki ordinalden daha buyik olam-
dir ve ikili <W1,W1> turundeyse Max(<W1,W2>) W1
ordinalidir. Ordinallerin ait olma bagintisiyla tamamen
sirall oldugunu hatirlatmahyim (bkz. 8.10): W, ve W,
farkhysa biri digerinden kesinlikle kucuktur (biri dige-
rine aittir).

Bu tamamen temel olan bir ikilinin maksimum teri-
mi nosyonu daha sonra 6nemli bir rol oynayacak. Do-
layisiyla iyice kavranmas bir hayli mithim.

<W,W,>, C, ile gosterecegimiz bir ordinaller ikilisi ve
<W,,W.,>, C, ile gosterecegimiz bir baska ikili olsun.
Bu ikililer uzerinde bir sira bagintisim su sekilde ta-
mmlayacagiz: Asagidaki u¢ kosuldan biri karsilandi-
ginda Cin C,den daha kiguk oldugunu soyleyecegiz
ve bunu C < C, ile gosterecegiz:

1) C, ikilisinin maksimum ordinali C, ikilisinin
maksimum ordinalinden daha buytik. Bagka bir deyis-
le: Max(C)) € Max(C,) ise C < C,.

2) C, ikilisinin maksimum ordinali C, ikilisinin mak-
simum ordinaline esit, fakat C, ikilisinin birinci terimi
C, ikilisinin birinci teriminden daha kigik. Baska bir
deyisle, Max(C ) = Max(C,) oldugu durumda W € W,
ise C < C, olur.
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3) C, ikilisinin maksimum ordinali, C, ikilisinin
maksimum ordinaline ve C, ikilisinin birinci terimi
C, ikilisinin birinci terimine esittir, fakat C ikilisinin
ikinci terimi C, ikilisinin ikinci teriminden daha kuctik-
tur. Bagka bir deyisle Max(C)) = Max(C,) ve W, = W,
oldugu durumda W, € W, ise C < C, olur.

Bu ui¢ kosuldan hicbiri gerceklesmezse bunun nede-
ninin C ile C, nin 6zdes olmasi oldugu aciktir: Ikisinin
de birinci terimi ve ikinci terimi aymdir. A contrario,
iki ordinal ikilisi farkliysa ya birincisi digerinden daha
kuguktur ya da digeri birincisinden daha kuguktir: Ba-
gt tamdr.

Bu sira dogrudan Max(C) islemcisi dikkate alinarak
yapilir: Fakat islemci sadece ozdeslik veriyorsa sirasiy-
la 6nce her ikilinin birinci teriminin, sonra —sayet bu
kiyaslama da sadece ozdeslik veriyorsa— her ikilinin
ikinci ordinalinin kiyaslanarak incelenmesiyle gercek-
lestirilir. Maksimum birinci terime baskindir ve birinci
terim de ikinci terime baskindir. Birka¢ 6rnek verelim:

- <6,0>, <7,0>'dan daha kuciiktir, ¢unku birincisi-
nin maksimumu olan 6, ikincisinin maksimumu olan
7’den daha kuciuktir.

- <0,0>, <1l,w>'den kuciuktir, ciinki her ikisinin
maksimumu esit oldugu icin (bu, w’dir), birincisinin
ilk terimi olan O, ikincisinin ilk terimi olan 1'den daha
kugukeur.

- <S(w), 0>, <S(w), S()>'den kir¢iiktiir, clinki mak-
simumlan (wnin ardih olan S(w)’dir) ve birinci terim-
leri esit (S(w)dir) oldugu icin, birincisinin ikinci teri-
mi olan , ikincisinin ikinci terimi olan S(w)'den daha
kucuktir.
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<0,0> ikilisinin tum ikililerden kucik oldugu fark
edilecektir: zira maksimumu, birinci ve ikinci terimi
0’dir ve 0 en kiicik ordinaldir.

Aynrica ikililerin tutarsiz bir ¢okluk olusturdugu da
aciktir, zira ordinaller bir kiime olusturmazlar. Ikili’ler,
ama bunun yam sira ordinal’ler veya Sayrlardan bahse-
derken daima bu ¢ogul ekinin isaret ettigi bu seye hic-
bir 6zellik atfedemedigimizi akilda tutmak gerekiyor:
Burada dusunulebilir veya sunulmus bir butunlik soz
konusu degildir. Ozel olarak, biraz 6nce tammladig-
miz sira icin minimum bir ikili varsa (<0,0> cifti), bu
siralihik icin kesinlikle maksimum ikili yoktur.

Tammlamis oldugumuz ikililer arasindaki bagintinin
gercekten bir sirahlik bagintisi (dolayisiyla gecisli:
C,<C,ve C, <C,ise C, <C,) oldugunu gostermeyi
okura birakiyorum.

Cok daha ilgin¢ olam burada iyi sirah bir baginti-
nin so6z konusu olmasidir. lyi sirahligin tanimim 6.4'te
vermistim: Bir < bagintisiyla siralanms terimlerden
olusan herhangi bir kiime verildiginde bu kiimenin s1-
rahhik bagintis: icin minimal olan bir (ve sadece bir)
eleman vardir ve bu eleman s6z konusu kimenin en
kuciik elemamdar.

E, ordinal ikililerinden olusan herhangi bir (bos
olmayan) kiume, dolayisiyla tim elemanlan ordinal
ikilileri olan bir kiime olsun. Emin, maksimumu E’de
minimal olan tim ikili elemanlanm dustnelim. Baska
bir deyisle Max(C), bir ikilinin maksimumu sifatiyla
Enin elemanlan arasinda yer alan en kucuk ordinal
olacak sekilde C € E olan tim ikilileri diisiinelim. Bu,
ordinallerin ozelligi olan minimallik ilkesi sayesin-
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de mumkundir (bkz. 8.10). “E'ye ait bir C ikilisinde
maksimum ordinal olma” oézelligi dusunuldugunde
bu ozelligi dogrulayan bir en kugik ordinal vardir.
Boylelikle E'nin, tim C elemanlan aym minimal mak-
simuma sahip bir E’ alt-kumesini elde ederiz. Ikililer
uzerinde siralih@ tamimlayan birinci kosul nedeniyle
E alt-kiimesinin biitiin elemanlarinin, geri kalan veya
(varsa) E — F icinde yer alan biitiin elemanlardan daha
kugik oldugu fark edilecektir.

Simdi E alt-kiimesinde, birinci terimi E* alt-kiime-
sinde minimal olan ikililer kiimesini dusinelim. Bas-
ka bir deyisle E’ alt-kumesindeki ikililerin tim birinci
terimleri arasinda W, en kigiik olacak sekilde, tim
C= <W,W > ikilileri. Bu kimeyi de aym nedenle ele
almak mumkundur: “E’ alt-kumesinin bir ikilisinde
birinci terim sifatiyla yer alan bir ordinal olma” ozelli-
gini dusinmek ve bu 6zellik i¢cin minimal ordinali al-
mak bunun i¢in yeterlidir. Boylelikle aym maksimuma
(cunku E’ alt-kimesindedirler) ve aym ilk terime (E’
alt-kimesinde minimal) sahip ikililerden olusan bir E”
kumesi elde ederiz. Ikililer uzerinde sirahih@ tammla-
yan ikinci kosulu dikkate aldigimizda E” kumesinin
biitiin elemanlanmn E” kumesinin geri kalaninda ya da
(kendisi de E — E’ kiimesinin elemanlanindan kugciik
olan) E’ - E” kimesinde yer alan biitiin elemanlarindan
kuguk oldugu fark edilecektir.
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Her bir cemberdeki ikililerin dis halkalardan kugcik
oldugu esmerkezli bir tur i¢ ice gecme ortaya ¢ikar.

Son olarak E” kiimesinde “E” kiimesinin bir ikilisin-
de ikinci konumda yer alan bir ordinal olma” 6zelligini
dusinelim. Bu 6zellik icin minimal bir ordinal vardir.
Fakat bu kez elde edilen kiime tek bir ikiliden olusur.
Zira E” kimesinde ikililerin birinci terimi sabitlenmis-
tir (E’ kumesinin ikilileri i¢cin minimal olan birinci te-
rimdir). Ikinci terim (bu yer i¢cin minimal olarak) sabit-
lendiginde bir ikili tamamen belirlenmis olur. Bu ikili,
ikililer iizerinde sirahhig tammlayan t¢incu kosul ge-
regi E” kumesindeki diger ikililer arasinda en kucuk
olamdir. Gelgelelim bu digerleri de E’ — E” kiimesinin
ikililerinden kugciiktir ve bunlar da E ~ E’ kiimesinin
ikililerinden kiuguktir. Dolayisiyla E” kiimesinde elde
edilen minimal ikili ashnda E kiimesinde minimaldir
ve bu da bizim ispatlamaya ¢abaladigimiz seydi.

Ordinal ikililerinin siras1 i¢in bu minimallik 6zelligi
bize ti¢ temel ozgurluk verir:

1) Bir C ikilisi verildiginde, tammladigimiz sirah-
likta tam ondan sonra gelen biricik ikiliyi tayin etmek
mumkinduar. Bunun i¢in, Cyi iceren uygun bir kiime-
de ondan buyiik olanlardan olusan alt-kumeyi dikka-
te almak yeterlidir. Bu alt-kiimede C'den daha buyuk
olanlar arasinda en kii¢iikk olan minimal bir eleman,
yani Cnin “ardill” bulunur.

2) Ikililerin bir ozelligi bir kime tammhyorsa (bu
ozellige sahip ikililerden olusan kiime) hi¢ ¢ekinme-
den bu kumenin en kugik ikilisinden, dolayisiyla bu
ozellige sahip en kuguk ikiliden bahsedebiliriz.
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3) Ikililerden olusan bir kume verildiginde, tipk:
ordinal kimelerinde yaptgimiz gibi (bkz. 12.16) bu
kiimenin tist ssmrindan bahsedilebilir: Kiimenin biitiin
ikililerinden daha biyik olan en kugik ikiliyi dusun-
mek yeterlidir.

“lyi sirahllhik”, dustincenin i¢sel minimallik ile digsal
maksimallik arasinda hareket etmesine olanak verir:
belirli bir kiimenin en kicuigi ile s6z konusu kiimenin
tum elemanlanndan daha buyik olan (disandaki) ilk
eleman. Buradaki tuzak boylelikle i¢sel maksimallige
erisimin aqildigim sanmaktir: Halbuki durum kesinlik-
le boyle degildir, zira ordinaller icin oldugu gibi ikililer
icin de limite gelen, icsel olarak maksimallestirilemez.

Ardigikhiktan, limitten bahsediyoruz. 9. bolimdeki tar-
tismalara geri dondugumuz sdylenebilir. Bunun nedeni
ordinaller ile ordinal ciftleri arasindaki yakinhgn or-
tik saikimiz olmasidur.

Bir 6rnekle baglayalim. W in 0'dan farkh herhangi bir
ordinal ve S(W,)’'nin herhangi bir W, ordinalinin ard-
I oldugu <W,,S(W,)> turtndeki bir ¢ift hakkinda ne
soylenebilir? Her sey, bu ikilideki maksimum ordina-
le baghdir. W 'in maksimum, dolayisiyla S(W,) € W,
oldugunu varsayalim. Bu ikiliyi, maksimum ordinali
W, olan diger ikililerle kiyaslarsak asagidakiler fark
edilecektir:

- bu ikili, W 'in sadece ikinci konumda yer aldig
ikililerin hepsinden daha buytiktir (bkz. birinci konu-
mun baskinhg, ikililer uzerindeki sirahlligin 2. kosulu);
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- bu ikili, ikinci konumda S(W,)’den daha kiguk bir
ordinal bulunan tum ikililerden daha buyuktir (sira-
lihgin Ggiinci kosulu); bilhassa <W ,W > ikilisinden
daha buyuktur;

- bu ikili, ikinci konumda S(W,)den daha bu-
yik bir ordinal bulunan tum ikililerden kugcuktur.
S(S(W)))nin W den kigcik oldugu, yani W in mak-
simum konumunu degistirmedigi varsayildiginda 6zel-
likle <W,,S(S(W,))> ikilisinden daha kuciiktir. Fakat
bu hipotezi kabul edelim.

Bu durumda kabul ettigimiz hipotezler gere-
gince <W S(W,))> ikilisinin <W W > ikilisi ile
<W ,S(S(W,))> ikilisi arasina girdigi acikca gorulur.
Ozel olarak ikilinin, bu iki ikiliden birincisinin ardili
oldugunu soyleyecegiz.

Tersine, L'nin limit oldugu ve W 'in ikilide maksi-
mum oldugunu varsaydigimiz <W,,L> ikilisi ele ahmr-
sa bu ikilinin ardil oldugu bir ikili belirleyemeyiz. Kus-
kusuz bu ikili, W, nin L'den ki¢uk oldugu <W W >
tarandeki tim ikililerden buyuktur (sirahlhgin uguncu
kosulu). Fakat limit ordinal olan L s6z konusu W,le-
rin hicbirinin ardih degildir. Dolayisiyla tek bir olasihk
vardir: <W ,L> ikilisi, W, € L olmak tizere ve elbette
W, maksimalse, yani L'den buytkse, <W ,W,> ikili-
lerinden olusan kiimenin st simndir (bkz. N6). Ay-
nca <W ,L> ikilisinin, W, L'den kiicik olmak tuzere
<W,,W > ikililerinin limiti oldugunu da soyleyecegiz.

Son olarak <0,5(W,)> ikilisini ele alahm. Bu ikilinin
maksimumunun S(W,) oldugu aciktir. Fakat bu mak-
simuma sahip olan ikililer arasinda en kiiciik ikili oldu-
gu kesindir. Birinci terimi minimal (0°dir) oldugu i¢in
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Max(C)=S(W,) olan ve ilk terimi 0°’dan farkh olan her
C ikilisi, yani 6rnegimizdekinden farkh olan bu tiirde-
ki her ikili ondan buyuktir.

Maksimumu S(W,) olan en kigik ikili olan iki-
limiz, maksimumu ondan hemen daha kiugiik olan -
eger varsa— “en buyuk ikili"nin ardih olmahdir. “Daha
buyuk” ve “hemen daha kuc¢uk” nosyonlanmin limit
ordinallerin araya girmesiyle ise yaramayabilecegine
dikkat edin. Yine de bizim 6émegimizde durum boy-
le degildir: Ikilimizin maksimumu S(W,) oldugu icin
ondan hemen kigtik olan maksimum vardir ve W 'dir.
Maksimumu W, olan en buyik ikili ne olabilir? Elbet-
te birinci terimi maksimal olan ikilidir (sirahhgin 2.
kosulu). Fakat maksimumu W, olan bir ikilinin birinci
terimi W,'ye esit oldugunda maksimumuna ulasir. Zira
W.,'yi gececek olursa maksimum degisir. Boylelikle iki-
lilerin sirasinda <0,S(W,)>’den hemen 6nce gelen ikili
<W,,W,>dir. Ayrica <0,S(W,)>nin, <W_,W >nin ardil
ikilisi oldugunu da soyleyecegiz.

17.10 Ordinaller i¢in yapmis oldugumuz gibi ordinal ikilile-
rini de “ontolojiklestirmek” istiyoruz: Ardil ikililere ve
limit ikililere dair icsel olan ve sadece sirahlhiga bagh
olmayan bir nitelendirme bulmak. Onceki paragrafta
verdigimiz drnekler bize kilavuz olacak.

17.11 0'in yer aldig ikililerle baglayalim.

Odan farkh W, icin <O,W > seklindeki ikililerin,
maksimumu W olanlar arasinda en kiicik ikililer ol-
duguna isaret etmistik. Bu s6z konusu ikilileri ickin
olarak tammmlamamiza olanak verir:
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- <0,S(W)> seklindeki bir ikili daima ardildir
(<W,,W >’in ardihdir). <0,1> ikilisi bu sekilde ardildir
(<0,0> minimal ikilisinin ardihdir).

- <0,L> seklindeki bir ikili her zaman limittir: W,
ve W nin L limit ordinalini katettigi <W ,W > ikililer
dizisinin st simndir. <0,w> ikilisi, m ve n’nin sonlu
ordinaller (dolayisiyla dogal tam sayilar; bkz. 11. bo-
lim) oldugu tim <m,n> ikililerinin limitidir.

<W,,0> seklindeki ikililer aynca igsel nitelendirme-
leri agisindan W, ordinalinin dogasina dogrudan bagh-
dirlar:

- <S(W)),0> seklindeki bir ikili, birinci konumda
maksimum olarak S(W) olan ikililer arasinda en kiigik
olamdur. Ikinci konumda maksimum olarak S(W ) olan,
yani W,, S(W,Yden kiguk olmak tzere <W,,S(W )>
turt ikililer arasinda en buyilk olamdir. Bu ikililerin
en buyuaginden (S(W,)in ikinci konumda maksimum
degerini korumasim saglayan en buyik birinci terime
sahiptir) hemen sonra gelir. Bu en buyuk birinci terim,
S(W,)'in énceli olan W 'dir. <S(W,),0>’den 6nce gelen
ikililerin en buytiigi boylelikle <W,,S(W,)>dir. Su so-
nuca varabiliriz: <S(W,),0> tariindeki her ikili ardildr.
Boylelikle <1,0> ikilisi ardildir (<0,1>’in ardihdir).

- <L,0> tarundeki bir ikili, W in L’den kugcuk ol-
dugu <W ,L> turi ikililerin hepsinden daha buyuktir.
Fakat digerlerinden daha biyuk olan boyle bir ikili
yoktur, zira digerlerine gore L limit ordinaline “daha
yakin” olan bir W, yoktur (bkz. 9.18). Ayrica <L,0>,
0’dan farkh W ’ler i¢in <L, W > tiri ikililer arasinda en
kucugudur. <W ,L> ikilileri ile <L,0> ikilileri arasinda
bir tir kesim olusturur. Bununla birlikte <L,W > tirt
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ikililer arasinda minimal olan bir ikili vardir: <L,0>1 ta-
kip eden <L,1> ikilisi. Burada minimallik (kesindir) ile
maksimallik (ardisikhi varsayar) arasinda ordinallere
6zgu carpici bir simetri eksikligi bulunur. <L,0> ikilisi
W, € L icin <W,,L> dizisinin limiti veya ast simndir
ve <L,1> ikilisinin 6ncelidir. Solunda veya kendisinin
“berisinde” sonsuz bir baghhk ve saginda, kendisinin
otesinde tek bir ek adimin boglugunu yaratr.

1712 <s,,5,> veya <L ,L > tirti “homojen” ikilileri incele-
yelim. Yine her sey bu ikililerin maksimumuna bagh
olacak:

- s, veya L, maksimumsa mesele basittir: <s,s,> ar-
dildir. Biraz tizerine dusunulduginde bu ikilinin s,
(Max.) ve s/in onceli tarafindan olusturulan ikiliden
hemen sonra geldigi gorulecektir. <L ,L,> ise, W, L,
ordinalinin elemanlarim katetmek tizere <L ,W,> tira
ikililer dizisinin limitidir.

- s, veya L, maksimumsa problem yine ¢ok zor de-
gildir. <s ,s,>'nin ardil oldugu kesindir: s 'in énceli ve
s, maksimumu tarafindan olusturulan ikiliden hemen
sonra gelir. <L,,L > ise, W, 0’'dan L’e “kadar” L, or-
dinalinin elemanlarim katetmek tzere, <W,L> tird
ikililer dizisinin limitidir.

17.13 Karma ikililerle konuyu bitirelim. Yontemde pek bir
sey degismez:
- <s,L> veya <L,s> turu bir ikilide maksimum olan
L ise bu ikililer ardildir: snin yerine 6nceli konularak
elde edilen ikililerden hemen sonra gelirler.
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- Maksimum olan s ise, W, limit ordinalin eleman-
larin1 katetmek tzere, <s,W > veya <W,,s> tari ikililer
dizisinin limitidir.

1714 Sonunda ikililerin ickin tamimlanmasina dair tabloyu
elde ederiz:

tir Max. omek niteligi
<0,0> 0 Biriciktir ozel
<0,s> 3 <0,1> ardil
<0,L> L <0,w> limit
<s,0> 3 <1,0> ardil
<L,0> L <m,0> limit
<s,,8,> s, <2,1> ardil
<s,, $,> s, <1,2> ardil
<L,L> L, <w,,0> limit
<L,L,> L <0,w> limit
<s,L> s <S(w),w> limit
<s,L> L <1l,0> ardil
<L,s> s <w,S(w)> limit
<L s> L <w,1> ardil

Bu tablo, her turlu insanin ontolojik kaidesi olan
(boslugun kendisiyle olusturdugu acihs ikilisi haric)
mitkemmel bir simetri sergiler.

300



Say1 ve Sayilar

17.15 Ordinal ikilileri dizisinin baslangicim gorsellestirmek
hayli eglencelidir.
<0,0> ikilisinden sonra <0,1>, daha sonra <1,0> iki-
lisinin geldigini gormustik. Maksimumu 1 olan en bu-
yuk ikili olarak <1,1>'in <1,0>"in ardih oldugunu gora-
yoruz. Daha sonra onceden belirtmis oldugumuz gibi
maksimumu 2 olan en kugtk ikili olarak <0,2> gelir.
Birinci yerde bulunan ordinali yatay eksende ve ikin-
ci yerde bulunan ordinali dikey eksende temsil ederek
ikililerin ardistkhgim kareli bir grafikte gosterirsek
soyle bir ¢izim elde ederiz:

\ <1,4> 24> <3,4> <4.4>
<0,4> ) )
S A
<0,3>
«1,3>"<2,3> <3,3> <4.3>
/N N
<0,2> >
«:1.{) 22> <32> <4,2>
4 N N /f\
<0,1>
<4,1>
N N N
* & & >
<0,1> <1,0> <2,0> <3,0> <4,0>

Bu ¢izimde ikililerin bir ordinal ekseni tzerine yan-
sitilabilecek bir “zincir” gibi ilerledigi goralayor. On-
celi belirlendiginde n’inci ikilinin nasil “dretilecegini”
biliriz. Ordinaller ile ordinal ikilileri arasinda terim
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terim bir esleme kurarak bu sezgiyi bicimsellestirmek
davetkardir, zira “limite gecis”in hicbir engel olustur-
madigim gormustuk: Limit ikiliye dair, yapisal bakim-
dan ardil ikiliden ay1rt edilemez olan bir kavram vardir.
Ikilileri (bunlar bir duzlem veya bir ytizeyde temsil edi-
lebilirler) bunlan olusturan seylerin (basit ordinaller)
dogrusalhginda yansitan bu muazzam insa ontolojinin
bir zaferidir. lkilide basitte oldugundan daha fazla sey
olmadigim gosterir. lkinin farkim dogrusallagtinr.

1716 Altta yatan istegimiz, ordinal ikililerinin tipk: ordinal-
lerin kendisi “gibi” davrandigim ispatlamak. En basiti
ordinal ikilileriyle ordinaller arasinda birebir ve 6rten
bir esleme olusturmak (bkz. 4.5). Bununla beraber, tu-
tarsiz iki cokluk arasinda bir esleme veya fonksiyondan
bahsetmek riskli, hatta absiirttiir. Ne ordinaller ne de
ordinal ikilileri kimedir. Bitunlestirilemeyen iki ko-
leksiyonun kiyaslanmas veya birbirine baglanmasi na-
s1l mesrulastirlabilir?

Bu cikmazin zorlamasina dair ilkeyi 10. bolumde
vermistik: Sayet yapabiliyorsak ordinaller ile ikililer
arasindaki eglemeyi sonluétesi tumevarimla veya yi-
nelemeyle tammlamak gerekiyor. Bu fonksiyon sadece
ardil dizeylerle, arasinda islem yaptigy butunleri du-
sunmeye gerek olmadan tanimlanacak.

1717 Tammlamak istedigimiz ve her ordinal ikilisiyle birebir
ve orten bir sekilde bir ordinali eslestirecek fonksiyon
f(«W W _>) olsun: f(<W,W,>) = W_.

f fonksiyonunun kokinu énce ilk degerinde, ikili-
lerin en kicugine, <0,0> ikilisine tekabul eden deger-
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de bulahm. Tum bu prosedir i¢in 10. bolume basvu-
rabilirsiniz.
Acik bir sekilde asagidakini koyutlanz:

1 kural: f(<0,05) = 0.

Daha sonra ardil ikililerin durumunu inceleriz (bkz.
17.14'te verilen ikililerin tipolojisi). C,, C, ikilisinin ar-
dih olan bir ikili olsun. Bunu ordinaller icin kabul et-
tigimiz notasyonu genisleterek C,=S(C,) seklinde gos-
terecegiz. En basit yaklasim, C, ikilisinin ardih olan C,
ikilisini, C ’le f fonksiyonu tizerinden eslestirilen ordi-
nalin ardil ordinaliyle ffonksiyonu tzerinden eslestir-
mek olacakur: Ikililerin ardisikhgina “paralel olarak”
ordinallerin ardisik olmasimi saghyoruz. Boylelikle
timevarim veya yineleme fikrine uymus oluyoruz: C,
ikilisi icin f fonksiyonunun tanmimlanms oldugu varsa-
yildiginda C ’in ardili olan C, ikilisi i¢in bu fonksiyonu
acik bir kuralla tammhyoruz. Dolayisiyla asagidaki ku-
ral koyutluyoruz:

2. kural: f(C,) =f(S(C)) = S(f(C,))

Limit ikililerine gelelim. f fonksiyonunun bir CL li-
mit ikilisinden 6nce gelen tim ikililer i¢in tammlandi-
gim varsayahm. Tum bu ikilileri f fonksiyonu bir ordi-
nalle eslestirecektir: W = f(C). Buradaki fikir CL limit
ikilisi icin CL'yi onceleyen ikililerle f iizerinden iligki-
lendirilmis tim ordinallerden “sonra” gelen ordinali f
fonksiyonunun degeri olarak almakur. Bir ordinaller
kimesinden hemen “sonra” gelen bu ordinalin var ol-
dugunu biliyoruz (bkz. N6): Bu, s6z konusu kiimenin
sup. ile gosterilen ust siniridir. Dolayisiyla f (CL)Ynin
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CLl’den kigiik Cler kumesi i¢in tim f(C) ordinalleri-
nin sup., yani st sinin oldugunu koyutlayacagiz. Yani:

3. kural: C < CL i¢in f(CL) = sup.(f(C)).

f’nin timevanmsal tamm boylelikle tamamlanmg
olur, zira i¢ durumu da ele aldik: degerinin s6z konusu
terimin “altinda” elde edilmis degerlere bagh olmasim
saglayacak acik bir kuralla f’yi tammlayarak, minimum
(<0,0>), ardillar ve limitler.

17.18 Birkag ornek.

Ornegin f(<0,1>)in degeri nedir? <0,1> ikilisinin
ikililerin sira diizeninde <0,0> ikilisinin ardih oldugunu
gormistuk. 2. kurah uygulanz: f(<0,1>) = S(f(<0,0>).
1. kural f(<0,0>) = 0 oldugunu sdyler. Dolayisiyla
f(<0,1>) =S(0) = 1.

f (0,w)nin degeri nedir? <0,w> ikilisinin m ve n
sonlu ordinaller (dogal tam sayilar) olmak tuzere tim
<m,n> seklindeki ikililerden olusan kiimeden hemen
sonra geldigini gormustik. Ardil bir ikiliyle onun 6n-
celine karsilik gelen ordinalin ardih iliskilendirilecegi
ve 0 ile bagladigimiz icin, fnin tim bu ikililerle sonlu
ordinalleri iliskilendirdigi aciktir. <m,n> turu ikililer
0, 1, 2, vs. dizisiyle eslesecektir. Bunun sonucunda
f(<0,0>) fonksiyonun degeri tim sonlu ordinallerin
st sinir, dolayisiyla sonsuz ilk ordinal, yani w olacak-
tir. Oyleyse f(<0,w>) = @ olur.

Bu basit 6rnekler herhangi bir ikili icin f fonksiyo-
nunu hesaplayabilecek durumda oldugumuzu gosterir:
Ikililerin iyi sirahhig1 boyunca “ilerlemek” yeterlidir.
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kurallar, 6nceki ikililere f fonksiyonunun atadigi de-
gerlerden hareketle bir C ikilisi icin f fonksiyonunun
degerini bulmamiza olanak verir.

17.19 Ug kuralla tiimevanimsal olarak tamimlanan f fonksi-
yonumuzun birebir ve orten oldugu, asikar olmasina
ragmen dogrulanmahdur.

Oncelikle ffonksiyonunun birebir veya Dedekind'in
terminolojisiyle ayn fonksiyon (bkz. 4.5) oldugunu
dogrulamak gerekiyor. Bagka bir deyisle, C, ikilisi C,
ikilisinden farkhysa f(C)) ordinalinin f(C,) ordinalin-
den farkh oldugunu dogrulamak gerekiyor. Tumeva-
rim kurallarina g6z attigimizda bundan emin olabiliriz.
Iki ikili farkliysa siralidir; mesela C, < C,. f(C,)'nin de-
geri onceki ikililer icin f fonksiyonunun degerine bag-
hdir ve tiim bu degerlerden farkhdir. Ozellikle C,'den
once gelen C, icin f fonksiyonunun degerinden farkh-
dir. Dolaywsiyla C, # C,— f(C)) # f(C,) olur. f fonksi-
yonu birebirdir.

Ashnda daha gugla bir ozelligimiz vardir: Fonksi-
yon, ikililerin sirasim ordinallerin sirasina “yansitir”
(teknik olarak: ordinallerin sirasinda ikililerin sirasimin
bir homomorfizmidir); 6yle ki C <C, ise f(C)) € f(C,)
olur. Zira C, C 'den sonra geliyorsa f aracihgiyla degeri
(bu, ya 6nceki ikilinin degerinin ardil1 ya da 6nceki tiim
ikililerin f tizerinden atanan degerlerinin tust simindir)
her kosulda Cin f uzerinden atanan degerini asar. So-
nug olarak sunu elde ederiz: C, < C,— f(C)) € f(C,).

Geriye f fonksiyonunun 6rten oldugunu —yani fonk-
siyonun her mimkiin degerinin fiilen elde edildigini-
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ispatlamak kalyor. Yani, her W ordinali icin, f(C) =W
olacak sekilde bir C ordinal ikilisinin var oldugunu
ispatlamak.

f fonksiyonu tuzerinden bir C ikilisinin degeri olma-
yan bir W ordinali oldugunu varsayalim. Bu durumda
bdyle olan bir en kuguk ordinal var olacaktir (minimal-
lik ilkesi); bunu w diye adlandiralim. Boylelikle w’den
kucuk olan tim ordinaller f izerinden bir ikiliyle esle-
secektir. Hipoteze zit olarak w'nin de zorunlu olarak f
uzerinden bir ikiliyle eslesmesi gerektigi gorulur. Zira
w bir ardilsa, yani w=S(w) ise ve f(C) = w, ise (ffonk-
siyonunun tiumevanmsal tamminin 2. kurah geregi)
f(8(C)) = S(w)) = w olmahdir. Sayet w limitse, w'yi 6n-
celeyen tum ordinaller f uizerinden ikililerle eslenecegi
icin w'nin kendisi tiim bu ordinallerin tist sinir1 olacak
ve dolayisiyla 3. kurala gore w’den kugcuk ordinallerle
eslesen tum ikililerden “sonra” gelen ikili i¢in f fonksi-
yonunun degeri olacaktir.

Nihayetinde f fonksiyonu, ikililerle ordinaller ara-
sinda birebir ve orten bir eslemedir. Bu esleme ayrica
ikililerin sira yapisiyla (Max. uizerinden birinci terim,
sonra ikinci terim) ordinallerin sira yapisi (aidiyet) ara-
sinda bir izomorfizmdir. Bu, ordinal ikililerinin, basit
ordinallerin ne duzeyde “ikiz” imgesi oldugunu goste-
rir. “Ikili” halde ele ahindiginda doga kendisine benzer-
ligini korur. Doga, kendisinin aynasidir.

17.20 1kizinin ayna imgesinde dogada yapilan bu gezinti bize
sunlan ogretir:

- ordinal ikililerinde bir iyi sirahhk vardar; dyle ki bu

ikililer tipki ordinaller gibi minimallik ilkesine uyarlar;
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- ordinallerde oldugu gibi burada da ardil ve limit
ikililerden bahsedebiliriz ve bu niteliklerin sadece bu
niteligi tasiyan ikililerin yapisimin ickin sekilde ince-
lenmesiyle tespit edilmesi mumkundur;

- ikililer ile ordinaller arasinda birebir ve 6rten bir
eslemenin tum o6zelliklerine sahip bir f fonksiyonu
vardir; fakat tek fark bu fonksiyonun arasinda yer al-
digr butunluklerin tutarsiz olmasi, dolayisiyla f fonksi-
yonunun sonluétesi timevanmla tamumlanmasi gerek-
mesidir;

- bu f fonksiyonu ordinal ikililerinin sira yapisiyla
ordinallerin sira yapis1 arasinda bir izomorfizm tamm-
lar; yani C <C, ise f(C)) € f(C,) olmahdur.

lkizinin ayna imgesinde doga tum bicimsel davra-
mslaninda israr eder.

Benzer araclar <W ,W,W > turi ordinal uclule-
rinin de ikililerle aym ozelliklere sahip oldugunu ve
ozel olarak basit ordinallerle birebir ve orten bir es-
leme oldugunu gostermeye olanak verecektir. Keza
<W_,W,,..,W > tirii n terimli ordinaller icin de aymsi
gecerlidir. Madde bakimindan maliyetli olan sadece ilk
adimdar. lkiye katlanan doga kendi sira duzenini mu-
hafaza eder. Istenildigi kadar uzun sonlu seri halinde
cogaltlsin, doga ilk kimligini muhafaza etmekte inat
eder. Istikrar, homojenlik, siralilik, minimallik, ardil-
lar ile limitler arasindaki ontolojik bosluk: Tium bunlar
sonlunun sinirlannda ordinalin basitligi cogaluldigin-
da degismeden kalir. Doga, kendi aynalanindan olusan
bir galeridir.

17.21 Mallarmé “Doga meydana gelir, ona hicbir sey ekle-
nemez” diye yazmstr. Cunku sayet dogaya bir sey ek-
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lenirse ve hatta bu ek de eklenirse dogal cokluklar
alam inatla Ayn’'nin 6énemini tasdikler. Her dogal de-
neyimde bizi yakalayan budur: Dallamp budaklanan
bitytime, tiretken cogalma bize Otekini sunmak soyle
dursun kendi sira diizeninin sonsuz kaidesinde kendi
uzerine dayamnir.

Halbuki her islemin, tiim cebirin, Gzerinde islem ya-
pilan terimleri ikiye veya tige katlamak anlamina geldi-
gini biliyoruz. Iki say1y1 ekleyerek ugiincu bir say1 elde
ederiz, iki sayimmn en kiciik ortak bolenini hesaplarz,
bir polinomun bilesenlerini sonlu dizi halinde duzen-
leriz... Tam bu hesaplama ve cebir disiplinlerinin alt
yapisi sayisal isaretlerin sonlu bir listesidir.

Dogal sayilarin, ordinallerin Sayiin maddesini or-
duga dogruysa islemler, cebir, hesaplama olanagimn
teminatim doganin ¢ogalmada 6zdesligini muhafaza
etme kapasitesinde bulacag:1 gorulecektir. Hesaplama
semalarimin gorunirdeki cesitliligi, cebirsel islemle-
rin ve yapilann turluligu altinda dogal varhgin seba-
t1, sonlu serisellikteki ickin istikrar vardir. Bir islem,
bizim disuncemizin Mallarmé’nin disturuna uyumlu
hale gelme tarzindan bagka bir sey degildir: Otekinin
parcalanmasina maruz kalmadan iki Say1y: toplayabili-
yorsak —birini digerine “ekleyebiliyorsak”- bunun ne-
deni ikiz olarak alinan, kendisiyle toplanan, kendisine
eklenen doganin tutarsiz halde olmasina neden olan
coklu-varhiklarin ickin bicimini korumasidir.

Bir islem, bir hesap, bir cebir, varhgin —dogal ¢ok-
luklarn tasarruf ettigi haliyle Aynr’'nin yasas1 uyarinca—
savurganca sundugu ayna oyunlarina dustncemizin
yakalanmasinin isaretlerinden ibarettir.
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18.2

18. Sayilarin cebiri

Sonunda hesaplamaya gelmemiz gerekiyor.

Varhg saptandiktan sonra, Sayinin birlesimsel kapa-
sitesi sadece bir sonugctur. Say ikilileri veya uglulerini
etkileyebilen baglar soz konusu oldugunda bu kapasite
bir arastirma ustahigiyla ilgilidir. Fakat bu baglarn kay-
nag1 tamamen Sayinin varhga demir atmasim saglayan
kavramda icerilmektedir. Islemler sadece Sayinin say1-
siz alaminda varhgin savurganhgimi mimkin baglanti-
larda harekete gegirir.

Bununla birlikte giicliik, hesaplamanin imkénlarina
uygun olmalan i¢in baglara dair “iyi” tamumlarin segil-
mesindedir: Islemlerin birlesme [associative] 6zelligine
sahip olmas, bir etkisiz eleman, ters elemanlar olmasi
istenecek ve degisme [commutative] 6zelligine sahip ol-
masi da fena olmayacakutir. Bir igslemin digeri tizerinde
dagilma ozelligine sahip olmasiyla islemler aralarinda
duzgun bir sekilde diizenleniyorlarsa bu bizi daha da
memnun edecek. Bu sonuclara ulasmak i¢in Sayiy1 in-
celemek ve tammlamak istenen bag dikkatli bir sekil-
de yasalastirmak gerekir.

Islemsel tamimlarin marifetiyle elde etmeyi basardig-
miz dnemli sonuclar asagida verilmektedir:
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1) Sayilar uzerinde, degismeli bir grubun 6zellikleri-
ne sahip olan ve + isaretiyle gosterilen toplama adh bir
ilk islem tanimlanabilir:

- birlesme ozelligi: N, + (N, + N,) = (N, + N,) + N,
(“istedigimiz sirada” hesaplayabilir ve aym sonucu elde
ederiz);

- etkisiz eleman (Sifirdir): N, + 0 = N;

- ters eleman (simetrigidir): N, + (-N) = 0;

- degisme oOzelligi: N, + N, =N, + N .

2) Sayilar uzerinde, carpma olarak adlandinlan, . ile
gosterilen ve agagidaki ozelliklere sahip ikinci bir islem
tammlanabilir:

- birlesme ozelligi: N..(N,.N,) = (N.N,).N,;

- etkisiz eleman (1 Sayisidir): N,.1 =N,;

- Sifirdan farkh her Say1 i¢in bir i(N) ters elemaninin
varhgi: N i(N) = 1;

- degisme ozelligi: N.N, =N,.N,.

3) Carpmaigslemi toplama uzerinde dagilma o6zelligi-
ne sahiptir:

NL.(N, +N,) = (N,N,)) + (N,.N,).

Bu ug islemsel husus Sayilarin degismeli bir cisim
olusturdugunu sdylememize imkan verebilirdi, ama bir
puruz vardir: Sayilar tutarsiz olduklan icin bir kiime
bile olusturmazlar. Bir ¢cokluk olarak sayilmaya olanak
vermiyorsa, tammlanms bir cebirsel kendilik olarak
bir cisim nedir?

Dolayisiyla ihtiyath davramp soyle diyecegiz: Mad-
desi belirli bir sonsuz kardinalden kiictuik Sayilardan
olusan her kiime (yani, maddesi sabit bir sonsuz “ham”
nicelikle simirlanmis olan Sayilardan olusan her kiime)
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degismeli bir cisim yapisi kazanabilir.* Aynca rasyonel
veya reel sayilarda gosterdigimiz gibi, degismeli cisim-
ler olan baska Say kuimeleri de vardir. Sayisal tutarsiz-
lik say1s1z nicelikte cebirsel yapilar olarak “kesilmeye”
imkan verir.

Bu mantiksal sartlar bir yana, Sayilarin cebiri tasav-
vur edilebilecek en zengin cebirdir: Hesaplama kapa-
sitesi, sozgelimi reel Sayilardaki kapasiteyle aymidir
(6zellikle her Sayimn bir karekoki oldugu ispatlana-
bilir; halbuki 6megin rasyonel saylar cisminde iglem
yapiyorken durum boyle degildir).

183 Hem (dogrulama prosediirlerinde) zahmetli hem de
(Sayrya dair kavramimizin gecerliligi icin) buytk onem
tasiyan bir sonu¢ sudur: Sayilar uzerinde tammlanan
islemler, Sayilar olarak varhklarinda dusunuldaginde
“bizim” sayilarimizda tammlanms islemlerle cakisir.
Bagka bir deyisle: r, ve r,ahsildik cebir icinde ahinan iki
reel say1 olsun. Bildigimiz haliyle r, ve r, toplam r, reel
say1siysa, Sayilarda (sonlu veya @'ye esit maddeli Say:-
larla, bkz. 16.28) “bizzat” temsil edildikleri haliyle r,
ve r, toplami -Sayilar uzerinde tammlandig1 anlamyla
alman “toplam1”- tam da r, sayisimin Say1 olarak tem-
silcisi olacaktir. Aynis1 ¢carpma, vs. icin de gecerlidir.
Daha teknik terimlerle soylersek, klasik analizde bil-

4 Aymisekilde, maddesi sonsuzbir kardinalden kiigiik veya ona esit her
Say1 kumesinin degisme ozelligine sahip bir cisim oldugu da dogru-
dur. Bu bakimdan Gonshor, sonlu veya w'ye esit (sayilabilir) maddeli
sayilar cisminin incelenmesinin ¢ok ilging oldugunu soylemekte hak-
ldir. Bu cisim alt-cisim olarak reel Sayilara olanak verir. Fakat ayrica
sonsuz kuciklikleri ve kesimlerin kesimlerini de icerir. Bu konuda
tamamen 6zgun bir analiz gelistirmek mumkuan olacaktir.
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digimiz haliyle reel sayilar cismi, Sayilarin alt-kiimesi
olarak dusuniilen reel sayilarla izomorftur.

Dolayisiyla “bizim” ahsildik sayilarimiz sadece var-
hiklaninda degil, aym zamanda cebirde de Sayilann te-
kil turleri olarak disuntlmeye olanak verirler. Sonucta
reel Sayilar, reel sayilardan ayirt edilemezdir. Ozel ola-
rak reel Sayilar tam ve sirali bir Arsimet cismi olusturur
ve bu da geleneksel reel sayilarin birebir tammidar.

Nihayetinde “tarihsel” sayilann tim boyutlan ve ka-
pasitelerinin, Sayilann sayisiz kalabahginda bunlarin
sunumsal ornekleriyle surdurildaga ortaya ¢ikar. Bu
da asagidakileri dogrular:

- bir saymin ontolojik 6z, belirli bir Say: turu ola-
rak belirlendigi anda sadece dusincemizin ona dair
kavradig seyden ibarettir;

- islemsel veya cebirsel 6zellikler sadece Saymin var-
higina dair, dogal cokluklar temelinde dogru bir belirle-
niminin bir sonucudur.

Say1 kavramim birlestirme plam (dogal sayilar, ne-
gatif tam saylar, rasyonel sayilar, reel sayilar ve ordi-
nalleri kapsayan tek bir kavram) boylelikle énce ¢ok-
lu-varhkta ve daha sonra islemsel boyutlarda tamam-
lanmastir.

Bundan boyle bir ordinalle reel bir saymin toplami
veya sonlu otesi bir ordinaln rasyonel bir say1yla bolu-
mii veya bir ordinalin t¢e bolumunun karekoku gibi
daha o6nce anlam olmayan kendiliklerden serbestce
konusmamiz ve bunlan hesaplamaya tabi tutmamiz
mumkundur. Tarihsel sayilara dair daginik ve eksik te-
oride hi¢bir anlami olmayan
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% OF Y+ 0+ 7(x% + 20

@™+ 29 (38() -LD)

gibi inamlmaz yazimlar Sayiya dair birlestirilmis kav-
ram cercevesinde hesaplama prosediirlerine ve tamm-
lanmis sonuglara isaret eden buttniiyle anlamh cebir-
sel yazilar haline gelir.

Boylelikle Say1 varhkta “sayilar” gibi ayrik bir adla
heterojen alanlarin sinirlanm belirleyen seyin gercek
iliskisini kurar.

Sayilar uzerinde islemlerin tamm 6ziinde teknik bir
meseledir. Aynntilanyla 6grenmek isteyenler bu ko-
nudaki literatiire basvurabilirler.’ Yine de bu tamma
hayat veren zihniyet, kavramlann gézden gecirilmesi-
ne, Say1 diguncesinin uzerinden son bir kez ge¢cmeye
olanak verir. Ozel olarak sonludtesi tiimevarimin sis-
tematik kullammi, varhg icinde dusunilen Saymn
ozinde sonsuz bir cokluk (sonsuz bir ordinal madde-
de bir bi¢im kesmesi) oldugunu ortaya cikarr. Benzer
sekilde islemleri “alttan” insa etmek amaciyla bir Sa-
ymn alt-Sayilarina bagvurmak, her Saymnin dusik ve
yiksek kimesinin kesimi olarak sunulmasina imkan
verdigi gerceginin 6nemini gosterir (bkz. 14. bolum).
Yine benzer sekilde, islemin sonucunu bir kesim olarak
sunarak (bkz. 15. bolim), yani temel teoremi kullana-
rak timevarnim kullanabiliriz. Son olarak, 17. béliimde
incelenen ordinal ikilileri ile ordinaller arasindaki ko-

5 H. Gonshor, a.g.e., 3. Bolum, “The basic operations”.
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relasyon tim bu meselede beklendigi gibi (bir islem iki
Sayiy1 birbirine baglar) temel bir rol oynar. Bu 6zetlerin
zihinden ugmamasi icin toplamanin tamuminin temelle-
rini ele alacagiz.

Genel fikir su sekildedir: N, ve N, gibi iki say1 veril-
diginde bunlann ilgili maddelerini, W =M(N)) ve
W,=M(N,)’yi alarak bunlarla W, ve W, gibi iki ordi-
nali eslestirebiliriz. Her <W ,W,> ordinal ikilisiyle bir
ordinali iligkilendiren birebir ve orten f fonksiyonuy-
la bu iki ordinalin bir ordinalle nasil eslestirilecegini
biliyoruz (bkz. 17.17). Bu ordinal, toplama isleminin
tamminin “seviyesi’ni tespit edecek: W, ve W, mad-
deli tim N, ve N, Say ikilileri i¢in, <W,,W > ikilisiy-
le f tzerinden eslestirilen ordinal, <W ,W,> ikilisiyle
iliskilendirilen ordinalden daha kiiciik olacak sekilde
toplamay1 tammladigimiz varsayilacak. Bir alt ordinal
seviyesinde tammlanmis N,+ N, turi toplamlardan ha-
reketle N + N, toplamin1 tammlayacak acik bir kural
one stirecegiz.

Boyle toplamlar N, ve N, alt-Sayilan tarafindan veri-
lir. Gercekten de maddesinden kiiciik bir ordinal icin
Saymin bir “kesiti” olan bir alt-Sayinm daha kiictik bir
maddesi vardur.

Sonra insanin dugumu olan sonraki asamaya gecilir.
N, ve N, Sayilan W, ve W, maddeli sayilar olsun. N ’in
N/w, ve N,/nin N,/w, seklinde alt-Sayilanm distne-
lim. Simdi<w,,W,> veya <W ,w > ikililerini ele alahm.
Ikililerin sira kurallan geregi ve w, ve w,iin sirasiyla
W, ve W 'den daha kiiciik oldugunu hatirlayarak (bkz.
17.6) bu ikililerin <W ,W > ikilisinden kii¢iik oldugu-
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nu soyleyebilirim. Okur i¢in guzel bir ahgtirma olsa da
aciklamaya bagvurabilirsiniz.

f fonksiyonu, ikililerin sirasmin ordinallerin siras:
uzerindeki bir izomorfizmi oldugu i¢in:

few, W,5) € f(<W,, W >)
ve f(<W,,w >) € f(<W ,W_>).

Bu da, <N /w,N,> veya <N N /w > tirii Say ikilile-
riyle iliskilendirilen ordinal seviyesinin .daima <N N>
Sayr ikilileriyle iligkilendirilen ordinal seviyesinden hii-
qitk olacag anlamina gelir.

Bu nedenle N, ile N,;nin toplamin1 timevanmsal
olarak tammlamak icin dustik bir ordinal seviyesine
gonderen N/w_+N, veya N +N,/w, tura toplamlan ta-
mimlanms olarak varsaymamz mumkundur. Boylelik-
le N, +N, toplaminin tamimina, bir yandan N ile N, ara-
sindaki farkh toplamlann degerlerinden, 6te yandan N,
ve N,'nin alt-Sayilanindan hareketle bu toplamin dege-
rini veren bir kural formile ederek gececegiz. Alt-Say1
kavraminin ickin kavram, ele alinan iki Saymin mad-
delerinden olusmus ikiliden hareketle ordinal seviyele-
rini tespit eden timevarima dayanak olacak.

6 f(<W,W,>) = W olmak tizere, W, ve W, iki ordinal olsun. Ikilide W,
maksimalse w, € W, olmak azere her <W ,w,> ikilisi, ikililerin sirala-
masinda <W ,W > ikilisinden kagaktar (bkz 17.6); cunka ikisinin de
Max.1 (W) ve birinci terimleri (W) aymdir, fakat <W ,w,> ikilisinin
ikinci terimi <W,W,> ikilisinin ikinci teriminden daha kaguaktar. Do-
layisiyla, f(<W ,w,>) € f(<W ,W,>), zira f fonksiyonu ordinal ikilile-
riyle ordinaller arasinda bir siralama izomorfizmidir.

W, maksimalse sonuc aymdir, zira <W,w > ikilisinin Max.1 daha
kucuktar.
Her durum icin benzer tirde bir dogrulama yapilabilir.

315



18.6

Islemsel Boyutlar

Son olarak kullandigimiz strateji temel kesim te-
oremini kullanacak. N, ve N, gibi iki Saymnin digiik
ve yitksek kiimesinden hareket edecegiz. 1ki Sayinin
her birinin 6teki Saymnin dusiik ve yuksek kimesinin
alt-Sayilanyla toplamlarimin sabit bir birlesime gore
tammlandigin1 varsayacagiz. Ordinal seviyeleri daha
kucik oldugu icin bu toplamlar kabul edilebilirler.
Boylelikle iki Say1 kiimesi elde edilecek ve N, ile N,
toplami bu iki kiimenin kesimi olarak tammlanms bi-
ricik Say1 olacaktir.

Iki Saymin toplamina dair tiimevarnimsal tamim.

Tamevanimin “sifir seviyesi” sadece (0,0) Sayisini
icerir. Aslinda maddesi O olan tek Sayidir. Dolayisiyla
sunu one sirebiliriz:

1. kural: (0,0)+(0,0)=(0,0).

Simdi toplama igleminin bir W ordinalinden kuguk
tum seviyeler i¢in, yani maddeleri sirasiyla W, ve W,
olmak uzere f(W,,W,) € W olacak sekilde (sirasiyla)
N, ve N, Sayilarnina karsilik gelen tium seviyeler igin ta-
nimlanmis oldugunu varsayacagiz.

Simdi N, ve N, Sayilanindan olusan bir ikili ele
alahm: bunlarin maddeleri sirasiyla W, ve W, ise
f(W,,W,) € W olacaktir. Yani W ordinal seviyesine ait
bir Saylar ikilisi.

N,/w ve N,/w, N, ve N 'nin alt-Sayilan olmak tzere
N, ve N./w veya N,/w ve N, turt tim ikililerin N, ve
N, ikilisinden kugiik, dolayisiyla W’den kigiik ordinal
seviyelerine ait oldugunu belirtmistik.
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Bunun sonucunda N +N_/w veya N /w+N, trd tim
toplamlar tamimlanmis olarak varsayilir.

Onemli bir yazim kuralim sabitleyelim. N, ve N,'nin
dustk kimesindeki (hatirlatmak gerekirse, N, 'nin du-
stk kimesi N,'nin N,'den kiiciik tim alt-Sayilarindan
olugsmaktadir) tim Sayilarin toplaminin tam sonugla-
rindan olusan Sayilar kiimesini N +Ba(N,) ile gostere-
cegiz. Ba(N,) bogsa N +Ba(N,) yaziminin tanimlanma-
mis oldugunu dustnecegiz (hesaplamalarda dikkate
almayacagz).

Aym sekilde N ve N nin yiksek kumesinde-
ki (N,nin ytksek kiimesi N, nin N,’den biuyuk tim
alt-Sayilarindan olusmaktadir) tim Sayilarin topla-
mimin tim sonuglarindan olusan Sayilar kimesini
N +Ht(N,) ile gosterecegiz. Ht(N,) bogsa yine dikkate
almayacagz.

Ba(N )+N, veya HT(N )+N, yazimlarinda yer alan
toplamlarin sonucu olan Say1 kiimelerini goéstermek
icin ayn1 yazim kullanacagiz.

Boylelikle toplama islemi su sekilde tammlanacak:
Bir yandan, Ba(N)+N nin tiim Sayilanyla birlikte
N,+Ba(N,)nin tim Sayilarindan olusan Sayilar kiime-
sini alinz; 6te yandan, Ht(N )+N,nin tim Sayilanyla
birlikte N +Ht(N,)’nin tiim Sayillanndan olusan Sayi-
lar kimesini alinz. Bagka bir deyisle, bir yandan N,
ve N,'nin toplam olan Sayilar ile 6teki Sayimin dusuk
kumesindeki alt-Sayilan ve 6te yandan aym toplamla-
n bu kez yiiksek kumesinin alt-Sayilanyla “bir araya
getiririz”.

Boylelikle B ve H olarak adlandirabilecegimiz iki
Say1 kumesi elde ederiz.
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B ve H'nin kesim durumunda oldugunu “artimh”
timevarimla (bu gosterimi bir kenara birakiyorum?)
pek bir sikint1 cekmeden gosterebiliriz: B'nin her Sayisi
Hnin her Sayisindan kuciktir.

Daha sonra temel teoremi kullaniniz (15. bolim). N,
ve N, toplamimin sonucu tam da bu kiimeler arasinda
kesim olusturan Say1, yani kumeler arasinda yer alan mi-
nimal maddeli biricik Say1 olacaktir:

B = (Ba(N)+N,,N, +Ba(N,))
H = (Ht(N))+N,,N +Ht(N,))

Asagidaki 6nermeyi ileri sureriz:

2. kural: N +N,=B/H, yukanda tammlanms iki
kumenin kesimi.

18.7 Toplama islemi degisme 6zelligine sahiptir.

Bir guiclukle karsilasmadan timevarimsal olarak gos-
terdigimiz gibi N,+N, toplamim tanimladig1 varsayilan
kesim, N +N, toplamini tammlayan kesimle aym kiime-
ler tizerindedir.

Sadece toplamin oldugu O seviyesinde bu kesinlikle
dogrudur ve bu toplam degisme 6zelligine sahiptir: 0+0.

f(W,,W,) = Wden kicik ordinal seviyesi toplamla-
rinin degisme 6zelligine sahip oldugunu varsayahhm. Bu
durumda 6zel olarak Ba(N,)+N, veya N +Ba(N,) toplam-
lan degisme ozelligine sahiptir. Dolaysiyla N +N.'yi ta-

7 So6z konusu artimh timevarim aym anda iki seyin ispatlanmasindan
olusur:

- N,<N, ise N, +N,<N +N, (sirahlik ve toplama yapismin uyumlulugu);

- B kimesinin Sayilannm H kiimesinin sayilarindan daha kiguk oldugu.
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mmlamaya yarayan B = (Ba(N )+N,,N +Ba(N,)) kimesi,
N,+N’i tammlamaya yarayan B’ = (Ba(N,)+N,,N,+Ba(N,))
kiimesiyle aym Sayilardan olugsur. Aynisi agik bir sekilde
H kiimesi i¢in de dogrudur. Sonug olarak, N +N,’yle aym
kesimle tanimlanan N,+N, ona esittir: Toplama islemi de-
gisme ozelligine sahiptir.

0 Say1si, daha kesin bir sekilde (0,0) Sayisi, toplama islemi
icin etkisiz elemandir.

So6z konusu olan her N Sayisi icin N+0=N oldugunu
gostermektir. Tamevarim bu kez dogrudan Sayilann or-
dinal-maddesi uizerinde yapilabilir.

0 seviyesinde bu dogrudur, zira 1. kural 0+0=0 olma-
sim gerektirir.

Bunun W den kii¢iik maddeli tiim Sayilar i¢in dogru
oldugunu varsayalim. Bagka bir deyisle, w € W, olmak
tizere w maddeli her N Sayis1icin N+0=N olur.

Simdi W, maddeli bir N, Sayisim alahm. N,+0 topla-
mim inceleyelim. Toplamay tamimlayan kesimin B ve H
kiimeleri su sekildedir:

B = (Ba(N,)+0,Ba(0)+N,)
H = (Ht(N )+0,Ht(0)+N,)

Fakat 0 Sayisinin —yani (0,0)- dusuk ve yuksek k-
mesi bostur (0'mn higbir alt-Sayis1 yoktur). 18.6'da kabul
ettigimiz uzlasim geregi Ba(0)+N, ve Ht(0)+N, terimle-
rini hesaba katmayacagiz. Dolayisiyla sunu elde ederiz:

B = (Ba(N,)+0)
H = (Ht(N )+0)
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Fakat Ba(N,) ve Ht(N,), N ’in alt-Sayilarindan, do-
layisiyla W 'den kigiik maddeli Sayilardan olusur. So-
nug olarak tiimevanim hipotezi, Ba(N,) veya Ht(N,)’in
tim Sayilan icin uygulamir: Bu Say1 érnegin N /w, ise
N,/w,+0 = N,/w, olur.

Notasyonun simirlanim biraz zorlayarak bu sonucu
Ba(N )+0 = Ba(N,) ve Ht(N,)+0 = Ht(N,) seklinde ya-
zabiliriz. Oyle ki sonug olarak, kesimle N,+0 toplamim
tammlayan B ve H, Ba(N,) ve Ht(N,)'den baskas: degil-
dir. Gelgelelim diisuk ve yiiksek kumesi arasindaki ke-
simle tamimlanan Say1, bizzat N, Sayisidir ve gergekten
de N +0 =N, olur.

Timevarim tamamlanmistir: Maddesi ne olursa ol-
sun bir N Sayisi i¢in 0, toplama isleminde etkisiz ele-
mandr.

0’dan farkh her N Sayist icin—N Sayisi toplama acisindan
ters elemandir: N+(-N)=0.

Onemli bir uyart: -N, N'nin bi¢im ve atigin1 tersyiiz
ettigi icin —N'nin duigiik kiimesi, N/w N'nin yiiksek kiime-
sinin bir Sayis1 olmak iizere -N/w Sayilanndan olusur;
—N'nin yiiksek kiimesi, N/w N’nin diigiik kiimesinin bir
Sayist olmak tizere -N/w Sayilarindan olusur. Nitekim
bir N/w alt-Saysi, sayet w bicimdeyse dusiik kiimede-
dir ve w atiktaysa yuiksek kuimededir. Bu saptamalar —-N
s6z konusu oldugunda ters doner. N'de wyi dnceleyen
her sey de terse donecegi icin (bicimde olan atiktadir
ve atikta olan bicimdedir) dusuk ve ytiksek kiimenin
yer degistirmesi disinda pozitif ve negatif isaretleri de
yer degistirir.
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Dolayisiyla notasyonu biraz zorlayarak —N'nin yuk-
sek kiimesini —(Ba(N)) seklinde ve dusik kiimesini —
(Ht(N)) seklinde yazabiliriz.
Bunun sonucunda (bkz. toplama igleminin tiimeva-
rimsal tamm), N+(-N) toplamm kesimle tamimlayan
B ve H kiimeleri asagidaki gibidir:

B = (Ba(N)+(-N),N+(-Ht(N))))
H = (Ht(N)+(-N),N+(-Ba(N))))

Ispatlama stratejisi bu durumda B’nin tum Sayilan-
nin negatif ve H'nin tim Sayilanmn pozitif oldugunu
gostermekten olugur. Bunun sonucu 0'in B ile H arasin-
da yer almasidir ve zorunlu olarak bu konumdaki mini-
mal maddeli Say1 oldugu icin B ile H arasindaki kesim
konumunu isgal eden odur. Sonug olarak N+(-N)=0.

Lemma: N +N, toplam pozitifse, yani N +N, > 0 ise,
—(N))<N, ve —(N,)<N, olur.

Lemma, 0 ordinal seviyesinde dogrudur, ¢unki bu
seviyede N +N, > 0 olamaz.

W ordinal seviyesine kadar dogru oldugunu varsaya-
lm: f(W,W,) € W olacak sekilde her N, ve N, Say cifti
icin soz konusu o6zellik elde edilir. Aynca f(W,,W,) e W
olacak sekilde her N, ve N, Say cifti icin de 6zelligin
dogru oldugu soylenebilir.

N,+N, toplam1 bir B/H kesimiyle tammlanmstir.
Bu kesim pozitifse nedeni B kuimesinin pozitif Sayilar
icermesidir®, aksi takdirde kesim negatif veya sifir ola-

8 Gergekten titiz davranmak adina B’nin pozitif Sayilar degil, 0 icerdigi
durumu dikkate almak gerekir. Bu durumda O, B'nin i¢csel maksimu-
mudur. Dolayisiyla “sadece” 0'la kendimizi kisitlayabilir veya B ile (0)
kimesini 6zdeslestirebiliriz. Bu durumda akil yuritme cok basitlesir.
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caktir (bkz. 15.11’deki kesim hakkindaki argiimanlar).
H kumesiyse sadece pozitif Sayilar igerir. Sonug ola-
rak Ba(N )+N, veya N +Ba(N,)’nin pozitif olan Sayilan
vardir ve Ht(N )+N, veya N +Ht(N,)’nin tim Sayilan
oOyledir.

Ornegin N /w+N,, Ba(N )+N_,nin pozitif bir Sayisi
olsun. N /w ve N, ¢ifti Wden kiciik bir ordinal se-
viyesindedir ve lemmanmn dogru oldugu varsayihr:
N /w+N, toplam1 pozitif oldugu i¢cin ~(N,)<N_/w olur
ve N /w, N 'in dustk kiimesinden oldugu icin a fortiori
—(N,)<N, olur. B ve H kiimelerinin diger bilesenlerini
inceleyerek lemmamn dogrulugu genel olarak goste-
rilebilir.

Simdi N+(-N) toplamina geri donelim. Toplami ke-
simle tammlayan B kumesini dustnelim:

B = (Ba(N)+(~N),N+(-Ht(N))).

B'de pozitif Sayilar oldugunu varsayalim. Ornegin,
N/w N'nin dusuk kumesi olmak uzere N/w+(-N) boy-
le bir Say1 olsun. Lemmadan dolayr -(-N) < N/w, yani
N < N/w olur, ki bu imkansizdir ¢iinkit N/w, N'nin dii-
stk kiimesi oldugu icin N’den daha kii¢iik olmahdr.
N+(-N,/w) pozitifse N /w N'nin ytiksek kiimesi oldu-
guicin N /w < N elde edilmelidir, ama N /w’'nin N'nin
yiksek kiimesine ait olmasi bunu engeller. Boylelikle
bir cikmazla karsilaginz ve dolayisiyla B kiimesinin po-
zitif Say1s1 yoktur.

Benzer ¢ikanmlar H kiimesinde negatif Say1 veya s1-
fir olmadigim gosterecektir.

Son olarak N+(-N) toplaminin sonucunu tammla-
yan B/H kesimi negatif Sayilardan olusan bir B kiime-
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si ile pozitif Sayilardan olusan bir H kuimesi arasinda
isler. Bu iki kiime arasinda yer alan minimal maddeli
Say1 zorunlu olarak 0’dir ve N+(-N)=0 olur.

—(N)'nin, toplama islemi i¢in N'nin tersi oldugu soy-
lenecektir.

1810 Sayilann toplaminin birlesme 6zelligine sahip oldugu
da sikic1 bir hesaplamadir. Hem de ne sikicidur... Fakat
bu kez kesimle tiimevanmsal olarak tammlanmis top-
lama ozelligine sahip Sayilann:

N+N, = (Ba(Nl)+N2,Nl+Ba(N2))/ (Ht(Nl)+N2,Nl+Ht(N2))

Sifir Sayisinin (ya da (0,0) veya 0; sonugta hepsi aym
seydir) etkisiz eleman oldugu degisme o6zelligine sahip
siral bir grup olusturdugunu gostermistik.

Pozitif ve negatif tam sayilann, rasyonel sayilarn,
reel sayilann, ordinallerin Sayllanmzdaki “temsilci-
leri"nin kendilerinin de, yalnizca varhklannda dusu-
nulen sayilar oldugunu dogrulamak i¢in bu sayilann
toplanmasimin  (yaygin anlaminda), Sayilar olarak
varliklannin toplanmasiyla ortustugunia ispatlamak
gerekir. Omegin, r, ve r, reel cisimli sayilarsa ve “kla-
sik” toplama isleminde r +r,=r, elde ediyorsak sonlu
maddeli veya 0 maddeli Sayilar olarak tammlanan r,,
1,, 1, Sayllannin, 16.27°’de gosterdigimiz gibi, toplama
islemi yukandaki gibi timevanmla tammlandiginda,
daima r,+r,=r, elde edilecek sekilde olmahdr.

Cebirsel izomorfiye dair bu dogrulamalar, 6zel-
likle carpma islemi so6z konusu oldugunda epey bir
huner gerektirir; biz boyle bir labirente girmekten
kacinacagiz.
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1811 Dogal tam sayilar i¢in dogrulamayla yetinecegim.

Say1 olarak sunulan bir n dogal tam sayisinin, n son-
lu bir ordinal olmak uzere (n,n) biciminde oldugunu
hatirlatayim (bkz. 16.13). Aynca n’nin dugik kiime-
sinin n'den kiguk tim tam sayilardan olustugunu ve
yuksek kumesinin bos oldugunu da hatirlatayim (a.e.).

(n;,n)) ve (n,n,) iki dogal tam Say1 olsun. Bunlann
toplami bicimsel olarak kesimle tanimlamr:

(Ba(n,)+n,,n,+Ba(n,))/ (Ht(n )+n,,n,+Ht(n,))

Fakat Ht(n)) ve Ht(n,) bos oldugu icin kesimin H
kumesinin toplamlan tammlanmamistir (toplama isle-
minin tammina dair kural, bkz. 18.6). Dolayisiyla H
kumesi bostur ve bu da toplamin, B kiimesinin tist stnin
oldugu anlamina gelir.

Ba(n), n’den kiicik Saylar kiimesi oldugu icin
Ba(n, )+n, toplam1 tiim O+n,,1+n,,...(n,~1)+n, toplamla-
rindan olusur.

Benzer sekilde n +Ba(n,) toplami tim n +0,n +1,...
n +(n,~1) toplamlanndan olusur.

Bu toplamlann en bityik Sayisinin n +n,-1 oldugu
aciktr.

Tumevanmla akil yurutirsek: n ,n, Say ciftine (ya-
ni gercekte (n;,n) ve (n,,n,) Sayilarnna) tekabil eden
ordinal mertebesine kadar, yani w = f(n,,n,)ordinaline
kadar Say1 olarak tam sayilar toplaminin, tam sayila-
nn (normal) toplamina karsihk gelen Say1 oldugunu
varsayahm. n ,n, ciftinden kicuk bir ordinal mertebe-
sinde olan n,,(n,-1) cifti icin bu 6zellikle dogrudur.
Dolayisiyla (n;,n)+((n,-1),(n~1))= n, ve (n,-1) sa-
yilarinin normal toplamina karsihik gelen Sayi, yani
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(n#(n,~1),n,+(n,~1)) Sayisina karsihk geldigi dogru
varsayilir; bu yazimda + isareti tam sayilarin normal
toplamim gostermektedir.®

n +n,'yi tammlayan B kiimesinin en biytk Sayisinin
n+(n,~1) oldugunu gormustuk. Tamevanim hipotezi
sayesinde bu Say1, normal toplama islemine gore yazi-
mina karsilik gelen Sayn, yani n+n,-1 tam sayisim kay-
deden Saydir.

Bu durumda n +n, (Say1 toplam anlaminda) B ku-
mesinin dst sinindir. Her ust sinir 15.9°da gostermis
oldugumuz gibi (W,W) turu bir Sayidir. Boylelikle B
kumesinin st sinir, Bnin en buyuk Sayisindan buyuk
olan (n+n,n+n,) Sayisina esit (W,W) tirtndeki en
kucik Sayr olacaktir (burada + ve — isaretleri normal
anlamindadir). Bu Saymnin (n +n,,n +n,) oldugu agiktir,
cunkd n;+n,, n +n,-1 sonlu ordinalinden hemen sonra
gelen sonlu ordinaldir.

Sonug olarak n, ve n, tam sayilarninin toplam (Sa-
yilarda kullanildig1 anlamiyla), n +n, toplaminin (say1-
larda kullamldig1 anlamiyla) sayisimi temsil eden Sayi-
dir. Tam sayilarin Sayilar olarak toplami, tam sayilarin
sayilar olarak geleneksel toplamina izomorftur.

Negatif tam sayilarin ele amginda herhangi bir gug-
lukle karsilasilmaz (okur i¢in ilging bir ahstirma olabi-

9  Okur, yazimlarin belirsizligi nedeniyle rahatsiz olabilir (< gostergesi
ya Sayilarin sirasi icin ya da su veya bu say1 ailesinin sirasi i¢in kullam-
lir). Gergekte (bu durumda “olasi bir muglaklik olmadig1”m soyleyen)
matematikgiler bu tur belirsizliklerle izomorf yapilarda tammlanms
baginular veya islemleri 6zdeslestirmeye ve dolayisiyla 6zdes adlandir-
maya dogal temayuillerini gostermis olurlar. Cokluklan degil, yapisal
“nesneler” arasindaki “eslesmeler”i tayin eden “morfizm”leri veya
oklan “ilkel 6geler” olarak kabul eden Kategoriler teorisi baska turla
nasl ortaya ¢ikabilirdi ki?
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lir). Boylelikle pozitif ve negatif tam Sayilarn, cebirsel
tam sayilann Z halkasinin toplamsal grubuna izomorf
olan degisme ozelligine sahip bir grup olusturdugu
dogrulanms olur.

Okur islemsel prosedurlerin ¢ztunii kavramis olmah-
dir: baglara dair timevanmsal bir “iyi” tamm bulmak,
klasik cebirsel ozellikleri kamtlamak (birlesme, degis-
me Ozellikleri, etkisiz eleman, ters eleman, dagilma
ozelligi...), elde edilenin Sayilarda temsil edilen klasik
saylar icin bu sayilarin sahip oldugu yapilarla izomorf
oldugunu dogrulamak.

Bu cabalar ne kadar zahmetli olsa da istenen sonuca
ulasmaya olanak verirler: Butan klasik cebirsel yapilar
(cebirsel tam sayilann Z halkasi, rasyonel sayilarin Q
cismi, reel sayilarin R cismi) ve bitin “tutarsiz” ce-
birler (ordinallerin toplami ve ¢carpimi) Sayilarda ayirt
edilebilir olan alt-yapilarla izomorftur.

Tum say tirleri her turla boyutunda ve hicbir istis-
na olmadan, Saymnn biricik kavram tarafindan iceril-
mektedir.
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19. Sonuc olarak:
Sayidan varlik-6tesine

191 Sayi, kavramin bir 6zelligi, islemsel bir kurmaca, am-
pirik bir veri, kurucu veya askinsal bir kategori, bir
sozdizimi, bir dil oyunu, hatta sira duzenine dair du-
stincemizin bir soyutlamas1 degildir. Sayr, Varligin bir
bicimidir. Daha kesin olarak sdylemek gerekirse kul-
landigimiz sayilar, Say1 olarak Varhigin sonsuz savur-
ganhg uzerinden minik bir 6rneklemdir sadece.

Oziinde bir Say1, dogal bir ¢oklukta, ordinal sifatiyla
varhk olarak varhg icinde dusuinilen bir ¢oklukta ke-
silip alinms bir parcadar.

Say1 cebiri gibi, Sayilarin dogrusal siras1 da, bunlarin
varhklarim bizim katedis veya kesfedis yontemimizdir.
Bu yontem zahmetli ve kisithdir. Sayy, temel tg kate-
gorisi ardisikhik, limit ve islemler olan baglarla 6rilu
bir ag olarak sergiler. Sayinin yapisal veya birlesimsel
varhgina dair illizyon bundan kaynaklanir. Fakat ger-
cekte bu yapilar, Sayida saf cokluk olarak kavramir olan
seyin sonlu dustuncemiz igin sonuglandir. Sayiyr bagh
bir sunum icine yerlestirirler; bu da Sayiy1 nesne gibi
isledigimize inanmaya iter. Gelgelelim Say1 bir nesne
degildir. Her turla bagh sunumdan 6nce ve varhgimin
bagsiz ebediliginde Sayi, coklukta bicimsel bir kesme
olarak dustnceye kendini acar.
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Sonug¢

Ayrica dogal ¢okluklarin temsil edilemez olan tu-
tarsizhginda kesmesini kaydeden Say: ile yapisal bag-
larda kullandigimiz say1 arasinda, Varhk [étre] ile var
olan [étant] arasindaki fark onaylamir. Sayi, sayilarn
islenebilir sayisallhig icin varhk olarak varhgin yeridir.
Say1, varhginin gizilligi olarak sayinin disinda-varolur
[ek-siste].

Dolayisiyla oldugu haliyle Sayiya erisebilmemiz daha
da 6nemli hale gelir, gerci bu erisim aym zamanda bir
fazlahga da isaret eder: varhgin bilgi tizerindeki fazlah-
l1gy; say1 turlerinin sunumunda yapilandirabildigimize
kiyasla Sayilarin sayisiz/sayillamaz enginliginde asikar
olan bir fazlahk. Matematigin en azindan bu fazlahga
isaret etmeye, erismeye olanak vermesi bu disiplinin
ontolojik misyonunu onaylar. Say1 kavrami i¢in oldugu
kadar baska her turli kavram i¢in de matematigin tari-
hi tam da bizatihi varhgin tutarsizhg ile disiuncemizin
bu tutarsizhktan tutarh hale getirebildigi arasindaki,
6zunde nihayetsiz iliskinin tarihidir. Matematik, onto-
lojiyi varhgn tarihsel durumu olarak kurar. Ayrica ma-
tematik surekli olarak, ontolojik durumda sunulan ya-
pilann gizilligi olarak, yapilan sonlu bir dustnce i¢in
etkilerden ibaret olan asir1 bir tutarsizhk ufkunu gin
yuzine cikararak ontik-ontolojik fark icinde ilerler.
Matematigin bir noktasinda tekrar olusturdugumuz bu
yoldur: sayilarin 6tesinde Sayilann tutarsiz ¢coklu-ebe-
diligine isaret eden noktada.

Boylelikle Say1 varhga iade edilmis ve distincede des-

tekliyor oldugu islemlerin insaniligi veya sira dizeni-
nin figurlerinden eksiltilmistir. Sayiyla ve sayilarla il-
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gili gorev, ontik-ontolojik farkta bunlarin kavramimin
konuglanmasim takip etmekten ibaret olabilir ancak.
Saywy1 dustinmek so6z konusuysa Sayr munhasiran ma-
tematikle ilgilidir. Felsefi yorumumuz bu munhasirhg
buyurur ve Saymin bir durumun, ontolojik veya mate-
matiksel durumun limitleri dahilinde varhgin kaynag
olarak kendini verdigi yere isaret eder.

Sayiya dair dugunce icin Frege veya Peano’nun iz-
ledigi yolu terk etmek gerekiyor; keza Russel veya
Wittgenstein'in yollarin1 da. Dedekind veya Cantor’'un
yaklasimim radikallestirmek, agmak, ¢6ziilme noktasi-
na kadar dustinmek zorunlu. Saymin timdengelimle
turetimi diye bir sey yoktur; s6z konusu olan sadece
tutarsiz fazlahginda matematiksel revizyonlann sonu
gelmez hareketinde tarihsel tutarlihik olarak ortaya ¢1-
kan seye sadik olmakur.

Bu hareketin modern asamasi, bosluk ve sonsuzu
Saylya dair dugiincenin malzemeleri olarak tasdikler.
Bununla birlikte bu kavramlann hicbiri deneyimden
cikarsanamaz veya herhangi bir sezgiye kendini ver-
mez veya askinsal olsa bile bir timdengelimli ¢itkarnima
tabi olmaz. Bunlann higbiri nesnenin veya nesnelligin
bicimine gonderme yapmaz. Bu kavramlar, kaydedilen
bicimi aksiyom olan bir karardan kaynaklanir; varhik
olarak varhga dair distince icin yeni bir donemin acil-
digina sahit olan bir karar. Bu noktada varhk, varhgin
tutarsiz gizilliginin izini surerek bizim icin tutarh bir
sekilde meydana geldigi bir noktada kopmayi sadakatle
hazirlayan seyin yeniden sekillendirilmis bir ontolojik
durumda kaydolmasim azimle takip etmek disinda biz-
den bagka bir sey talep etmez.
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19.4 Saymin ¢agdas “banallestirilisi”ni dusincenin disinda
tutmak boyle mumkundir. Bu kitabin basinda goster-
gelerini andigim sayinin hiikiimdarh gy, Sayiya dair ma-
tematiksel duisunce icin gecigsizdir. Sayisallik ile deger
veya hakikat arasinda bir bag olduguna dair yamltic1
bir fikri dayatir. Fakat bizatihi varhgin bir 6rnegi olan
Say hicbir degeri destekleyemez; ve bizim icin tarihsel
sunumunu gerceklestirdigi matematiksel dusiincede
verilen disinda, Sayinin bagka bir hakikati yoktur.

Anketlerde veya oy kullamminda, devlet veya 6zel
sirket muhasebesinde, para ekonomisi, dzneleri tabi
kilan degerlendirmelerde sayinin saltanati mesrulugu-
nu, Say1 veya Saylya dair diisinceden almiyorsa bunun
nedeni durumun basit yasasindan, yani Sermayenin
yasasindan kaynaklamyor olmasidir. Her yasa gibi bu
yasanin kendisi de durumda sunulanin bir-olarak-sa-
yilmasin1 garanti eder, tarihsel durumumuzun tutarh
bir sekilde olmasim saglar, fakat hakikat iddias: tasiya-
maz; ne Sayiya dair bir hakikat, ne de Saymin varhgin
bicimi olarak tayin ettigine yaslanacak bir hakikat.

Bizim durumumuzda, yani Sermaye durumunda sa-
yinin saltanati, sayisalhgin kendisinin disunilmeyen
koleliginin saltanatidir. Degeri tayin ettigi iddia edilen
say1 daha ziyade bizzat say1ya dair her dustunce uzerin-
de bir yasaktir. Say1, durumun kendi yasasim bir nok-
tada topladig1 o karanhk nokta gibi igler: aymi zamanda
hem egemen hem de her turlu dustinceden, hatta her-
hangi bir hakikate yonelecek her turli arastirmadan
eksiltilmis olmas1 nedeniyle karanhk.

Bunun sonucunda her dugsiince —buna Sayinin ha-
kikatini ortaya ¢ikarmak isteyen her dustnce de da-
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hildir- gunimuzde sayinn saltanatiyla iliskili olarak
zorunlu olarak geri ¢ekilis icinde agiga c¢ikar. Mallar-
ménin bugun hi¢ olmadig kadar yerinde slogamim bu
anlamda anlamak gerekir: kisith eylem.

Say1 kavrami uzerine tum bu tefekkur, Sayiy1 varhga
iade ettigi icin, saymin sancag altinda sunuldugu ha-
liyle cagdas yargiy1 tersine dondurmeyi zorunlu hale
getirir. Bu yargi karsisinda say1y1 olusturan higbir seyin
degerli olmadigim sdylemek gerekir. Ya da durum icin-
de bir hakikat yolunu takip eden her seyin sayisalhga
kayitsizhgiyla ayrt edilecegini. Bu kayitsizlik bir kriter
olabilecegi icin degil, zira hicbir say1 icermeyen bircok
proje hicbir hakikate de sahip degildir. Fakat bu kayat-
sizhk, zorunlu bir éznelliktir.

Hakikatin iddia edilebilecegi her duzende —bilim,
sanat, siyaset ve agkta— sermaye bollugunun tersi haki-
katin enderligidir.

Fakat hakikat ilke geregi icinde bulundugumuz du-
rumda, bu durumun sadece bir yasasi olan saymin sal-
tanatindan eksiltilmisse bu hakikat siirecinin kokeni
nedir?

Bir hakikat ne bizatihi varhga (bu nedenle bir Sa-
yiyla ayirt edilmez) ne de ¢cagdas duruma, yani Serma-
yenin durumuna (bu nedenle sayilarla ayirt edilmez)
bagh olamaz. Hakikatin kokeni olaysaldir. Fakat olay,
her ne kadar durum-icindeki-varhgin imkanim agsa da,
varhk-olmayan degildir. Daha dogru bir tabir, olaymm
varhk-otesi turinden oldugunu soylemek olacaktir:
Aym zamanda hem varhgmn ilkesinde “muhafaza edi-
lir* (her sey gibi bir olay da bir ¢okluktur) hem de bu
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ilkeden kopar (olay durumun sayma yasasina girmez,
oyle ki sayilmadig i¢in tutarh bir varhk olusturmaz).
Olaysal varlik-otesi hem ¢oktur hem de Bir'in “6tesin-
de”dir; veya benim tercih ettigim tabirle Bir-otesidir
[ultra-Un)]. Tamamen sayilara boyun egmis bir durum-
da bir hakikatin olabilmesi, sayilardan eksiltilmis o
Bir-6tesine sadakate baghdr.

Yapmaya calismis oldugumuz gibi Say1 uzerine du-
sunmek bizi ya ebediligin tarihi olan matematige ya da
vuku bulamn sadik ve kisith bir tetkikine, Sermayeyle
ve dolayisiyla sayisalligin koleligiyle daima heterojen
olan bir hakikate kaynak olan say: usta bir rastlanti-
ya kavusturur. S6z konusu olan Sayiy1 hem sayilarin
tiranhgindan kurtarmak hem de baz: hakikatleri do-
gurmasim saglamaktir. Her kosulda, kisith eylem uzak
bir duzensizligin ilkesidir: Matematiksel olarak, sira
duzeninin Saymin varhgmna dair bir dusincenin asin
insani guvencesizligi oldugunu ortaya koyar, fiili ve te-
orik olarak durumumuzun diizen yasasi olan sayilarin
cokusunu gerceklestirir:

“Bir tann gibi, ne birini ne otekini bir diizene koy-
dum...”

1 Alvaro de Campos, Réticences adl siirinin sonu (1929), Fransizca gev.
A. Guibet.
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