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0. Sayi du�unulmelidir 

0.1 Paradoks: Sayi despotizminin 1;agmda ya�1yoruz; dii­
�iince [pensee] ,  sayilabilir 1;okluklann [multiplicites] ya­
sasma boyun egiyor, ama buna ragmen (bu eksiklik, bu 
ba�ans1zhk tam da kavramdan yoksun bir itaatin karan­
hk yiiziinden ibaret degilse) elimizde sayinm ne oldu­
guna <lair yeni, aktif hi1;bir fikir [ idee] yok. Bu konuda 
ge1;mi�te devasa bir 1;aba ortaya konmu� olsa da, bunlar 
(20.) yiizyilm ba�mdan itibaren biiyiik oranda son bul­
mu�tur: Dedekind, Frege, Cantor ve Peano'nun 1;abala­
rmdan bahsediyoruz. Sayinm olgusal etkisine, kavrama 
<lair bir sessizlik e�lik ediyor. Dedekind'in 1888 yihnda 
yayimlad1g1 Was sind und was sollen die Zahlen'deki1 so­
rusu bugiin nasd anla�ilmah? Sayilar neye yarar, bili­
yoruz: Tam anlam1yla biitiin her �eye [d tout] yararlar, 
Biitiin'e [Tout] norm saglarlar. Gelgelelim ne oldukla­
nm ya bilmiyoruz ya da 19. yiizyil sonundaki biiyiik 
dii�iiniirlerin -ku�kusuz sayimn yetki sahasmm kapsa­
mm1 ongorerek- soylediklerini tekrarhyoruz. 

0.2 Sayimn hukiimranhgmdan, buyrugun "Say!" oldugun­
dan bugiin kim ku�ku duyabilir? Ostelik Dedekind'in 

1 Sayilar nedir ve ne i�e yararlar?-i;n 
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bildigi gibi, yeniden forrniile edildiginde Yunanca ya­
zilmas1 gereken "ue[ o 0.v0pwrro<; O.p10µr11:l�e12" dustu­
ruyla aym anlamda degildir bu: \:iinku Dedekind'in 
sozu, dii�uncenin matheme'deki tekil ko�ulunu tayin 
ediyordu. Oysa saymm �u anki imparatorlugunda soz 
konusu olan du�unce degil, ger�ekliklerdir. 

0.3 Sayi oncelikle art1k mutabakata dayah [consensuelles] 
(du�uniilebilir olanla alakah her siyaset bu mutabakat­
ta tukense bile) oy hakk1, kamuoyu yoklamalan, i;o­
gunluk kisvesi altmda siyasal kavrayi�1miz1 yonetiyor. 
lster genel olsun ister yerel, ister oy verme kab�niy­
le ister meclisle ilgili olsun, ister belediye diizeyinde 
ister uluslararas1 duzeyde olsun her "siyasi" i;agn bir 
saymayla sonuca baglamr. Her kanaat [opinion] , o ka­
naate inananlann hii; durrnadan sayilmas1yla oli;uliir 
(boyle bir sayim her inanam bir inani;siza donu�turse 
bile). Degerli, onemli olan [ce qui compte] �ey, sayilan 
[compte] �eydir. Buna mukabil, sayilabilen her �ey [fa­
ire nombre3] degerli olmahdu. "Siyaset bilimi", sayilan 

2 [aei o anthropos arithmetizei - "insan dairna sayar". Plutarkhos (Con­
vivialium disputationum, liber 8,2) �oyle bildirir: "Platon, Tann'nm 
dairna rnatematik kulland1gm1 soylemi�tir". Kepler'in bu beyam Mys­
terium Cosmographicum'da tekrarlayi�ru (onerdigi coelestis machi­
na'nm tamamen Platonculuk kar�1u niteligi dikkate ahmrsa, ya ironik 
ya da taviz veren bir tekrard1r), Gauss'un ifadede yapug1 degi�iklik 
takip etrni�tir: o theos arithmetizei, tann matematik kullamr, sayar 
veya hesaplar. Dedekind'in "Kopemik devrimi", bunu bir kez daha 
donll�tllrmekten ibarettir: aei o anthropos arithmetizei - "insan daima 
sayar"; boylelikle aritmetigin m-0.th� gllclln-0. vurgulayarak sekuler bir 
formlllle bu donll�um-0. tamamlar.) lngilizce Bask1ya Cevirmenin Notu 

3 Faire nombre, aym zamanda kalabahk olma, sayi olarak i;ok olma anla­
mma da gelir.�n 
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alt sayilar halinde anur, sayi serilerini kar�ila�unr; ye­
gane nesnesi oylardaki kayma, yani sayilann i;:izelge­
lere yerle�tirilmesinde ortaya pkan ve i;:ogunlukla kii­
i;:iik olan deg�imlerdir. Siyasal "dii�iince" sayisal bir 
tefsirdir [ extgese] . 

0.4 Sayi, neredeyse tum "insan bilimleri"ne hakimdir (her 
ne kadar bu gizli/rakamh [chiffrt] mazeret, burada 
"bilim" olarak adlandmlan �eyin aslmda pragmatigi 
yonetmekle ilgili olan teknik bir ayg1t oldugunu pek 
gizleyemese de). lstatistik bu disiplinlerin hlitlin alan­
lanm �gal etm�tir. Bilginin burokratikle�tirilmesi her 
�eyden once sayisalla�urmanm bir ur gibi sonsuzca 
hliyiimesidir. 

[20.] yiizyil b�mda sosyoloji, mli�terek baglar [liens 
communautaires] figliriinii, sayiya boyun egdinne iste­
ginde isabetli, hatta gozlipeki;:e olan �eyi mujdelemi�ti. 
Galileo'nun harfi harfine yazma ve matematikle�tinne 
�lemlerini toplum ve temsillere yaymak istiyordu. Fa­
kat nihayetinde bu pratigin anar�ik geli�imine yenik 
dli�tli. Simdi �ikar olam dogrulamak veya parlamen­
ter firsatlan saptamak di�mda bir �e yaramayan usan­
dmc1 hesaplarla dolu. 

Tarih, istatistik tekniginden yogun bir �ekilde fay­
daland1 ve genellikle -bilhassa akademik Marksizmin 
korumas1 altmda- artsiiremli bir sosyolojiye donii�tii. 
Antik Yunan ve Latin tarihcilerden beri kendisini bir 
du�lince disiplini olarak tayin eden tek �eyi kaybetti: 
siyasetin gen;egine bilinc;li baghhgi. Sayiya, ekonomiz­
me, sosyolojizme tepki safhalarmdan ge�i�i bile sadece 
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bunlann tam z1dd1yla sonuc;lamr: biyografi, tarihselle�­
tiren psikolojizm. 

Bilimsel Oteki'sine (molekuler biyoloji) saf ve ba­
sit indirgeni�i d1�mda ubbm kendisi de karma�1k bir 
ampirik bilgiler yig1m, koru korune test edilen sayisal 
korelasyonlardan olu�an devasa bir �ebekedir. 

Bu sayilar ile -art1k her ne ise- diger saytlar arasm­
da olanakh butUn mutekabiliyetler doygunluga vann­
caya kadar sayiya donii�tiiriilmii� be�erin "bilimleri"dir 
bunlar. 

0.5 Sayi kulturel temsilleri duzenler. Televizyon, reyting­
ler, reklamlar var var olmasma; fakat bunlar meselenin 
en onemli k1sm1 degil. Kulturel olan bizzat ozunde s1rf 
sayidan oruludur. "Kulturel bir olgu" sayisal bir olgu­
dur. Buna mukabil, bir sayi olu�turan �ey kulturel ola­
rak saptanabilirdir; bir sayi olu�turmayan �eyinse ad1 
bile yoktur. Ancak sayiya <lair bir dii�iincenin olmas1 
kayd1yla sayiyla ilgili olan sanat, kulturel olarak telaf­
fuz edilemez bir kelimedir. 

0.6 Sayi elbette ekonomiyi yonetir; ku�kusuz Louis Alt­
husser'in sayinm ustUnlugunun "son kertede belirleni­
mi" olarak adlandiracag1 olguyu ekonomide buluruz. 
Modern parlamenter toplumlarm -�ayet varsa- ideo­
lojisi humanizm, Hukuk veya Ozne degil, sayi, sayi­
labilir olan, sayilabilirliktir. Gunumuzde her yurtta�m 
d1� ticaret rakamlanm, doviz kurlanmn esnekligini, 
Pechiney4 hisselerinin geli�imini bilmesi beklenir. Bu 
sayilar, ba�ka sayilann, hukumetle ilgili sayilann, oy-

4 Aluminyum sektorunde faaliyet gosteren bir Frans1z firmas1.-yhn 
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larm ve anketlerin ele ald1g1 ger\'.eklik olarak sunulur. 
"Durum" olarak adlandmlan �ey, ekonomik sayisal­
hkla kanaatin sayisalhgmm kesi�mesidir. Fransa (veya 
herhangi bir ba�ka devlet) ancak bir ithalat-ihracat �ir­
ketinin muhasebe defterinde temsil edilebilir. Bir ulke­
ye dair tek resim, bize soylenene gore ulkenin gucunu 
ta�1yan ve ruh halini kaydedenlerce makul bulunacag1 
umulan girift sayilar yigmmda yer ahr. 

0.7 Sayi ruhlanmm �ekillendirir [infonner] . Var olmak, in­
samn kendi payma dii$eni en iyi $ekilde [compte favorab­
le] degerlendirmesi degilse nedir? Amerika'da insan­
lar ne kadar kazand1klanm soyleyerek soze ba�larlar; 
boyle bir ozde�le�menin hi\'. olmazsa durustluk gibi bir 
erdemi vardu. Ya�h ulkemizse daha duzenbazdu. Yine 
de her k�inin ozde�le�tigi sayisal alanlan uzun uzad1ya 
ara�tirmak gerekmez. Ne bak1mdan sayild1klanm, kim 
veya ne tarafmdan sayild1klanm dile getirmeden kimse 
kendisini birey olarak sunamaz. Ruhlanmiz, i\'.inde \'.O­
zuldugu rakamlarm soguk �effafhg1m haizdir. 

0.8 Marx: "bencil/egoist hesaplann buzlu sulan". Hem de 
nasil! b kadar ki, egoizmin Egosu bir sayisal �ebeke­
den ibarettir; boylelikle "egoist hesaplar" da bir raka­
mm rakam1du. 

0.9 Gelgelelim bir sayinm ne oldugunu bilmedigimize gore 
kim oldugumuzu da bilmiyoruz demektir. 

0.10 Kendimizi Frege, Dedekind, Cantor veya Peano'yla k1-
s1tlamak zorunlu mu? Sayiya <lair du�uncede o zaman-
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dan bu yana hi(bir �ey olmam1� midtr? Elimizde sadece 
saymm toplumsal ve oznel hukumdarhgmm enginligi 
mi vard1r? Peki bu du�um1rlerin masum SU(U nedir? 
Sayiya <lair fikirleri ne olcude bu anar�ik hukumdar­
hga delalet eder? Sayiyi veya genel sayisalhgm gele­
cegini du�unmu�ler midir? Du�unceyi sayimn despo­
tizmi aleyhine dondurmek, bundan Ozneyi eksiltmek 
i«i;in b�ka bir say1 fikri gerekmez mi? Matematik tekel 
hakkma sahip oldugu sayimn bir butun olarak toplum­
salla�tmlmas1m gecmi�te sadece sessizce mi izlemi�ti? 
l�te incelemek istedigim konular. 
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Secereler 

Frege, Dedekind, Peano, Cantor 





1. Yunan sayis1 ve modern sayi 

1.1 Antik Yunan'da sayi iizerine dii�iinmii� olanlar sayiyi 
Bir'le ili�kilendiriyordu; Bir ise, Oklid'in Elemanlar'm­
da1 goriilebilecegi iizere, bir sayi olarak du�iiniilmuyor­
du. Bir'in sayi-ustii varhgmdan tiireyen �ey, birimdir 
[unite) . Ve bir sayi, bir birimler derlemesi, bir toplama 
i�lemidir. Bu kavrayi�m altmda Eleahlardan Yeni-Pla­
tonculara kadar giden sorunsal yatar: Bir' den hareketle 
<;;:okluk'un ortaya �1kmas1 [procession) .  Sayi, bu ortaya 
�1k�m �emas1dir. 

1.2 Sayiya dair Antik Yunan dii�lincesinin modem �agda 
iflas1 ii� temel nedenin sonucudur. 

Birincisi, Sonsuz sorum:mun istilas1dir; diferansiyel 
hesapla birlikte, ger�ekte limitini dii�iinebildigimiz 
halde son terimini saptayamad1g1m1z sayi dizileri kul­
land1g1m1z andan itibaren ka�milmaz olan bir sorun. 

1 Ornegin Oklid'in Elemanlar'mdaki sayi tammm1 ele alahm (7. Kitap, 2. 

tamm): "Ap10µo<; ecri:iv 1:0 ex µovaowv <JOY)(Elµevov i:Af]0o<;". Soyle ter­
cume edebiliriz: "Sayi, birimlerden olu�an r;:okluktur." Sayimn tamm1 
birimin tammma bag1mh oldugu ir;:in ikincildir. Gelgelelim 1. tamm, 
birimin tamm1 ne soyler? "Mova<; ecri:tv, xa0 IJV exacri:ov i:wv ovi:wv 
ev A.eyei:m." Yani: "Birim, her var olanm bir oldugunu ifade etmeye 
dayanak olan �eydir." Saymm matematiksel tammmm varsayd1g1 on­
tolojik altyap1 hemen goze r;:arpar (bizatihi var olan [ttant] hakkmda 
Bir oldugu soylenebilir). 
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Bu tur dizilerin limiti nasil olur da sirf bir birimler der­
lemesi kavram1 arac1hg1yla say1 gibi du�unulebilir? Bir 
dizi bir limite dogru gider, terimlerinin veya birimleri­
nin toplam1 degildir. Kendisinin, Bir'den hareketle bir 
ortaya pk1� olarak du�unulmesine olanak vermez. 

lkincisi, saymm bu tun in�as1, kendisi varhgm otesin­
de olan Bir'in varhgma dayamyorsa, kokten bir yik1m 
olmadan o diger ilkeyi, sayinm ontolojik durma nokta­
sm1, yani s1fir veya bo�lugu i�in ii;ine katmak imkans1z 
hale gelir. Elbette Bir'in tammlanamaz ve ust-a�km [ar­
chitranscendant] karakterinin s1f1rla damgalanabilmesi 
mumkundur; aynca yeni-Platoncu spekulasyon bunun 
ii;in i;ah�ir. Arna oyleyse sorun sayisal hire havale edi­
lir: Dayand1g1 Bir bo�sa, birim nasil sayilmahdIT? Oyle 
karma�1k bir sorundur ki bu, gorecegimiz gibi, gunu­
muzde sayiya dair modern bir du�uncenin anahtan ol­
maya devam eder. 

Oi;uncu ve daha i;agda� bir neden, Bir'in varhg1 fik­
rinin ai;Iki;a yerinden edilmesidir. Varhgm [ l'etre] esa­
sen i;okluk oldugunu ileri surmek zorunda b1rakan bir 
donemin yarg1 alam ii;indeyiz. Sonui; olarak sayi, Bir'in 
a�km varhg1 varsayimmdan turetilemez. 

1.3 Dolayis1yla sayiya dair modern du�unce kendisini, soz 
konusu varsayimdan eksiltilmi� bir matematik in�a et­
mekle ylikumlu bulmu�tur. Bu ama�la modern du�un­
ce ui; farkh yontem izlemi�tir: 

Frege'nin ve sonra da Russel'm yontemi (k1saca man­
t1kp yakl�1m olarak adlandiracagiz), sirf du�uncenin 
kendi yasalanyla ilgili tefekkurden sayiyi "sokup ahr". 
Bu perspektif e gore sayi, tamamen esas ilkelerden (yok-
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lugunda, genel anlam1yla du�uncenin imkansiz olacagi 
ilkeler) tumdengelimle c1kanlabilen, kavramm evren­

sel bir ozelligidir. 

Peano ve Hilbert'in yakla�1m1 (bunu formalist yak­

la�1m diye adland1rahm) tekil aksiyomlardan hareketle 

sayi alamm i�lemsel bir alan olarak kurar. Bu durumda 

sayi, du�uncenin yasalan bak1mmdan hususi bir ko­

num �gal etmez; Peano'nun aksiyomlannm burunuyle 
maddesel ba� sunulmu� �ffaf notasyonlar arac1h­

giyla tayin ettigi kuralh bir �lemler sistemidir. Sayisal 

gostergelerin uzam1 tek ba�ma matematigin en "koken­

sel" uzam1dir (ondan once sadece saf mant1ksal hesap­

lamalar gelir). Burada sayi kavrammm, sadece. kulla­
mm1 cercevesinde var olarak kavranmas1 anlammda, 

burunuyle matematikle�tirildigi soylenebilir: Sayinm 

ozu hesaplamadir. 

Dedekind ve Cantor'un, daha soma Zermelo, von 

Neumann ve Godel'in yontemi (kume teorisi veya "Pla­
toncu" yontem diye adlanduabiliriz) sayiyi, kumelerin 

hiyerar�isinin ozel bir durumu olarak belirler. Her tfir­
lii i�anm mutlak ilk dayanak noktas1 bo� kumedir ve 

tabir caizse "diger ucta" hi\'.bir �ey sonsuz sayilan in­

celemeye engel olmaz. Sayi kavram1 boylelikle, biiylik 

ldealan kume teorisinin klasik aksiyomlan olan bir saf 

cokluk ontolojisine havale edilir. Bu cercevede "bir sayi 

olmak" tikel bir yuklemdir, ozellikleri ayirt edilebilen 

baz1 kumeleri (ordinaller veya kardinaller ya da siirek­

liligin elemanlan, vs.) oyle dii�iinme karandir. Sayimn 
ozu, kendi ic s1ra duzenini ilgilendiren belirli ozellik­
lerle donatilm1� bir saf cokluk olmaktir. Hesaplamaya 

dahil edilmeden once sayi vardtr (i�lemler onceden var 
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olan sayi kumeleri "uzerinde" tammlanacaktir). Bura­
da sayinm ontolojikle�tirilmesi soz konusudur. 

1.4 Benim kendi yakla�1m1m a�ag1daki gibi olacak: 
a) l<;sel tutarhhk nedeniyle mant1k1;1 perspektif bir 

kenara b1rak1lmahdir: Du�uncenin, ozellikle de felsefi 
du�Oncenin gereksinimlerini kar�ilayamaz. 

b) Aksiyomatik veya i�lemsel tez, sayimn ideolojik 
toplumsalla�tmlmasma en "elveri�li" olandir: Nihaye� 
tinde teknik olan bir onerme i<;inde, bizatihi sayiya dair 
bir du�unce meselesinin etrafmdan dola�ir. 

c) Kume teorisinin tezi, en gu<;lu olamdir. Yine de 
bu teoriden, �imdiye kadar hakim olandan <;ok daha 
radikal sonu<;lar 1;1karmak gerekir. Elinizdeki kitap bu 
sonu<;lann izinden gitmeye <;ah�maktadir. 

1.5 Plamma gelince: Frege'nin, Dedekind'in, Peano'nun 
tezlerini incelemek. Kume teorisi kavrayi�m1 benimse­
mek. Bu kavrayi�1 radikalle�tirmek. Soz konusu radi­
kalle�tirme <;er<;evesinde, digerlerinin yam sira ah�1ld1k 
sayilanmm da buldugumuzu kamtlamak (<;ok onemli 
bir husus): Tam sayilar, rasyonel sayilar, ger<;ek sayi­
lar ... bunlann hepsi siradan i�lemsel manipulasyonla­
rm otesinde, kendisi de yasaya uygun olarak saf <;oklu­
gun ontolojisine kaydolan sayiya <lair tek bir kavramm 
alt turleri olarak du�unulur. 

1.6 Beklenebilecegi gibi, matematik bu revizyonu daha 
once ortaya atm1�t1; ama kendisinin ucra bir ko�esinde, 
kendi du�uncesinin ozune kor bir �ekilde. 1970'li y1l­
larm ba�mda]. H. Conway tarafmdan icat edilmi� olan 
(bkz. On numbers and Games, 1976) , soma ilk olarak 
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D. E. Knuth'un (Surreal Numbers, 1974) ve daha son­
ra Harry Gonshor'un kanonik kitabmda (An Introduc­
tion to the Theory of Surreal Numbers, 1986) ele ald1g1 
surreel sayilar teorisinden bahsediyorum. Burada an­
cak amac1miza dahil oldugu 61\:U.de teknik ayrmtilarla 
ilgilenecegiz: Yani, saytnm statusunu Varhk'a dair bir 
dU.$U.nce bi\'.imi olarak tespit ederek sayiya dair, ister 
siyasal, sanatsal, ister bilimsel veya a$kla ilgili olsun da­
ima sayi-6tesi olan bir olaytn bizi \'.ag1rmas1 61\:U.sunde 
bizi 6zgurle$tirebilecek bir dU.$U.nce olu$turmak. Sayi­
nm $amm Varhk'm 6nemli ama ona munhasir olmayan 
$amyla kIS1tlamak ve boylelikle hakikate sadakat a\:1-
smdan bir olaytn getirdiklerinin ge\'.IDi$te ve asla say1-
lamayacagm1 g6stermek. 

1.7 Sayt hakkmda \'.ah$an hi\'.bir modern dU.$U.nur (bu ifa­
deyle, Bolzano ile Godel arasmda sayi fikrini f elsefeyle 
mant1k-matematigin birle$me noktasma yerle$tirmeye 
\'.ah$ml$ ki$ileri anlad1g1m1 haurlataytm) birle�ik bir 
kavram saglayamam1$tir. Dogal tam sayilar, "g6receli" 
tam sayilar (pozitif ve negatif tam sayilar), rasyonel sa­
ytlar ("kesirli" sayilar), reel sayilar (dogrusal surekliligi 
sayan saytlar) ve son olarak karma$Ik ve d6rdey saytlar2 

[quaternions] i\'.in normalde "sayt" deriz. Aynca iyi sira­
hhk (ordinaller) ve sonsuz da dahil, herhangi bir \'.Ok­
lugun saf miktarlanm (kardinaller) tammlamak i\'.in, 
daha dogrudan bir kume teorisel anlamda da saytdan 
bahsederiz. Sayiya dair bir kavramm, tum bu durum­
lan ya da en azmdan aralannda en "klasik" olanlanm 
kapsamas1 beklenebilir; 6megin bir yanda, ayr1k sayi-

2 Bir degil, 11� karma�1k say1dan olu�an ve s1rabag1ms1zhk 6zelligi sergi­
lemeyen sistemler.-(n 
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landirmamn a�ikar �emas1 olan dogal tam sayilar ve ote 

yanda, surekliligin �emas1 olan reel sayilar. Gelgelelim 

durum boyle degildir. 

1.8 Antik Yunanlar a(:1k bir �ekilde sayi kavram1m tam 

sayilara ayirm1�t1; bu da, sadece dogal tam sayilar bir 

birimler toplam1 olarak temsil edilebilir oldugu i(:in sa­

yimn Bir'den hareketle olu�umu fikriyle uyumluydu. 

Surekliligi ele almak i(:in buyfikluklerin il�kisi veya ol­

(:Um gibi geometrik ol(:u birimleri kullandilar. Dolayi­

s1yla, Antik Yunanlann mumkun iki nesne turii olarak 

gordugu �eylerden biri veya digeriyle -sayi (aritmetik) 

ve �ekiller (geometri)- ili�kili olmasma gore, matema­

tigin ikiye bolunmesi bu gu(:lu kavrayi�1 boydan boya 
katediyordu. Bana gore bu bolunme, birligini fiili veya 

materyalist du�uncenin diyalektik olarak saglad1g1 iki 

yonelime gonderme yapmaktadu: Elemanlar olu�tur­

maya, baglanuland1rmaya, birle�tirmeye (:ah�an cebir­

sel yonelim ile kom�uluklan, dolaylan, yakla�malan 

alg1lamaya (:ah�an ve kal� noktas1 elemanlann aidi­

yeti degil, i(:erme, par(:a, altkume olan topolojik yone­

lim.3 Boyle bir bolumlemenin temelleri hala saglamdu. 

Bizzat matematik disiplini i(:inde, Bourbaki'nin buyfik 

bilimsel incelemesinin iki ayag1, kume teorisinin ge­

nel ontolojik (:er(:evesi oturtulduktan sonra, "cebirsel 

yapilar" ve "topolojik yap1lar" �eklindedir. Bu duzen­

lemenin ge(:erliligi butun diyalektik du�uncenin teme­

lini olu�turur. 

3 Cebirsel yonelim ile topolojik yonelim arasmdaki, mat eryalist dti�tin­
ceyi te�kil eden diyalektik tizerine Theorie du sujet adh kitab1ma b�­
vurabilirsiniz, Paris, Seuil, 1982, s. 231-249. 

2 2  



Say1 ve Say1lar 

1.9 Her ko�ulda, 1 7. yiizytldan itibaren biraz geli�mi� bir 
matematiksel kavram1 aritmetik/geometri kar�itltgmm 
tek bir taraftna yerle�tirmenin art1k mlimkun olmadig1 
a�1khk kazanm�tlr. Bir fikrinin ge�erliligini yitirmesi, 
sonsuz ve s11irdan olu�an li�hi gu�luk, sayi fikrinin iki 
yana dagilmasma neden olur, geometrik olanla aritme­
tik olanm, topolojik olanla cebirsel olanm inceltilmi� 
diyalektiginde onu pan;alara aymr. Kartezyen analitik 
geometri en b�mdan beri bu aynmm kokten yik1m1m 
onerir ve bugun "sayi teorisi" olarak adlandmlan �ey 
son ytllarda kelimenin ald1g1 en geni� anlamda "geo­
metri"nin en karma�1k kaynaklanm gerektirir. Dola­
yis1yla modemler artik sayi kavram1m, kokeni kurucu 
nitelikte (Bir fikri) olan ve sahas1 (aritmetik) onceden 
belirlenm� bir nesne olarak d�U:nemezler. "Sayi" bir­
�ok anlama gelir. Fakat bu anlamlardan hangisi kav­
ram olu�turur ve dli�fmceye bu ad altmda tekil bir �e­
yin sunulmasma olanak verir? 

1.10 Bahsettigim du�unurlerde bu sorunun yamt1 tamamen 
muglaktir ve hi�bir birlik ta�1maz. Omegin Dedekind 
m�ru bir �ekilde kesim nosyonunu kullanarak rasyo­
nel sayilardan ikna edici �ekilde reel sayilan "ureten" 
ilk k�i olarak gorulebilir.4 Gelgelelim "Sayilar nedir?" 
sorusunu yonelttiginde, ku�kusuz tikel bir durum ola­
rak du�uncede tam sayilann statuslinu kurabilen, ama 
reel sayilara dogrudan uygulanabilir olmayan genel bir 
ordinaller teorisiyle yamt verir. Oyleyse reel sayilan 

4 Kesim konusu, kavram1 ve teknigi apsmdan bu kitabm 15. boliimiin­
de ele almmaktad1r. 
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"sayilar" olarak du�tmmek hangi anlamda me�rudur? 
Aym �ekilde Frege Die Grundlagen der Arithmetik [Arit­
metigin Temelleri] kitabmda onceki ho.tun tammlan 
(Antik Yunanlarm bir "birimler kiimesi" olarak sayiya 
<lair tammm1 da) zekice ele�tirir ve ashnda kardinalleri 
kume teorisi anlammda -ileride deginecegim tart1�mah 
birkai; hususa dayanarak- kapsayan bir "kardinal sayi" 
kavram1 ileri surer; dogal tam sayilar bunun sonlu bir 
durumu olacaktir. Fakat sonui; olarak ordinalleri d1�­
lar; keza rasyonel, reel veya karma�1k sayilan da. Fre­
ge'nin favori ifadelerinden birini kullanacak olursam, 
boyle sayilar Frege'nin sayi "kavramma uygun du�­
mez"ler. Son olarak, Peano'nun aksiyomatiginin sade­
ce ve sadece kuralh bir i�lemsel alan olarak tam sayila­
n tammlad1g1 ai;1ktir. Ku�kusuz ozel (tamamen sirah, 
Ar�imedci ozellige uyan ve tam) bir aksiyomatikle reel 
sayilar dogrudan tammlanabilir. Fakat �ayet "sayi"nm 
oztme ancak bu aksiyomatikleri olu�turan onermelerin 
kendi dogas1 uzerinden eri�iliyorsa tam sayilar ile reel 
sayilar arasmda (kavram soz konusu oldugunda) ortak 
hii;bir �ey olmad1g1 apktir; i;unku tam sayilarm ve reel 
sayilann aksiyomatikleri kar�ila�tmld1gmda bu oner­
meler tamamen farkhdir. 

1 .11  Bir'in noksanhgmdan kaynaklanan modern smamaya 
dayanan bir sayi kavram1 ileri siirme gibi bir sorun 
kar�1smda, her �ey sanki du�unurlerimiz bu kavram1 
sayimn "tecessumlerinden" birine (ordinaller, kardi­
naller, tam sayilar, reel sayilar ... ) tahsis etmi� ve her 
bir ko�ulda "sayi" fikrinin ve kelimesinin kullamm1m 
me�rula�tirmayi ba�aramam1� gibi geli�ir. Daha ozel 
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olarak, aynk sayma (tam sayilar), surekli sayma (reel 

sayilar) ve "genel" sayma ya da kume teorisine gore 

sayma ( ordinaller ve kardinaller) icin birle�ik bir ele 

al� bicimi onermeye muktedir olmad1klan ortaya c1k­

m�ur. · Gelgelelim aritmetikle geometriye <lair Antik 
Yunan'daki z1thg1 doygunluk noktasma ula�tmp co­

kerterek modernleri sayi fikrini yeniden kurmak zo­
runda birakan, tam <la sureklilik sorunu veya aynk/ 
siirekli diyalektigidir. Sadece bu bak1� apsmdan hay­
ran olunas1 cabalan, aslmda bir ba�ans1zhkur. 

1.12 Her bir vakada uygulanan yontemler ne kadar birbiri­
ne benzemiyorsa boylelikle yaratilan anar�i de o kadar 
biiyiiktiir (aynca du�uncedeki bu anar�inin, sayimn 
dii�unce icermeyen despotizmi konusunda tamamen 
masum oldugunu da du�unemiyorum): 

a) Dogal tam sayilar ya merkezinde yineleme ilke­
si (Peano) olan ozel bir aksiyomatikle ya da bir or­
dinaller teorisinin (sonlu) ozel bir vakas1 olarak (bu 
durumda yineleme ilkesi bir teoreme donu�ur - Dede­
kind) belirlenir. 

b) Negatif sayilan uretmek icin, sayimn "varhk"1 
hakkmda degil, �lemsel mekanizmalar, yap1lar (topla­
ma i�leminin simetrikle�tirilmesi) hakkmda olan cebir­
sel uygulamalar katmak gerekir. 

c) Bu uygulamalar rasyonel sayilan elde etmek icin 
tekrarlanabilir ( carpma i�leminin simetrikle�tirilmesi). 

d) Sadece, bu kez topolojiye dogru yonelen, temel 
bir kopu�, reel sayilara geci�i kurabilir (rasyonel say1-
lar kiimesinin sonsuz altkumelerinin, kesimlerin veya 
Cauchy dizilerinin dikkate almmas1). 
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e) Karma�1k sayilan i�a etmek amac1yla cebire geri 
donuliir (reel sayilann cebirsel kapam�1 veya "ideal" 
i=�l elemamnm eklenmesi ya da reel sayi �iftleri uze­
rinde dogrudan �lemsel aksiyomla�t1rma). 

j) Ordinaller, sira tiirlerinin (Cantor) hesaba ka­
ulmas1yla veya gei;i�lilik kavrammm kullamlmas1yla 
(von Neumann) dahil edilir. 

g) Kardinallerse bamba�ka bir prosedurden gelir; bi­
rebir ve orten e�lemeler. 5 

1.13 Kokenleri Antik Yunan'a, Arap cebircilere, Ronesans 
Italyas1'nm hesap uzmanlanna ve modern analizin bii­
tiin kuruculanna, modem cebirin "yap1salc1lan"na ve 
Dedekind ve Cantor'un kiime teorisi yarat1m1na uza­
nan bu prosedur cephaneliginden -ister varhk tiirii is­
ter i�lemsel bir kavram olarak dii�unelim- sayiya dair 
net ve tek anlamh bir dii�iince nas1l pkanlabilir? Sayi 
iizerine du�iinenler aslmda her "sayi" tiirune gotiiren 
dii�iinsel prosediirii belirtmek d�mda bir �ey yapama­
m�, sayiyi admm golgesinde birakm1�lard1r. Mallar­
me'nin yildiz gibi yiikseli�ini orgiitledigi o "bir ba�kas1 
olamayan biricik sayi"dan6 uzak kalm1�lardir. 

1.14 Dolayis1yla soru �udur: Uniform bir prosediire ba�vu­
rarak e�siz bir varhk tiiriinde en azmdan sonlu veya 
sonsuz dogal tam sayilan, rasyonel sayilan, reel sayila­
n ve ordinal sayilan kapsayabilen bir sayi kavram1 var 

5 Modem analizin kulland1g1 farkh sayi Uirlerine <lair h1zh bir girl� ic;in 
bkz. omegin,]. Dieudonne, Elements d'analyse, c. 1, Fondements de 
!'analyse moderne, Paris, Gauthier-Villars, 3. bask1, 1981, bolum 1-4. 

6 Mallarme'nin Un coup de des jamais n'abolira le hasard (Bir Zar At1m1 
Asia Ortadan Kald1rmayacak Rastlantty1) adh �iirinden.-91 
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m1dir? Ait oldugu ve herhangi bir ba�kasma indirgene­
mez olan tekil sistemi belirtmeye gerek kalmadan bir 
sayidan bahsetmenin anlam1 var m1dir? Yamt olumlu­
dur. "SO.rreel sayilar"m marjinal -ve felsefi bak1mdan 
merkezi kilmak istedigim- teorisinin bize sundugu 
tam budur. 

Soz konusu teori, bize hakiki (:agda� sayi kavram1m 
verir ve boylelikle modem-klasik bi.;;iminde sayi dO.­
�O.ncesinin, Dedekind, Frege ve Cantor'un du�O.ncesi­
nin (:1kmaz1m aydmlaur. Bu teoriden hareketle, uzun 
bir do.�unce (:ah�mas1 sonucunda, nO.merik d�O.n0.1-
meyenin (impense) kor despotizmine galip gelebiliriz. 

1.15 Sayiya dair tek bir modem d�O.nce .;;agmdan degil, Na­
tacha Michel'in edebiyata uygulad1g1 bir ifadeyi alarak, 
sayiya dair dO.�uncede "ilk modemite" olarak adland1-
nlabilecek �eyden soz etmek gerekir7• Bu ilk modemi­
teye ait �ilerin adlan Proust ve Joyce degil, Bolzano, 
Frege, Cantor, Dedekind, Peano'dur. Bense ikinci bir 
modemiteye ge.;;i� denemesi yap1yorum. 

1.16 Sayiya dair modem bir doktrinin kar�1 kar�1ya kald1gi 
O..;; gu.;;lo.go.n, Bir'in herhangi bir temel saglayamamas1, 
sonsuz ve s1fir oldugunu soylemi�tim. Bir(:ok noktada 
birbirlerine (:Ok yakm olan Frege ile Dedekind kar�1-
la�tmlacak olursa, soz konusu gu.;;luklere bulduklan 
yamtlarm sirasmm temelde farkh oldugu hemen fark 
edilir: 

7 Natacha Michel, "ilk modernite" ile "ikinci modernite" arasmda bir 
aynm yaptlmas1 gerektigini ileri surer, L'Instant persuasif du roman, 
Paris, 1987 (Les Conferences du Perroquet). 
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Sonsuz uzerine. Dedekind insam hayran b1rakan bir 

derinlikle, me�hur bir pozitif ozellikle belirledigi son­
suzla b�lar: "Bir S sistemi, kendi pan;:alanndan birine 

benzer oldugunda sonsuz olarak adlandmhr." Hemen 

sonsuz bir sistemin var oldugunu "ispatlama"ya giri�ir. 

Sonlu daha sonra belirlenecektir ve sonsuzun olum­

suzlanmas1 yoluyla elde edilir (bu bak1mdan Dede­

kind'in sayisal diyalektiginin Hegelci bir yam vardir8). 

Buna mukabil Frege sonluyla, dogal tam sayilarla ba�­
lar; sonsuzsa sonlunun "uzantls1" veya kavram i<;:inde 
bir araya getirilmesi olacaktir. 

Siftr uzerine. Dedekind bo�luk ve bo�lugun �aretini 
sevmez ve bunu a<;:1k apk soyler: "Baz1 nedenlerden do­

layi, hii;bir eleman ii;ermeyen ho� sistemi tamamen bir 
kenara birak1yoruz." Frege'yse tersine "s1fir bir sayidir" 
ifadesini yap1tmm sarsilmaz temeli yapar. 

Bir iizerine. Frege'de Bir'in herhangi bir imtiyazma 
<lair bir emare yoktur (<;:iinkii tam da biiyiik bir cesa­
retle s1firla ba�lam1�tir). Biiyiik harfle yazilan Bir'den 
ziyade bir, "s1firla ozde�" kavramma giren sayi olarak 
tali konumdadir (ashnda bu kavrama uyan tek nesne 
bizzat s1fu oldugu ii;in soz konusu kavramm kaplam1-

nm [extension] bir oldugunu soyleme gerek<;:emiz var­
dir). Dedekind'deyse bir'le "ba�lanacag1" fikri korunur: 

" 1  taban elemamna, N sayi serisinin taban sayis1 de­
nir." Buna bagh olarak Dedekind dii�uncenin mutlak 
bir Biitun'u fikrine ba�vurmaktan <;:ekinmez; Frege'nin 

8 Meziyeti sonsuzun, sonlunun saf sunumunun!mevcudiyetinin [presence] 
hakikati olmas1 olan Hegelci sayi kavramm1 L'Etre et l'Evtnement'm 15. 
meditasyonunda ayrmllh olarak yorumluyorum, Paris, Seuil, 1988, s. 
181-190. 
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formalizminde bu haliyle beliremeyecek bir fikir: "Du­
�uncelerimin alam, yani du�uncemin nesneleri olabi­

len bUtun �eylerin S kumesi sonsuzdur." Bir'in haklan 
takip edildiginde Butun varsayihr, zira Butun zorunlu 
olarak, Bir var oldugu andan itibaren, Bir'in sonucudur. 

1.17 Bu sua farkhhklan teknik bir mesele degildir. Her bir 
du�unurde sayiya <lair kavra�m aguhk merkezi olan 

�eyden ve ileride gorecegimiz gibi du�uncelerinin 
durma noktas1 ve aym zamanda temelinden kaynak­

lamr: Dedekind' de sonsuz ve varolu�, Frege'de s1fir ve 
kavram. 

1.18 Sayiya <lair du�uncede ikinci bir moderniteye gec;i�, 
du�unceyi s1fu, sonsuz ve Bir'e geri donmek zorunda 

buaku. Bir'in mutlak yitimi, bo�lugun varhgma ve bu 

varhg1 i�aretleyen �eye <lair ontolojik karar, sonsuzla­

rm olc;usuz �ogah�1: Boyle bir ge�i�in parametreleri i�te 

bunlardu. Bir'den kurtulmu� olmak bizi bo�lugun e�­

sizligine ve sonsuzun saplmasma goturur. 
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2.1 Frege sayiyi saf du�uncenin dogurdugunu ileri surer. 
Mallarme gibi Frege de -gerc;i Sans fakt6rii devreye 
girmeden- "her du�unce at1lan bir el zardir" diye du­
�unur. Frege'nin "manukc;1hg1" olarak adlandmlan �ey 
c;ok derinlere uzamr: Sayi varhgm tekil bir bic;imi veya 
�eylerin tikel bir ozelligi degildir. Ne ampiriktir ne de 
a�km. Aynca kurucu bir kategori de degildir: Kavram­
dan tiimdengelimle c;ikarsamr, Frege'nin ifadesiyle 
kavramm bir niteligidir. 9 

2.2 Saf kavramdan sayiya gec;meye olanak veren merkezi 
ozellik, kavramm kaplam ozelligidir. Bu ne anlama 
gelir? Herhangi bir kavram verildiginde, bir nesne �a­
yet soz konusu kavramm bir "dogruluk hali'' ise, yani 
kavramda ic;erilen ozelligi bu nesneye isnat eden oner­
me dogru bir onermeyse ya da nesne kavram1 tasdik 
ediyorsa, nesne bu kavramm c;atls1 altmda "toplamr". 

Fark edilecegi uzere her �ey onermelerin dogruluk de-

9 Frege'nin sayiya <lair kavrayi�1 it;in ba�vuru metni: G. Frege, Les Fon­
dements de l'arithmetique, t;ev. C. Imbert, Paris, Seuil, 1969. Almanca 
ilk bask1 tarihi 1884. Bir hayli yogun olan ana argiiman SS-86. parag­
raflar arasmdad1r (and1gim bask1da 30 sayfanm altmda) . 

Claude Imbert'in t;ah�masmm mtikemmelligini, ozellikle de uzun gi­
rl� yaz1sm1 sayg1yla selamlamak gerekir. 
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gerinden kaynaklamr; onermelerin anlam1 dogruluk 
degerleridir (dogru veya yanh�). Kavram sayiyi dogu­
ruyorsa, bunun ancak dogru10 diye bir �ey varsa mfim­
kun oldugu ileri siirulebilir. Bu anlamda sayi dogrunun 
endeksidir; varhgm endeksi degil. 

Fakat kaplam fikri dalh budakhdir, karanhktir. 

2.3 Bir kavram1 ele alahm; soz konusu kavramm 1,;at1s1 al­
tmda toplanan butiin dogruluk hallerini (dogruluk hali 
olarak butfin nesneler) bu kavramm kaplam1 olarak 
adlandiracagiz. Her kavramm bir kaplam1 vardir. 

Simdi iki kavram1, c1 ve C2'yi du�unelim. C1 kavra­
mmm 1,;atIS1 altmda toplanan her bir nesneyle C2 kav­
rammm 1,;ans1 altmda toplanan her bir nesneyi il�ki­
lendiren birebir ve orten bir e�leme varsa, yani C1'in 

kaplam1 ile C2'nin kaplam1 arasmda birebir ve orten bir 
e�leme tammlanabiliyorsa, bu kavramlar e�sayih [equi­
numerique] olarak adlandmlacakur. 

Frege'nin sayiya dair "kardinal" bir tamma dogru 
gittigi, kavramm 1,;atIS1 alunda toplanan �eylerin sira 
yap1s1yla ilgilenmedigi a1,;1k1,;a goruluyor. Birebir ve 
orten olan bu temel arac aslmda kendinde 1,;oklugu, 
herhangi bir yap1sal du�unceden eksiltilmi� saf 1,;oklu­
gu "sayma" cabalannm tfimfinfin bir karakteristigidir. 

lki kavramm e�sayih oldugunu soylemek, "ayn1 mik­
tar"a sahip olduklanm, kaplamlannm ayn1 boyda ol­
dugunu soylemekle ayn1 �eydir; bu kavramlann 1,;at1s1 

altmda toplanan nesnelerin ne olduguna dair du�fince­
den soyutlamlm1�tir. 

10 Kitap boyunca veritt kelimesine manuk veya matematik soz konusu 
oldugunda "dogruluk", felsefe ve ozellikle de Badiou'nun felsefesi soz 
konusu oldugunda "hakikat" kar�1hg1m verdik.-c;n 
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2.4 Sayi, e�sayihhg1, kavramlann niceliksel ozde�ligini i�a­
retlemehten ibarettir. Su me�hur tamm da buradan ge­
lir: "C kavramma ait olan sayi, 'C kavram1yla e�sayih' 
kavrammm kaplam1du." Soyle terciime edilebilir: Her 
C kavram1 bir sayi, yani Cyle e�sayih olan, "aym saf 
nicelige", Cyle aym kaplam niceligine sahip olan kav­
ramlar kiimesini dogurur. Varhgmda kavranan sayinm 
mutlaka bir havramlar kumesine, ya da "Cyle e�sayih 
bir kavram olmak" onermesini dogrulayan her �eye i�a­
ret ettigine dikkat «i;ekelim. 

2.5 Sayi kavrammm in�a edilme zinciri a�ag1daki gibidir: 
Kavram - Dogruluk - Kavramm «i;at1s1 altmda top­
lanan nesneler (kavram1 nesneye atfetme onermesini 
dogrulayan nesneler) - Kavramm kaplam1 (kavramm 
biitiin dogruluk halleri) - lki kavram arasmda e�sayi­
hhk (kaplamlanmn birebir ve orten e�lemesiyle) - Bir 
C kavram1yla e�sayih olma kavrammm «i;at1s1 altmda 
toplanan kavramlar ("Cyle e�sayih olma" onermesini 
dogrulayan kavramlar) - Cyle e�sayih olmanm kap­
lam1 (onceki ad1mdaki kavramlann kiimesi) - C kav­
ramma ait olan sayi (dolayis1yla sayi, Cyle e�sayihhgm 
kaplammm ad1du). 

Basitle�tirilmi� ve i�lemsel bir bak1� apsmdan, kav­
ramdan hareket edildigi, dogruluk ko�uluyla nesneye 
ge«i;ildigi, kavramlann kar�1la�tmld1g1 ve saymm bu 
kar�ila�tlrmanm olanakh ve tammh bir ozelligini (e�­
sayihhg1) ortak olarak ta�1yan kavramlann kiimesini 
adlandud1g1 da soylenebilir. 

2.6 Yalmzca dogrulugun bir norm saglad1g1 bu saf kav­

ramsalla�tumadan hareketle "suadan", tamd1k sayilan 
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bulmak amac1yla Frege hayranhk uyandmc1 bir �ekilde 
s1fm tiimdengelimle turetmeye koyulur: S1fu, "kendi­
siyle ozde� olmama" kavramma ait olan sayidir. Her 
nesne kendisiyle ozde� oldugu i�in "kendisiyle ozde� 
olmama" kavrammm kaplam1 bo�tur. Dolayis1yla s1fir, 
kaplam1 ho� olan kavramlann kumesidir ve bu nedenle 
"kendisiyle ozde� olmama" kavram1yla e�sayihd1r. Bu 
da tam olarak, kaplam1 ho� olan her kavrama ait olan 
sayinm s1fu oldugu anlamma gelir. 

l.16'da 1 sayisma ge�i�e i�aret etmi�tim: "Bir", "s1-
f1rla ozde�" kavramma ait olan sayidir. Frege'nin l'in 
hi�bir "sezgisel" veya ampirik imtiyaz1 olmad1g1m, ay­
nca a�km bir temel de olmad1g1m vurgulad1gma i�aret 
etmemiz gerekir: ''l'in tamm1 hi�bir gozleme tabi ol­
mayan nesnel bir me�ruluga sahiptir." Frege ku�kusuz 
Bir'in modem ihrac1 surecine kat1hr. 

l 'in d1�mdaki sayi dizisinin iiretimi sadece teknik 
bir meseledir; n'den n+l'e ge\'.tigimizde ilgili kavram­
larm kaplamlan arasmda, "kalan" tam olarak 1 olacak 
�ekilde bir korelasyon in�a edilerek bu sorunlar \'.OZii­
lur. Nihayetinde 1 halihazirda tammlanm1�tu. 

2. 7 Boylelikle kavramm sonucu olarak sayinm tumdenge­
limle \'.Ikarsanmas1 tamamlanm1� gibidir. Daha kesin 
bir �ekilde soylersek: Kavram/dogruluk/nesne ii\'.lii­
siinden ve birebir ve orten e�leme denen o biricik for­
mel i�lemciden sayi, saf du�uncenin bir durumu veya 
biitiinuyle mannksal bir uretim olarak ortaya \'.Ikar: 
Dii�iincenin, dogruluk hallerine sahip olmaya elveri�li 
(dolayis1yla bir kaplama sahip) bir kavram bi\'.iminde 
kendisini var saymas1 gerekir. Boyle yapt1gmda du�un­
ce, say1y1 varsaym1� olur. 



Secereler: Frege , Dedekind, Peano,  Cantor 

2.8 S1fm temellendirmek ic;in neden ozellikle "kendisiy­
le ozde� olmama" kavram1 sec;ilm�tir? Sonuc;ta kap­
lammm ho� oldugu bilinen her kavram sec;ilebilirdi: 
Soz konusu kavramm belirttigi ozellige sahip olabile­
cek hic;bir nesnenin du�tmulemedigi her kavram. Or­
negin, Frege'nin "hakkmda soylenen f ena �eyleri hak 
etmedigi"ni beyan ettigi bir kavram olan "kare daire". 
Saymm tamamen kavramsal belirlenimi soz konusu 
oldugu ic;in, kavramm sec;ilmesindeki keyfilik bir par­
c;a rahatsiz edicidir. Frege de bunun farkmdadu, zira 
�oyle yazar: "0'1 tammlamak ic;in, c;at1s1 altmda hic;bir 
�ey toplanmayan herhangi bir kavram1 alabilirdim." 
Kendisine yonelttigi itirazdan kac;mmak ic;in Leibniz'i 
anar: Her nesnenin kendisiyle ozde� oldugunu ileri 
suren ozde�lik ilkesinin "tamamen mant1ksal" olmak 
gibi bir meziyeti vard1r. Tamamen manuksal m1? Fakat 
mant1ksal-matematiksel kategorileri (ozellikle sayiyi) 
sirf saf du�uncenin yasalarmdan hareketle me�rula�­
tlrmanm soz konusu oldugunu sanm�t1k. En ba�tan 
manuksal bir kural gerekiyorsa dongusellik riski yok 
mudur? Bu durumda "kendisiyle ozde�" onermesinin 
"kendisine e�it" onermesiyle kan�tmlmamas1 gerekti­
gi soylenecektir. Elbette e�itlik (ve ozel olarak sayilar 
arasmdaki e�itlik) temellendirilmesi gereken manuksal 
veya i�lemsel y11klemlerden biridir. Fakat �ayet "ozde�­
lik"in burada mant1ksal e�itlik y11kleminden dikkatle 
ayirt edilmesi gerekiyorsa "her nesne kendisiyle ozde�­
tir" onermesinin "tamamen mant1ksal" [ logique] bir 
onerme olmad1g1 ac;1ktlr. Bu bir onto-lojik [ onto-logique] 
onermedir. Ve ontolojik bir onerme olarak hemen tar­
tl�mah hale gelir: Ornegin, hic;bir Hegelci, ozde�lik il-
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kesinin evrensel gecerliligini kabul etmeyecektir. Fara­
zi Hegelcimiz icin "kendisiyle ozde� olmama" kavram1-
nm kaplam1, ho� olmak d�mda her �eydir! 

2.9 Kaplammm ho� oldugu kesin olacak bir kavramm ta­
mamen a priori �ekilde belirlenmesi, guclu on ontolojik 
aksiyomlar olmadan imkans1z bir gorevdir. Frege'nin 
icine du�tugu c1kmaz, nesneye dair denetlenmemi� bir 
doktrinin c1kmaz1dir. Zira saf kavramla il�kili olarak 
genel anlamda bir "nesne", nesnelerin toplam Evrenin­
den almm� herhangi bir nesne nedir? Frege'nin diger­
leri gibi olagan kavramlar oldugunu vurgulad1g1 "kare 
daire" turundeki kavramlara <lair olumlu du�uncesiyle 
i�aret ettigi gibi, kavramm me�ru olmas1 icin cel�me­
mesi zorunlulugu bile yokken neden nesnenin kendi­
siyle ozde� olmas1 zorunlu olsun? Nesnelerin varhg1-
na <lair yasa neden kavramlann varhgma dair yasadan 
daha kati olsun. Elbette, var olan nesnelerin du�unule­
bilir nesnelerden f arklt bir ilkeye, yeter neden ilkesine 
uydugunu du�unen Leibniz'in ontolojisi kabul edilecek 
olursa oyledir. Oyleyse saymm kavramdan hareketle 
tumdengelimle pkarsanmas1 evrensel veya "tamamen 
mant1ksal" olmaktan ziyade Leibnizcidir. 

2.10 Bir kavramm kaplammm �u veya bu oldugunu (or­
negin, "kendisiyle ozde� olmama" kavrammm kapla­
mmm ho� oldugunu) a�ikar [evident] bir �ey olarak 
ileri surmek, kavramdan varolu�a sorunsuz bir �ekil­
de gecebilecegimizi varsaymaya denktir; cunku bir 
kavramm kaplam1, soz konusu kavramm cat1s1 altm­
da toplanan "nesneler"i devreye sokar. Burada bir tur 
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genelle�tirilmi� bir ontolojik argiiman vardH ve sHf 
kavramdan hareketle saymm tiimdengelimle pkarsan­
masm1 saglayan tam da bu argiimandH: Sayi, kavramm 
(:at1s1 altmda toplanan du�unulebilir nesnelerin dolay1-
m1yla kavrama aittir. 

2.11 1903 yilmda Frege'ye iletilen Russel paradoksunun 
asli dii�uncesi, sadece kavramdan hareketle varolu� 
ve ozellikle de kavramlarm kaplammm varolu�u hak­
kmda yasa yapma iddiasm1 .;uriitmektir. Russel (Fre­
ge'nin verdigi anlamda) bir kavram sunar: "kendisinin 
elemam olmayan bir kume olma" kavrami. Kesinlikle 
uygun bir kavramdu bu (dogruyu soylemek gerekirse 
"kendisiyle ozde� olmama"ya gore .;ok daha uygun bir 
kavram), gelgelelim bir kaplami yoktur. "Nesneler"in, 
Russel'm onermesinde "bu kavram .;atis1 altmda top­
lanan" kumelerin kendilerinin bir kume olu�turmas1 
.;eli�kilidir.11 Bir kiime olu�turmuyorlarsa bunlar i.;in, 
ne tiir olursa olsun, birebir ve orten bir e�leme tamm­
lanamaz. Dolayis1yla bu "kaplam" e�sayihhg1 destek­
lemez ve sonu.; olarak hi(:bir sayi "kendisinin elemam 
olmayan kume" kavramma ait olmaz. 

Kavramm kar�1sma bir sayilamaz .;1kmas1 Frege'nin 
genel tumdengelimini mahveder. Soz konusu paradok­
sal kavramm tamamen sHadan oldugu (fiiliyatta mate-

11 Russel'm Frege'ye, ad1m ta�1yan paradoksu anlatttg1 ve Almanca yaz1l­
m1� olan mektup]. van Heijenoort tarafmdan yayma haz1rlanan From 
Frege to Godel adh metin derlemesinde lngilizce c;evirisiyle yer almakta­
d1r, Cambridge, Harvard University Press, 4. bask1, 1981, s. 124. Russel 
"kiime" ile "toplam" arasmda bic;:imsel olmayan bir aynmla mektubu 
sonlandmr: "Buna [paradoksa) dayanarak baz1 ko�ullarda tammlana­
bilir bir kiimenin bir toplam olu�turmad1g1 sonucuna vanyorum." 
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matik«i;ilerin kulland1g1 tlim kiimeler bu kavram1 dog­

rular: bunlar kendilerinin elemam degildirler) dikkate 

ahnd1gmda hi«i;bir saymm ait olmad1g1 ba�ka kavram­

lann da var oldugundan ku�ku duymak miimkiindiir. 

Ashna bakihrsa, felaketin boyutlanm a priori ongormek 

imkans1zdu. "Kendisiyle ozde� olmama" kavrammm 

bile var olan hi«i;bir kaplam1 olmad1g1 ortaya pkabilir 

ve bu, ho� bir kaplama sahip olmaktan tamamen farkh 
bir �eydir. Russel'm paradoksunun tamamen manuksal 

oldugunu, yani kesin olarak ispatland1gm1 da ekleye­
lim: Kendilerinin elemam olmayan tiim kiimelerin bir 

kiimesinin var oldugunu kabul etmek f ormel bir «i;eli�ki 

(bir onerme ile o onermenin olumsuzlanmasmm denk­

ligi) sokarak tiimdengelimci dili bozar. 

2.12 Zermelo tarafmdan bu soruna bir tiir yama onerilmi�­
ti.12 Buna gore, daha onceden verili bir varolu$ta i$lem 
yapmak ko$uluyla kavramdan bu kavramm kaplammm 

varolu�una varmak miimkiindiir. Bir C kavram1 ve var 
olan bir nesneler alam verildiginde, soz konusu kavra­

mm «i;at1s1 altmda toplanan nesneler kiimesinin, dola­

yis1yla kavramm kaplammm bu var olan alan i<;inde var 

oldugunu soyleyebilirsiniz. Elbette bu kaplam, once­

den belirtilmi� bir nesneler alamyla ilgilidir, "kendin­

de" var olmaz. Bu ise biiyiik bir ontolojik degi�ikliktir: 

12 Zermelo, Russel paradoksuna i;:ozum getiren ayuma aksiyomu da 
dahil kume teorisi aksiyomatigini Almanca yaz1lm1� 1908 tarihli bir 
metinde geli�tirir. Bu metnin lngilizce i;:evirisi bir onceki notta am­
lan van Heijenoort'un derlemesinde bulunabilir. Investigations in the 
Foundations of Set Theory ve ozellikle birinci bolumii "Fundamental 
Definitions and Axioms", s. 201-206. 
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Bu yeni <;en;evede kavramdan varolu�a (dolayis1yla 

sayiya) varmak imkansizdir ve ancak onceden verili 

bir varolu�tan bir �ekilde kesilip almm� bir varolu�a 

vanlabilir. Verili bir alanda, bu alandaki kavramm ser­

giledigi ozelligi dogrulayan nesneleri "ayirabilirsiniz". 

Kavramm ve dilin varolu� uzerindeki haklanm buytik 

oranda k1s1tlayan Zermelo'nun ilkesinin ayirma aksi­

yomu olarak adlandmlmasrnm nedeni budur. Soz ko­

nusu aksiyomun kabul edilmesi ko�uluyla, Russel'm 
sundugu turden paradokslann tutarsizhk etkilerine 

kar�1 korunuruz. 

2.13 Russel paradoksu hi<;bir �ekilde paradoksal degildir. 

Materyalist bir argumandir, zira <;oklu-varhgm, ken­

disini etkileyen onermelerden once geldigini kamtlar. 
"Paradoks", dil ve kavrama varolu� hakkmda s1mrs1zca 

yasa koyma hakkm1 isnat etmenin imkans1z oldugunu 

soyler. Dilin a�kmsal bir fonksiyonunun oldugu kabul 

edildiginde bile, bir var olanm [existant] ilksel olarak 

elde hazir bulundugunu varsayar ve soz konusu fonk­

siyonun gucu, belirtilen var olan i<;inde kavramm kap­

lamlanm kesip ayirmak veya s1mrlamaktan ibarettir. 

2.14 Zermelo'nun aksiyomu kabul edildiginde Frege'nin 

sayi i�as1 kurtanlabilir mi? Her �ey yine s1fir mesele­

sinde dugumlenir. Su �ekilde ilerleyecegim: Varolu�u 

d�andan garanti edilmi�, k1s1th bir nesneler alam veril­

diginde, "kendisiyle ozde� olmama" kavrammm veya 

bu alandaki hi<;bir nesnenin <;at1s1 altmda toplanmad1-

gmdan emin olabilecegim herhangi bir ba�ka kavramm 

bu alanda kesip ald1g1 veya ayird1g1 �eyi "s1fir" (ya da 
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aym anlama gelen, ho� kume) olarak adlandiracag1m. 
Frege'nin i�asmda oldugu gibi "butun nesneler" degil 
(bu, kriterden yoksun bir Leibnizci sec;im c;ikmazma 
surukluyordu),  k1s1th bir alan soz konusu oldugu ic;in 
boyle bir kavram bulma olas1hg1m vardir. Omegin, si­
yah nesnelerden olu�an bir kiime ahrsam, bu kumede 
"beyaz olma" kavram1m ayuan �eyi "s1fu" olarak ad­
landuacag1m. ln�anm geri kalam pe�i sira gelecektir. 

2.15 Fakat hangi nesneler alanmdan ba�lamahyim ki, bun­
lann saf dii�unce alanma ait olmalan, "tamamen man­
uksal" olmalan garanti olsun? Frege kendi deyimiyle 
"ne duyulur bir varhk ne de harici �eylerin bir ozelligi" 
olan bir sayi kavram1 in�a etmeyi amac;lar ve defalarca 
sayinm temsil edilebilir olandan eksiltildigini vurgu­
lar. Sayinm du�uncenin bir iiretimi oldugunu ortaya 
koymak, sayiyi sadece genel olarak kavramm soyut 
ynklemlerinden c;ikarmak, beyaz veya siyah nesnelerle 
yetinemez. Dolayis1yla soru �una donii�ur: Her turlu 
deneyim d�mda hangi var olan bana teminat verebilir? 
"Bir �ey vardu" aksiyomu saf dii�uncenin bir aksiyomu 
mudur ve oyle oldugu varsayild1gmda, bu var olan "bir 
�ey"e hic;bir �ekilde ait olmad1g1 kesin olan hangi ozel­
ligi ayirt edebilirim? 

2.16 Du�unce ic;in, herhangi bir nesnenin, bir varhk nokta­
smm, bir "nesne=x"in varolu�unun "tamamen mant1k­
sal" ispat1: "Her x kendisine e�ittir" onermesi mant1gm 
e�itlikle ilgili bir aksiyomudur. Birinci derece mant1gm, 
her nesne alam ic;in gec;erli olan mant1gm evrensel ku­
rallan "her x, x'e e�ittir" onermesinden "x'e e�it bir x 
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vardu" onermesini (:1karmam1za olanak verir (varolu�­
sal niceleyicinin evrensel niceleyiciye tabiligi) . 13 Dolayi­
s1yla x vardu (en azmdan kendisine e�it olan o x  vardu). 

Boylelikle bir kiime teorisi (:er(:evesinde once tama­
men mant1ksal ara(:larla bir kiimenin var oldugunu 
gosterebiliriz. Daha sonra var oldugunu kamtlad1g1m1z 
o var olan i(:inde, hi(:bir elemamn dogrulayamayacag1 
bir ozellik kullanarak (ornegin, "kendisine e�it olma­
ma") bo� kumeyi ayirabiliriz. Onceden verilmi� olan 
bir var olanda i�lem yapt1g1m1z i(:in Zermelo'nun aksi­
yomuna uyulmu� ve s1fir iiretilmi�tir. 

2.17 Bu "ispat"m kimseyi ikna etmeyecek bir hile, mant1k­
sal bir el (:abuklugu oldugu hence gayet apk. Kendi­
sine e�it olmamn evrensel olarak ileri siiriilmesinden 
hareketle (sonu(:ta bu soyut yasa ya da kavramm ya­
sas1 olarak kabul edilebilir) kim hi(:bir �eyden ziyade 
bir �eyin var oldugu sonucuna akla uygun bir �ekilde 
varabilir? Sayet Evren tamamen bo� olsayd1, bir �eyin 
var oldugu varsayild1gmda (durum oyle olmasa da), 
kendisine e�it olmak zorunda oldugu mant1ksal olarak 
kabul edilebilir olurdu. Boyle bir evrende "her x, x'e 
e�ittir" onermesi ge(:erli olsa bile hi(:bir x olmayacaku; 
dolayis1yla "kendisine e�it bir x vardu" onermesi ge­
(:erli olmayacakti. 

13 Varolu�sal niceleyicinin evrensel niceleyiciye tabi olmas1, bir P ozelligi 
verildiginde her x bu ozelligi ta�1yorsa bu ozelligi ta�1yan bir x'in var 
oldugu anlamma gelir. Ya da yiiklem hesabmda Vx(P(x) -+ 3x(P(x)). 
Yuklem hesabmm klasik kurallan ve aksiyomlan bu pkanm1 yapmaya 
olanak verir. Bkz. omegin E. Mendelson, Introduction to Mathemati­
cal Logic, D. Van Nostrand Company, 1964, s. 70-71 .  
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Evrensel bir onermeden bir varolu� savma gec;;i�, kavra­
mm kendine mal edemeyecegi haddini a�an bir haktir. 
Mutlak hic;;likte de gayet gec;;erli olabilecek bir evrensel 
yasadan hareketle varolu�u ortaya pkarmak mumkiin 
degildir (ornegin "hic;;lik kendisiyle ozde�tir" onerme­
sini dii�iiniin). Saf dii�iinceden hic;;bir var olan nesne 
c;;1karsanamayacag1 ic;;in bu dii�iincede s1fm ayiramazs1-
mz. Zermelo, Frege'yi kurtarmaz. 

2.18 S1fmn veya ho� kiimenin varolu�u ve dolayis1yla sayi­
larm varolu�u hic;;bir �ekilde kavram veya dilden pkar­
sanamaz. "S1fir vardir" kapmlmaz olarak bir ilk sav­
dir: digerlerinin tiireyecegi bir varolu�u sabitleyen sav. 
Frege'nin mant1kc;;1hg1yla bir araya gelmi� Zermelo'nun 
aksiyomunun, s1fm, sonra da sayi zincirini olu�turma­
m1za izin vermesi bir yana, ne olursa olsun herhangi 
bir kavram kaplamm1 ayirt etmeyi miimkiin kilan �ey 
bilakis s1fmn mutlak ba�lat1c1 varolu�udur. Sayi burada 
once gelir: Kavramm tatbikinin bagh oldugu o varhk 
noktas1dtr. Hic;;ligin sayis1 olarak sayt ya da s1fir, her 
metni gizil varhgma diker. Bo�luk, du�uncenin bir iirii­
nii degildir, zira du�iince onun varhgmdan tiirer; "dii­
�unmek ve olmak aym �ey" oldugu surece. Bu anlamda 
kavram sayidan gelir, sayi kavramdan degil. 

2.19 Frege'nin te�ebbusii baz1 bak1mlardan e�sizdir: (Dede­
kind ve Cantor'un yapacag1 gibi) matematik ic;;inde yeni 
kavramlar yaratmak degil, sadece titiz bir analiz ara­
c1hg1yla dii�iincenin miimkun nesneleri arasmda say1 
kavrammm c;;at1s1 altmda toplananlan tekille�tiren �eye 
1�1k tutmak soz konusudur burada. Bu anlamda benim 
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(:abam da aym hatta ilerliyor. Sadece, yeni parametrele­
re gore soru�turmanm (:er(:evesini diizelterek engelleri 
ortadan kaldirmak gerekiyor. Soz konusu olan bilhas­
sa dii�imcenin sirf kavramlar ve onermelerden degil, 
aym zamanda dii�iinceyi bizzat tatbik edildigi an i(:inde 
devreye sokan kararlardan olu�tugunu gostermektir. 
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3. Frege'nin \:agda� bir kullan1m1 
uzerine ek not 

3.1 1965 tarihli "La suture" (altba�hg1 "Gosteren Manu­
gmm Ogeleri" �eklindeydi) ba�hkh bir konferansta14 
Jacques-Alain Miller, Frege'nin sayi in�asm1 yeniden 
ele alm1�ti. Soz konusu metin, yap1salc1hk ile Lacanc1 
ozne teorisi arasmda bir uyum rejiminin temelini atar. 
Bozmak pahasma da olsa, hen de bu temele15 donem 
donem geri donuyorum. 25 yil sonra "Buradayim, 
hala burada16". 

3.2 Miller'in Frege'ye yonelttigi soru �oyledir: "Dogal tam 
sayilar dizisinde �ler halde olan �ey nedir?" ;  ve bu so­
ruya yamu, Frege'den zorla kopard1g1 yamt �udur: "Di­
zinin olu�umunda i�ler halde olan �ey, varhg1 tanmma­
yan oznenin f onksiyonudur." 

14 J. -A. Miller'in metni it;:in bkz. Cahiers pour !'analyse, no. 1 ,  Paris, Seuil, 
Subat 1966. Bu metne ek olarak derginin aym sayismda yer alan Y. 
Duroux'nun Frege'de ard1l fonksiyonu aynnnh olarak inceleyen "Psy­
chologie et logique" adh metnine de ba�vurmak faydah olacaktu. 

15 Bkz. A. Badiou, "Marque et Manque: a propos du Zero", Cahiers pour 
!'analyse, no. 10, Paris, Seuil, Mart 1969. 

16 "J'y suis, j'y suis toujours." Rimbaud'nun 1872 tarihli "Qu'est-ce pour 
nous, mon cocur, que les nappes de sang" adh �iirinden.-c;:n 
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3.3 Bu yamt1 ciddiye alacak olursak, kendi varhgmm ta­
mnmam1�hgma ozgu modda, saymm ozu degilse de en 
azmdan hasil olma (Miller "ilerleyi�in yarat1h�1" diye 
adlandmr) surecini olu�turan �eyin son tahlilde, La­
can'm ogretisinin bize kavramm1 ilettigi haliyle ozne­
nin fonksiyonu oldugu anlamma gelir. 

Boylesine radikal bir tezi elbette goz ard1 edeme­
yiz. A1,;1k bir �ekilde saymm "oznel" oldugu fikrinin 
reddine yonelik ozel bir arguman geli�tiren Frege'nin 
doktrinine gore radikaldir (gen;:i Frege i1,;in "oznel" 
tabirinin "temsilde yakalanm1�" anlamma geldigi 
dogrudur; dolayis1yla da, oznenin Lacanc1 fonksiyo­
nuyla elbette ortu�mez). Kendi tezim apsmdan da ra­
dikaldir, zira hen saymm bir varhk bi1,;imi oldugunu 
ve oznenin fonksiyonunu dayanak almas1 �oyle dur­
sun, bilakis oznenin fonksiyonunun, saymm ve bil­
hassa da bo�luk (veya s1fir) denen o ilk sayi-varhgm 
varsayilmas1 kayd1yla varhktan kendi payma du�eni 
alacagm1 ileri suruyorum. 

3.4 Bu metnin, Lacan'a ait olmayan bu ilk buylik Lacanc1 
metnin, gosteren doktrini ac;:1smdan onemini ve ozne­
nin bir zincirin etkilerine yakalan masma <lair buylik 
ustadm ogrettigi her �eyin kapsamm1 -henuz oturma­
m1� oldugu bir donemde- aydmlatmak ic;:in kulland1g1 
analojiyi burada incelemeyecegiz. Sadece bizatihi sayiya 
dair du�unce soz konusu oldugu ol(:-iide Miller'in metni­
nin varsayd1klanm ve ileri surduklerini ele alacag1z. 

3.5 Miller'in ispat1 a�ag1daki �ekilde duzenlenmi�tir: 
- S1fm temellendirmek i1,;in Frege (2.6'da gormu� ol­

dugumuz gibi) "kendisiyle ozde� olmama" kavramma 
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ba�vurur. Hic;bir nesne bu kavrama dahil olamaz. Bu 
noktada Miller, Frege'nin Leibniz'e referans1m vurgu­
lar, hatta derinle�tirir. Fiilen bir nesnenin kendisiyle 
ozde� olamayacag1m veya kendisinin yerine gec;emeye­
cegini varsaymak, hakikati tamamen tahrip etmektir. 
A nesnesi hakkmdaki bir onerme, dogru olmas1 ic;in, 
onermenin her vuku bulu�unda ya da onermenin dile 
getirildigi "her sefer"de A'nm degi�mezligini varsayar. 
"A, A'dir" onermesi her olanakh hakikatin bir yasa­
s1dir. Buna mukabil, hakikatin emniyette olmas1 ic;in 
hic;bir nesnenin "kendisiyle ozde� olmama" kavram1-
nm c;atISI altmda toplanmamas1 hayati onemdedir. Bu 
kavramm kaplam1m sayan s1fir buradan gelir. 

- Boylelikle saymm, dogruluk ko�uluyla sadece kav­
ramdan geldigi ispatlamr. Fakat bu ispatm tutarh ol­
masmm tek nedeni, d�uncede kendisiyle ozde� olmayan 
bir nesneyi i;agirabilmi� olmamizdir: her ne kadar bu 
nesne s1fira kaydolmas1yla kap1 d1�an edilse de. Miller, 
"Oyleyse," diye yazar, "saymm yerine kaydolan 0, soz 
konusu nesnenin d1�lanmas1m tamamma erdirir." 

"Hic;bir nesne"nin kendisiyle ozde� olmama kavra­
mma dahil olmad1gm1 soylemek, amld1g1 anda soz ko­
nusu nesnenin, geriye kalan tek izi tam da s1fir i�areti 
olan o hic;likte yok olmasma neden olmaktir: "S1fir sa­
yismda eksigi <liken yer tutucuyu ayirt edebildik," diye 
karara baglar Miller. 

- Bu �ekilde eksik oldugu ortaya c;1kan nedir? Hangi 
"nesne"nin kendi eksikliginin yer tutucusu ilk sayisal 
i�aret olabilir; ve hangi nesne butun say1lar zinciriyle 
ili�kili olarak, sadece yok olmak uzere beliren �eyin 
kaydedilemez yerini destekleyebilir? Sayilar arasmda 

45 



Secereler: Frege, Dedekind ,  Peano , Cantor 

israr eden nedir? Elbette, kendisiyle ozde� olmamanm 
atad1g1 o ho� yere, ii;inde kaybolmak ii;in bile olsa, hii;­
bir "nesne"nin gelemeyecegini kabul etmemiz gerekir. 
Fakat tam da nesne olmayan, nesne-olmayana ozgii 
olan, nesnenin imkans1zhg1 olarak nesne vardir ( veya 
burada daha kesin olarak, existe yerine ek-siste) : yani 
ozne. "Mant1gm soyleminin kendisiyle ozde� olma­
yan olarak i;agird1g1 ve oldugu haliyle kendisini te�kil 
etmek ii;in reddettigi, i;agird1g1 ve hakkmda hi(bir �ey 
bilmek istemeyerek reddettigi imkansiz nesneyi, sayilar 
dizisinde i�leyen fazlahk olarak i�lev gormesinden do­
layi, ozne olarak adlandmyoruz." 

3.6 Miller'in Frege'den ald1klan ile kendine has bir �ekilde 
Frege'de de�ifre ettiklerini titizce birbirinden ayirmak 
gerekiyor. Di; a�amada ilerleyecegim. 

3.7 BIRlNCI A$AMA. Leibniz-Frege'nin, "salva veritate"­
nin17 her nesnenin kendisiyle ozde� olmas1m gerek­
tirdigi onermesini Miller ba�lang1i; noktas1 olarak ahr. 
Leibniz'in bO.tO.n hayat1 boyunca uzerinde i;ah�t1g1 ve 
Frege'nin ideografisinin ku�kusuz mirasps1 oldugu, 
geri;ekligin ho.tun olarak harfiyen tercO.me edilmesinin 
ortO.k bir �ekilde kabul edilmesidir bu. Bu bak1mdan, 
Leibniz'le birlikte Miller'in "kendisiyle ozde�" ile "bir­
birinin yerine gei;ebilir" ifadelerini denk gormesi ke­
sinlikle hakhdu; boylelikle nesne ile harf arasmda bir 

17 Dogruluga halel gelmeden: Leibniz'in birbirlerinin yerine ge�mesi hi�­
bir baglamda onermelerin dogruluk degerini veya anlamm1 degi$tir­
meyen ifadelerin e$anlamh oldugunu ileri stiren ilkesi.-(n 
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denklik kurulduguna i�iuet edilir. Bir nesnenin yerine 
ge.,;:ebilirlik ger.,;:ekte ne demektir? Yalmzca harf tam 
anlam1yla kendi yerine ge.,;:ebilir. "A, A'du", harflerin 
bir ilkesidir, nesnelerin degil. Kendisinden farkmda 
ozde�le�tirilebilir ve bir yerine ge.,;:ilebilirlik sorusunun 
muhatab1 olabilmesi i.,;:in nesnenin, nesneyi hesaplama­
ya uygun hale getiren tek merci olan harfin hakimiyeti 
altmda olmas1 gerekir. A her an A ile ozde� degilse he­
saplama olarak hakikat ( veya daha ziyade ger.,;:ege uy­
gunluk) .,;:oker. 

Dolayis1yla buradaki ortiik hipotez, hakikatin bir 
tii.r hesaplama oldugudur. Ancak bu varsayimdan hare­
ketle nesne once harf olarak temsil edilmelidir; daha 
soma, nesne-harfin kendisiyle ozde� olmamas1 haki­
kati kokten yikar. Hakikat, bir tiir hesaplamaysa, bu 
durumda kendisiyle ozde� olmayamn (ozne) d1�lan­
masm1 sayan s1fir, bir harften ibarettir: 0 harfi. Boy­
lelikle s1fmn, eksikligin atil yer tutucusu oldugu ve 
bir �aret iiretimi olarak sayi dizisini "ileri iten" �eyin 
-i.,;:inde, 1srar edenin varhgmm tanmmamasmm ifade 
edildigi yinelemenin- oznenin fonksiyonu oldugu so­
nucunu 1,;1karmak kolaydu. 

Daha basit bir �ekilde soylersek: Sayet hakikat ancak 
ozde�lik ilkesi kabul edildiginde giivendeyse bunun 
nedeni, nesnenin hakikat alanmda sadece hesaplamaya 
sunulan harf olarak zuhur etmesidir. Durum boyleyse, 
sayi ancak eksik olmakta 1srar edenin yinelenmesi, zo­
runlu olarak nesne-olmayan ( veya harf olmayan, zira 
ikisi aymdu), "hi.,;:bir �eyin yazilamayacag1" yer, kisa­
cas1 ozne olarak ayakta kalabilir. 
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3.8 Her ne kadar Leibniz felsefesinde, du�uncedeki uc ana 
yonelimden birinin arketipinin, yani konstruktivist 
veya nominalist yonelimin (diger ikisi, a�km ve tiire­
yimsel yonelimlerdir18) bulundugunu teslim etmek ge­
rekiyorsa da hie kimse Leibnizci olmak zorunda degil­
dir. Tureyimsel yonelimin bir taraftan olarak hakikatin 
guvende olmas1 icin tam da Leibniz'in du�uncesindeki 
iki buylik dusturu imha etmek gerektigini ileri suruyo­
rum: (:el�memezlik ilkesi ve Ayut Edilemezler ilkesi. 

3.9 Bir hakikat, hakikatini belirledigi durumun kendisiyle 
ozde� olmamaya vard1gm1 varsayar: Bu kendisiyle oz­
de� olmama, duruma "fazladan" bir cokluk, duruma 
ait olup olmad1g1 icsel olarak kararla�tmlamayan bir 
cokluk eklenmesiyle tammr. Bu eki hen "olay" olarak 
adlandud1m; ve bir hakikat-siirecinin kaynag1 daima 
bir olaydir. Kararla�tmlamayan olaym durum icinde 
kararla�tmlmas1 gerektiginde durum zorunlu olarak 
kendi kimliginde bir sahmma girer. 

3.10 Durumun banndird1g1 bilgi katmanlanm delen bir ha­
kikat-sureci, kurulu hicbir dilin kavramlar dizininin 
i�aret etmeye muktedir olmad1g1 ayirt edilemez son­
suzluk olarak duruma kaydolur. 

S1fir veya bo�lugun, dogruluga halel gelmemesiy­
le aslmda hicbir alakasmm olmad1gm1 soylemek kafi: 
Dogruluga halel gelmemesi, olaym karar verilemezligi 
ile durumda bunun sonucu olan �eyin ayirt edilemezli-

18 Du�uncede yonelimlerin tipolojisi uzerine, bkz. L'Etre et l'Evenement, 
s. 31 1-315. 
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gi arasmdaki "girift" korelasyonda cereyan eder. Haki­
kati harfin giiciine havale etmek de miimkiin degildir, 
zira bir hakikatin varhg1 hi.;bir kayitla tasdiklenemez. 
"Hakikat �oyledir" gibi bir onerme, "kendisiyle ozde� 
olmama" kavram1 kapsamma hi<,;bir nesnenin girme­
mesini ve dolayis1yla s1fmn bu kavramm sayis1 olmas1-
m saglamak bir yana, daha ziyade a�ag1daki u.;lii sonu­
ca olanak verir: 

- kendisiyle ozde� olmayabilecek bir nesne vardir 
(olayin karar verilemezligi); 

- hi.;bir kavramm kapsamma girmeyen sonsuz nesne 
vardir (bir hakikatin ayirt edilemezligi); 

- sayi, hakikatin bir kategorisi degildir. 

3.11 1K1NC1 A$AMA. Miller'in metninin stratejisi nedir? Ve 
bu stratejide bizatihi sayi ne gibi bir rol oynar? Ger.;ek­
ten de oznenin fonksiyonunun, s ayimn oziinde, varhg1 
tanmmayan temel konumunda yer ald1gm1 ileri siir­
mek mi soz konusudur? Almt1lad1g1m formiiliin biitiin 
apkhg1yla dile getirdigi ku�kusuz budur: " [Sayi] dizi­
sinin olu�u m  siirecinde ( ... ) oznenin fonksiyonu ( ... ) 
�ler haldedir." Daha kesin bir dille, eksikligin yerin­
de sayi olarak s1firla i�aretlenmi�, iptal edili�inin yer 
tutucusu olarak oznenin fonksiyonu, sayi dizisinde 
yineleme veya tekrar i�levi goren �eyi apklayabilecek 
yegane olgudur: D�lanm1� olan ozne (kendisiyle ozde� 
olmayan �ey) bizzat hi<; durmadan "bir ad1m daha" yi­
neleyen i�aretlerin 1sran iizerinden kendini dahil eder: 
once O'dan l'e (Miller "O, 1 diye sayihr" diye i�aret 
eder) , daha soma belirsiz olarak n'den n+l'e: " [Lacanc1 
anlamda oznenin] saymm alanmdan dt�lanmast, yine­
lemeyle ozde�tir. "  

49 



Secereler: Frege, Dedekind, Peano,  Cantor 

3.12 Miller'in metninin diger bolumleri analojik gosterime 
yoneldigi ii;in daha muglaktIT. Omegin: "S1fmn duzde­
gi�mecesi olan sayi dizisi, onun metaforuyla ba�hyorsa, 
sayi olarak dizinin uyesi olan 0, donu�umlu bir temsil 
ve bir d1�lama hareketine gore zincirin altmda kendi­
sini ileten eksikligi (mutlak s1fIT) <liken yer tutucudan 
ibaretse, s1fmn sayi dizisiyle islah edilen ili�kisinde 
oznenin gosteren zinciriyle kurdugu eklemlenmenin 
en yalm ifadesini tammam1za engel olan nedir?" "Ta­
mmak" tabiri, Frege'nin sayi doktrininin, oznenin gos­
teren zinciriyle il�kisi ii;in izomorf (maksimum hal­
de) veya benzer (minimum halde) , ama hii;bir �ekilde 
ozde� olmayan bir "matris" (Miller'in mesele uzerine 
yazd1g1 ba�ka bir makalenin ba�hg1) ileri surdugu fik­
riyle uyumludur. Frege'nin doktrini, Lacanc1 mantigm 
yerinde bir analogon'u olacaktIT. Bu durumda Miller'in 
metni sayi uzerine bir metin olmayacagi ii;in diyecek bir 
�eyimiz kalmaz. lki nedenle sayi uzerine olmayacaktIT: 
Birincisi, sayiyi degil, Frege'nin sayi uzerine doktrinini 
(bu doktrinin ii;sel tutarhhg1 veya gei;erliligine <lair bir 
konum almadan) inceler; ikincisi, sayi dizisini, ozne­
nin fonksiyonunun sayi dizisine dahil olu�unun fiili bir 
omegi olarak degil, gosteren mantigmm didaktik bir 
vekt6ru olarak one surer. 

3.13 Bu ele�tirel kaytarma iki ko�ulun kar�ilanmas1m gerek­
tirir: sayi doktrini ile gosteren doktrini arasmda ozde�­
lik veya omeklendirme degil, izomorfi veya benzerlik 
olmas1; ve Miller'in Frege'nin sayi doktrininin gei;erlili­
ginin izahm1 vermemesi. 
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3.14 Bana gore (yani kendinde sayi dii�fmcesiyle ilgilenen 
herkese gore) her �eyin bagh oldugu bu ikinci husus 

konusunda Miller ba�tan sona okuru muallakta b1rak­

maya devam eder. "Frege'nin sistemi"nden bahseder, 
fakat kendisine gore sayiya <lair ba�anyla tamamlanm1� 

bir teorinin, oziinde tamamen savunulabilir bir dii�iin­

cenin soz konusu olup olmad1g1 anla�dmaz. Mahir ve 

girift -;ah�masmm hi-;bir noktasmda "Frege sistemi" -
nin i-;kin gii-;liiklerine, ozellikle de s1fir, Russel para­

doksunun etkisi, Zermelo aksiyomu ve dille varolu� 

arasmdaki nihai bag hakkmda and1g1m sorunlara degi­

nilmemesi -;arp1c1du. Boylelikle gosteren/sayi izomor­

fizminin, bir yanda Lacan ile ote yanda izlenen analojik 

ama-; bak1mmdan tutarsizhg1 onemli olmayan tekil bir 
teoriye indirgenmi� bir Frege arasmda oldugunu dii­

�iinmek miimkiindiir. 

3.15 Elbette geriye bu tutarsizhgm analojinin diger kutbuna, 
yani gosterenin manugma aktanlm1� olup olmad1gm1 
ortaya pkarmak kahyor. Frege'nin doktrininin bura­

da el-;ilik ettigi farz edilen mant1k a-;1smdan, gosteren 

mant1gmm Miller tarafmdan kurucu konuma yerle�ti­

rildigi dii�iiniilecek olursa risk onernsiz degildir: "Bi­

rincisi (gosterenin mant1g1) digerinin (mant1kp mant1-
g1) ortaya -;1k�1m ele ahr ve mant1gm kokeninin mantl­

g1 olarak anla�dmahdu." Bu kokenden tiiretme siireci, 

tutarsizhktan mustarip bir �emamn (Frege'nin �emas1-

nm) ozne temas1yla tamamlanmasmdan elde edilmi�se 

ne olur? Fakat benim ilgilendigim bu degil. And1g1m 

ko�ullarda metin sayinm yasalanyla ilgilenmiyorsa i�i­
miz burada bitmi� demektir. 
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3.16 O<;:ONCO A$AMA. Bununla birlikte Miller'in bir �ekil­
de sezgisel olarak kavranan ( ve benim katilamayaca­
g1m) sayiya <lair genel bir temsile bagh kald1g1 inkar 
edilemez. Soz konusu olan, sayinm bir "i�ler hal"de 
veya "bir ilerleyi�in yarat1h�1"nda kavrand1g1 fikridir; 
merkezi bir fikirdir, c;iinkii oznenin yinelemenin nede­
ni olarak tamnd1g1 yer tam oras1du. S1fu i�areti denen 
o kapiton noktasmdan hareketle tekrarla "in�a" edilen 
bir sayinm imgesidir bu. Sayiyi gec;;i�, kendiligin iireti­
mi, meydana gelme olarak gormeyi saglayan bu dina­
mik tema Miller'in metninin her yerine sinmi�tir. Ana­
liz tam da O'dan l'e "gec;i�"e veya n'den hareketle n+l'in 
"meydana gelmesi paradoksu"na odaklamr. 

3.17 Tekrar ve gec;;i� olarak bu sayi imgesi, sayimn ozii iize­
rine her muntazam tart1�mayi pe�inen imkans1z hale 
getirir. Sayisal alam ancak katedi� yasalan (bunlar ara­
smda en yayg1m ard1�1khk olsa da kesinlikle tek de­
gildir) uyannca katedebiliyor olu�umuzdan, neden illa 
soz konusu yasalarm saymm varhgm1 te�kil ettigi so­
nucu c;iksm ki? Bir sayidan sonrakine veya bir sayi di­
zisinden limitine bizim nasil gec;memiz gerektigi gayet 
giizel anla�1hr. Fakat saymm bu tar ge{i�lerle tammlan­
d1g1 veya olu�tugu sonucunu c;ikarmak en azmdan ihti­
yats1zhktu. Sayimn ge{miyor olmas1, ezelden beri var­
hg1yla e�-kaplamh bir tomurcuklanmada konu�lamyor 
olmas1 gayet miimkiindiir (nitekim benim tezim de bu 
yonde). Aynca t1pk1 bu konu�lanmada bizim ilerleyi­
�imizi sadece zahmetli gec;i�lerle tanzim etmemiz gibi, 
dii�iincemizin var olan sayilar olarak kavrayabilecekle­
rinin biiyiik bir k1sm1m bilmiyor olmam1z veya bugiine 
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kadar kullanmam� ya da bunlara geci�le eri�mem� ol­
mamiz mumkundur. 

3.18 T ekran, ard1�1khg1, geci�i saymm ozi'l haline getiren 
"konstruktivist" tez, (oh az saymm var oldugu sonu­
cuna ul�u, cunku "var olma"mn, boyle bir gec�in fiili 
destegi olmak d�mda ba�ka bir mumkun anlam1 yok­
tur. Ku�kusuz sezgiciler bu yoksul perspektifi benim­
serler. Borel19 gibi yan-sezgici biri bile dogal tam sayila­
rm buyiik cogunlugunun sadece kurmaca ve eri�ilemez 
bir kutle olarak "var olacagm1" du�unuyordu. Miller'in 
Frege'den odunc ald1g1 Leibnizci tercihin, ortuk bir 
sezgici tercihle ikiye katlanm1� olmas1 mumkundur. 

Elbette gosteren mant1g1 ile sezgici manuk arasmda 
birden fazla ortak nokta oldugunu kabul etmek gerekir; 
en azmdan sezgici mant1gm sisteminde ozneyi ("mate­
matikci ozne") kasten anmas1 nedeniyle bile olsa. Fakat 
boyle bir tercih benim gozumde, bir oznenin i�lemsel 
sezgisiyle olculen sayinm sahasmm dosdogru sonlu ol­
mas1yla sonuclanan bir sayi doktrinine girmemek icin 
ek bir neden olacaktu. Zira sayinm alam daha ziyade 
herhangi bir ozneyle k1yaslanamaz ontolojik bir yoner­
gedir ve sonsuzca sonsuz icine gomulmu�ti'lr. 

3.19 Oyleyse mesele �una doni'l�i'lr: Leibniz'e kar�1 gen;ek 
ayut edilemezler oldugunu, sezgicilere kar�1 sayimn 
gecmedigini, kahc1 oldugunu ve oznel temamn temel­
lendirici kullammma kar�1 sayinm her turlu sonlulugu 
a�t1g1m kabul ederek sayi nas1l du�unulebilir? 

19 Ornegin E. Borel, "La philosophie mathematique et l'infini", Revue du 
mois, no. 14, 1912, s. 219-227. 
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4.1 Dedekind20 sayi kavramm1 bugun "naif' diye adland1-
nlabilecek bir kume teorisi i;en;evesinde sunar. "Naif' 
burada, �eyler ve du�unceyle ili�kili baz1 varsayimlan 
yineleyen bir i;okluk teorisinin soz konusu oldugu an­
lamma gelir. Ashnda "naif' , felsefi demektir. 

Dedekind Les Nombres, que sont-ils et a quoi servent-ils? 
adh metninin daha aph�mda "�ey tabirinden du�un­
cemizin her nesnesini anlad1g1"m dile getirir ve biraz 
daha ileride, farkh �eyler "herhangi bir nedenle ortak 
bir bak1� ac;1sma gore birle�tirildiginde, du�uncede bir 
araya getirildiginde bunlann bir S sistemi olu�turdugu 
soylenir" diye belirtir. Dedekind'in verdigi anlamda bir 
sistem oyleyse dupeduz Cantor'un verdigi anlamda bir 
kumedir. Dedekind'in i;ah�masmm i;eri;evesi (Frege'de 
oldugu gibi) kavram degil, dogrudan saf i;okluktur, 
du�uncenin nesnelerini bir (bir sistem) olarak sayan 
koleksiyondur. 

4.2 Dedekind (Cantor gibi) ozunde ordinal olan bir sayi 
kavrayi�1 geli�tirir. Frege'nin kavrayi�mm temelin-

20 Dedekind'in sa}'l doktrini ii;in ba�vuru metni: Les Nombres, que sont­
ils et a quoi servent-ils?, i;ev. ] .  Milner ve H. Sinaceur, Paris, Navarin, 
1979. Almanca ilk bask1 tarihi 1888 [Orijinal ad1: Was sind und was 
sollen die Zahlen?] . 
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de (kavramlarm kaplamlan arasmda birebir ve orten 
e�lemeler uzerinden) kardinal oldugunu gormii�tiik 
(bkz. 2.3). Bu tezat ne anlama gelir? Ordinal vizyon­
da sayi, bir zincirin halkas1 olarak dii�iiniiliir, bir tam 
sualamamn elemamdu. Kardinal vizyonda sayi daha 
ziyade "aym nicelige" sahip nesne alanlanndan soyut­
lamayla elde edilen bir "saf nicelik"in i�aretidir. Or­
dinal sayi bir dizi �emasma gore, kardinal sayiysa bir 
ol�ume gore dii�iiniiliir. 

4.3 Dedekind sonsuz sayinm (omegin tam sayilann tama­
m1) in�a bak1mmdan sonlu sayidan (her bir tam sayi, 
onun ard1h, vb.) once geldigini one surer. Sonsuz (be­
lirsiz) bir sistemin varhg1, daha sonra da ozel olarak 
N'nin (dogal tam sayilar kiimesi) varhg1 Dedekind'in 
metninin (kendi numaralandumasma gore) 66 ve 72 
numarah paragraflannm i�erigini olu�tururken, "her n 
sayis1, kendisini takip eden n' sayismdan farkhdu" gibi 
goriinii�te hayli temel nitelikte olan bir sonu� kar�1m1-
za 81 numarah paragrafta �1kar. 

Dedekind hakiki bir modemdir. Sonsuzun, sonluya 
k1yasla daha basit oldugunu, varhgm en genel niteligi 
oldugunu bilir: Oznenin yerine <lair ilk kez Pascal'm 
radikal sonu�lar pkard1g1 bir sezgi. 

4.4 Dedekind ba�lamak i�in felsefi "sistem" kavramm1 veya 
herhangi bir �okluk kavramm1 kabul etmeye davet eder 
(bkz. 4.1) .  Boylelikle ana i�lemci, Frege'de oldugu gibi 
(bkz. 2.3) iki sistem arasmdaki birebir ve orten e�leme 
fikri olur. Bununla birlikte Dedekind bunu, Frege'nin 
onerdiginden �ok farkh bir �ekilde kullamr. 
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Birebir ve orten e�lemenin, bijektif fonksiyonun, o 
donemde sayi uzerine du�unen butun du�unurlerin 
anahtar nosyonu oldugunu belirtelim. Frege'nin du­
�uncesini, Cantor'un, Dedekind'in du�uncesini duzen­
leyen nosyon odur. 

4.5 Dedekind fonksiyon veya e�lemeyi "uygulama" olarak 
ve bizim bijektif veya birebir ve orten bir e�leme olarak 
adlandud1g1m1z �eyi "benzer uygulama" olarak adlan­
dmr. Her durumda, a�ag1daki ko�ullan saglayacak �e­
kilde bir S kumesinin ( veya sisteminin) her elemamm 
S' kumesinin bir elemamyla e�le�tiren bir f fonksiyonu 
soz konusudur: 

- S kumesinin s1 ve s2 adh iki farkh elernamyla S' 
kumesinin f (s1) ve f (s2) adh iki farkh elemam e�le�ir; 

- S' kumesinin her elemam f uzerinden S kumesinin 
bir elemamyla e�le�ir. 

Sadece birinci ko�ula uyan bir fonksiyon, ayn fonk­
siyon (gunumuzde buna birebir fonksiyon diyoruz) 
olarak adlandmhr: 

I (s1 :;e s) -- (j(s1) :;Cf (s)) ] 

Elbette bir S sistemiyle ba�ka bir S' sistemi "arasm­
da" degil, bir S sistemi "ii;inde" tammlanm1� f fonk­
siyonlan du�unebiliriz. Bu tUr fonksiyonlar (veya uy­
gulamalar) S kumesinin her elemamyla S kumesinin 
bir elemamm (aym elemam veya bir ba�ka elemam: 
En azmdan ele alman eleman ii;in fonksiyon, ozde�lik 
fonksiyonu olabilir) e�le�tirecektir. 

4.6 Bir S sistemini alahm: f, S sisteminin kendisinde bir 
uygulama (illa benzer veya birebir ve orten bir uy-
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gulama degil) ve s, S sisteminin bir elemam olsun. 
s elemanmdan hareketle tekrarlayarak elde edilmi� 
fonksiyon degerlerinin kumesini, f uygulamas1 i<;in s 
elemamnm zinciri olarak adlandiracag1z. f i<;in s zin­
ciri oyleyse elemanlan s, j(s) , j(j(s)) , j(j(j(s))),  . . .  , 
vs. olan kumedir. 

Burada sonsuz bir tekrar oldugunu du�tmmeyin: Be­
lirli bir mertebeden sonra elde edilen degerler kendisini 
yineleyebilir. S sonluysa durum apk<;a boyledir, zira S 
sisteminin elemanlan olan mumkun degerler (j uygu­
lamas1 S sisteminden S sistemi i<;ine i�lem yapar) sonlu 
sayida bir safhada tOkenir. Fakat p i<;in f fonksiyonunun 
ozde� oldugu, f fonksiyonunun bir p degerine denk gel­
digimizde de boyle olur. 0 durumda j(p) = p �eklinde­
dir ve dolayis1yla j(j(p)) = j(p) = p olur. Fonksiyon p 
degerinde durur. 

4. 7 Bir N sistemi i<;inde N sisteminin a�ag1daki 11<; ko�ula 
uyan bir f uygulamas1 varsa N sisteminin basit{e sonsuz 
(Dedekind'in ifadesi) oldugu soylenecektir: 

1) N i<;inde N sisteminin f fonksiyonu, ayn bir fonk­
siyondur (bkz. 4.5). 

2) N sistemi, bu sistemin elemanlanndan birinin 
zinciridir ve Dedekind bunu 1 ile gosterir ve N'nin ta­
ban elemam olarak adlandmr. 

3) Taban eleman 1 ,  f uzerinden N'deki hi<;bir ele­
manm e�lemesi degildir. Ba�ka bir deyi�le, N'ye ait olan 
n ne olursa olsun j(n) * 1 :  f fonksiyonu asla l'e "geri 
donmez" .  

Boyle bir N'yi <;ok kolay bir �ekilde tasavvur edebili­
riz. 1 elemamyla "ba�lanz" .  j(l)'in, N'nin l 'den farkh 
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bir elemam oldugunu biliyoruz. (3. ko�ul). f(j(l))'in 
l'den ( 1  kesinlikle f i�in bir deger degildir) farkh oldu­
gunu gorebiliriz. Fakat J(j(l))  aym zamanda j(l)'den 
de farkhdir. Ger�ekte f fonksiyonu ( 1 .  ko�ul) ayn bir 
uygulamadir. Dolayis1yla iki farkh eleman f uzerin­
den farkh elemanlarla e�le�ecektir. l'in j(l)'den farkh 
olu�undan j(l)'in f(j(l))'den farkh oldugu sonucu 
pkar. Aym du�uncenin f(j(j(l)))'in l'den, j(l)'den 
ve f(j(l))'den farkh oldugu sonucuna varmamiza 
olanak verecegini sezgisel olarak hissedebiliriz (fakat 
Dedekind kamtlama pe�indedir) . Daha genel olarak f 
fonksiyonunun tekrarlanmas1yla elde edilen her ele­
man, "once gelen" her elemandan farkh olacakur. N, 
bu �ekilde olu�turulmu� zincir oldugu i�in (2. ko�ul) , 
her bir elemanm l'le ba�layan ve fnin surekli uygulan­
mas1yla devam eden i�lemin her ek ad1mmda "ortaya 
�1kmas1" anlammda N, f fonksiyonu tarafmdan sira­
lanm1�, hepsi farkh olan "sonsuz" (sezgisel anlamda) 
elemandan olu�acaktir. 

4.8 Bu �ekilde tammlanm� N "sistemi" saymm yeridir. Ne­
den? C::unkii boyle 'bir N kumesinin n elemanlan iize­
rinde butun ah�ild1k "sayisal" i�lemler tammlanabilir. 

f fonksiyonu sayesinde bir saymm "ard1l"1 kavra­
mma kolayhkla ge�ebiliriz: n bir sayiysa, j(n) , n'nin 
ardihdir. Dedekind'in "ordinal" yakla�1m1 burada yii­
riirlfige girer: Zincir kavram1 arac1hg1yla f fonksiyonu, 
N'yi bir tam siralama uzam1 olarak tammlayan fonksi­
yondur. Bu sualamamn birinci "noktas1" elbette l'dir. 
Felsefi nedenlerle (bkz. 1 . 17) Dedekind 0 i�areti yerine 
l'i tercih eder; "l"  bir zincirin ilk halkasma i�aret edi-
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yorken, s1fir bizzat varhgmda "kardinal"dir: Eksikligi, 
tiim ho� kaplamlar s1mfm1 i�aretler. 

1 ve ard1�1khk i�lemcisi sayesinde ilk once sayilann 
sira yap1s1yla ilgili birincil teoremleri, daha sonra arit­
metik i�lemlerinin, toplama ve .;arpmamn tamm1m bir 
gii.;liik olmadan elde edebiliriz. Boylelikle sadece "sis­
tem" (veya kiime) ve "benzer fonksiyon" (veya birebir 
ve orten e�leme) kavramlanndan hareketle sayisalhgm 
"dogal" kralhg1 bulunacaktir. 

4.9 Yukandaki (4.7) ii.; ko�ula uyan bir f fonksiyonuyla 
yapilanm1� bir N sistemi, "bir sayilar sistemi", sayilar 
kiimesinin yeri olarak adlandmlacaktir. Dedekind'den 
almt1larsak: 

f uygulamas1yla sualanm1� basit�e sonsuz bir N 

sistemi ele ahnd1gmda, elemanlann tikel bile�imini 

tamamen soyutlarsak, sadece bunlan birbirinden 

ayiran �eyleri tutar ve suayi tammlayan f uygula­

masmm bunlar arasmda kurdugu bagmtilan dikkate 

ahrsak bu sayilan dogal sayilar veya ordinal sayilar 

veya hatta sayilar olarak adlanduacag1z; ve taban 

elemam 1 ,  N sayilan serisinin taban sayis1 olarak ad­

landmlacaktu. Elemanlann her turhi i�erikten azat 

edilmesiyle (soyutlama) ili�kili olarak, sayilan hakh 

bir �ekilde insan zihninin ozgur bir yaratim1 olarak 

tammlayabiliriz. 

Dedekind'in iislubundaki co�ku a�ikardir. S "siste­
mi"ni tamamen fonksiyonel ve ordinal bir �ekilde iiret­
mesi nedeniyle Dedekind'in sayiyi saf dO�Once d1�m­
daki bOtOn yargilama alanmdan pkard1gmm farkmda 
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olmasmdan kaynaklamr bu co�ku. Kitapc;1gmm birinci 
bask1smda onsoz i�levindeki "duyuru"nun uslubu ve 
surdugu pey de boyledir: "Aritmetigi (cebir, analiz) 
sadece mant1gm bir parc;as1 olarak tammlayarak sayi 
kavrammm zaman veya uzama <lair temsiller veya sez­
gilerden tamamen bag1ms1z oldugunu ve dolays1z bir 
�ekilde du�uncenin saf yasalarmdan ortaya c;1kt1gm1 
soyluyorum." Bu nun, Kant'la ac;iklanabilecek bir me tin 
oldugu goruluyor: Sayi uzerinde du�unen modernlerin 
butun sorunu, Platon-Kant-Leibniz uc;geninde gezin­
meleridir.21 "Bir" sayiyi degil, N'yi, sayilarm sonsuz 
"sistemi"ni tammlayan Dedekind hakh bir iftiharla s1rf 
du�uncenin kuvvetiyle sayisalhgm kavranabilir yerine 
yerle�tigini du�unur. 

4.10 S1fu, soma da sayi kavram1yla degil, kavramdan varo­
lu�a gec;i� veya dilin varhk uzerindeki yarg1 yetkisiyle 
ilgili olan Frege'nin guc;luklerini bilen ki�iler olarak 
�oyle sorabiliriz: Bir sayilar sistemi, "basitc;e sonsuz" 
bir N sistemi var m1dir? Yoksa beklenmedik bir "pa­
radoks" bizim ic;in Dedekind'in entelektuel co�kusunu 
yumu�atacak m1dIT? 

21 Aynca Frege'nin Leibnizci, Peano'nun Kantp ve Cantor'un Platoncu 
oldugu ileri siirtilebilir. 

<;:ag1mmn en biiyiik manlikps1 K. GO<lel en onemli ii� filozofun Pla­
ton, Leibniz ve Husserl oldugunu dii�iiniiyordu. Husserl onda, tabir 
caizse, Kant'm yerini tutmaktadir. 

Dolayis1yla matematigin sordugu ii� biiyiik soru �unlardir: 
a) saf kavranabilir olamn ger�ekligi, matematigin dii�iindiigii �eyin 

varhg1 (Platon); 
b) iyi olu�turulmu� dil, pkanmm kesinligi, hesaplama yasas1 (Leibniz);  
c) anlamm olu�umu, onermelerin evrenselligi (Kant, Husserl). 
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4.11 Dedekind elbette kendi sayi sisteminin varhg1 konu­
sunda kaygdamr. Varhgm1 kamtlamak i�in u� safhada 
ilerler: 

1) Sonsuz bir sistemin (veya kumenin) ne oldugu­
na <lair, felsefeye veya sezgiye ba�vurmadan, i�sel bir 
tamm. 

2) Sonsuz bir sistemin varhgmm ispau (gorecegimiz 
gibi, hayli spekulatif bir ispat) . 

3) Her sonsuz sistemin "basit�e sonsuz bir N siste­
mini par�as1 olarak i�erdigi" ger�eginin ispati. 

Bu ii� nokta �u sonucu pkarmaya olanak verir: En 
az bir sonsuz sistem var oldugu ve her sonsuz sistem 
alt-sistem olarak bir N'ye, basit�e sonsuz bir N siste­
mine veya "sayimn yeri"ne sahip oldugu i�in bu yer 
vardir. Bu da �u anlama gelir: Sayi vardir. "Aritmetigin, 
manugm bir pan;as1 olmas1", sirf saf dii�uncenin kav­
ramsal .;abas1 arac1hg1yla hem sayisalhgm kavranabilir 
bir yerinin tutarhhg1m hem de boyle bir yerin fiili var­
hgm1 temin edebilirim anlamma gelir. 

4.12 Dedekind'in sonsuz bir kumeye <lair onerdigi tamm 
kayda degerdir. Kendisi de hakh nedenlerle bu tammla 
gurur duyar. Soyle yazar: "Sonsuzun tamm1 ( .  . .  ) tum 
ara�tirmamm .;ekirdegini olu�turuyor. Sonsuzu sonlu­
dan ayirt etmek i.;in yapdan, bildigim tum diger dene­
meler o kadar az ba�anya ula�m1� gorunuyor ki bunla­
rm bir ele�tirisini yapmasam da olabilir. "  

Bu sonsuz tamm1, Galileo tarafmdan yapdm1� bir 
yorumu sistematikle�tirir: Tam sayilar ile bu sayilann 
tam karesi olan sayilar arasmda birebir ve orten bir e�­
leme vardir. j(n) = n2 diye yazmak yeterli. Bununla bir-
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likte karesi almm� sayilar tam sayilarm oz pan;as1dir 
(bir kumenin oz parcas1, butunden farkh olan bir par­
cadir, gercekten "k1smi" olan bir parcadir) . Dolayis1yla, 
sezgisel olarak sonsuz kumeler incelendiginde butun 
kume ile bu kumenin oz parcalanndan biri arasmda bi­
rebir ve orten e�lemeler var gibi gorunmektedir. Sonuc 
olarak soz konusu pan;anm, kumenin kendisi "kadar" 
elemam vardir. Galileo bundan fiili sonsuz kumele­
ri du�unmeye .,;abalamamn absurt oldugu sonucuna 
varm1�u. Sonsuz bir kume oz parcalanndan biri "ka­
dar buyfik" oldugu (en az "o kadar" eleman icerdigi) 
icin, sonsuz bfitunler soz konusu oldugunda "butun, 
parcadan buynktur" onermesi gorunu�e gore yanh$ttr. 
Gelgelelim bu onerme Oklid'in Elemanlar'mm bir aksi­
yomudur ve Galileo bunun reddedilebilecegini akhna 
bile getirmez. 

Dedekind bu paradoksu cesur bir �ekilde sonsuz ku­
melerin tammma donu�turur: "Oz parcalarmdan birine 
benziyorsa bir S sisteminin sonsuz oldugu soylenir; zit 
durumda, S'nin sonlu bir sistem oldugu soylenir" (De­
dekind'in sozlugunde "sistem"in kume, iki sistem ara­
smdaki benzerligin de bunlar arasmda birebir ve orten 
bir e�leme oldugu anlamma geldigini hat1rlatahm). 

4.13 Dedekind'in tammmm en carp1c1 yam, sonsuzu pozitif 
olarak belirlemesi ve sonluyu negatif olarak ona tabi 
kilmas1dir. Dedekind' de hep oldugu gibi, bu onun hay­
li modem vurgusudur. Sonsuz bir sistem varolu�sal bir 
dogaya sahip bir ozellik ta�ir: Onunla oz par.,;alanndan 
biri arasmda birebir ve orten bir e�leme vardtr. Sonlu, 
boyle bir ozelligin var olmadtgt durumdur. Sonlu sade-
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ce sonsuz olmayandir ve du�uncenin tlim pozitif sa­
deligi sonsuza baghdir. Sonsuzun gozupek bir �ekilde 
tumden laikle�tirilrnesi, erdemlerini henuz tuketeme­
digimiz (biz, yani hala dini bag1mhhg1m1zm okunur ol­
dugu "sonlu"nun beceriksiz partizanlan) bir hamledir. 

4.14 Dedekind'in yakla�1rnmm ii(:iincii noktas1 (her sonsuz 
sistern, N turu bir sistemi, saymm bir yerini, pan;ala­
nndan biri olarak i�erir, bkz. 4. 1 1) mukernmel bir za­
rafete sahip bir ispatur. 

Bir S sisteminin sonsuz oldugunu varsayahm. Son­
suz sistemlerin tamrnma gore S ile oz par�alanndan 
biri olan S' arasmda birebir ve orten bir f e�lemesi bu­
lunur. Ba�ka bir deyi�le, S kumesinin her elemamyla S' 
kumesinin bir elemamm e�le�tiren bijektif bir f fonk­
siyonu bulunur. S', S kumesinin bir oz par�as1 oldugu 
i�in S kumesinin S' kumesinde olmayan en az bir ele­
rnam vardu (aksi takdirde S=S' olurdu ve bu durum­
da S' "oz" par�as1 olrnazd1) . Boyle bir eleman se�elirn 
ve bunu 1 olarak adlandirahm. f fonksiyonu i�in 1 
zincirini du�unelirn ("zincir" i�in, bkz. 4.6). Sunlan 
biliyoruz: 

- f ayn (birebir) bir uygulama veya fonksiyondur, 
�unku S ile S' arasmda birebir ve orten e�lernedir ve her 
biiebir ve orten e�lerne ayndir. 

- f iizerinden 1 ,  zincirin ba�ka hi�bir terimiyle e�­
le�mez, zira l 'i S' kurnesi d1�mda se�tik ve f, S kUrne­
sinin elernanlanyla sadece S' kiimesinin elemanlanm e�­
le�tirir. Dolayis1yla zincirde j(s) = l olacak �ekilde bir s 
elemam var olarnaz. Zincirde fonksiyon asla l'e "geri 
donrnez". 
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Dolayis1yla S ic;inde, f  ic;in l'in zinciri basitc;e sonsuz 
bir N kumesidir: 4. 7 numarah paragrafta boyle bir N 
ic;in belirlenmi� uc; ko�ula uyar. 

Sonsuz bir sistem varsa, S kumesinin bir parc;as1 ola­
rak bir N, sayinm bir yeri de oldugu guvencesi boy­
lelikle saglanm1� olur. Dedekind'in tezi nihayetinde 
�oyledir: Sonsuz varsa, say1 vardtr. Bu husus (benzer 
bir uygulama ic;in l'in zinciri olarak sayimn ordinal 
tamm1 ve sonsuzun tamm1 dikkate almd1gmda) tam 
olarak ispatlanm1$ttr. 

4.15 Gelgelelim sonsuz var m1du? l�te tum mesele budur. 
Bu, Dedekind'in yakla�1mmm ikinci noktas1du; Fre­
ge'de s1fmn i$gal ettigi yeri Dedekind' de saymm varolu­
$Unun dayanagt olan sonsuzun i$gal ettiginin ortaya c;ik­
ug1 nokta. 

4.16 Geri kalan her �eyin (sonsuz bir sistem veya kiimenin 
varhg1 ve dii�uncede tutarhhg1) dayanacag1 �eyi ispatla­
mak ic;in Dedekind aniden ilk ba�taki biitun felsefi var­
sayimlara (du�uncenin nesnesi olarak �ey) ba�vurur. 
Ku�kusuz bu varsayimlar, bizzat "sistem" fikrini (her 
turlu �eyler · koleksiyonu) halihazuda zayif bir �ekilde 
destekliyordu. Fakat sonraki tammlar (zincir, basitc;e 
sonsuz kume) ve ispatlann c;ekici ylizeyine kap1lm1� 
halde bu sistemin ne kadar narin oldugunu unuturuz. 
Dedekind'in metninde 66 numarah paragrafta masum­
ca "teorem" olarak beliren �eyin "ispat1"m burada an­
mak en iyisi: 
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66. Teorem: Sonsuz sistemler vardu. 

Ispat: Du�uncelerimin alam, yani du�uncemin nes­

nesi olabilecek her �eyin S kumesi sonsuzdur. (:un­

ku �ayet s, S kumesinin bir elemamysa, s elemammn 

du�iincemin nesnesi olabilecegi yonundeki s' du�un­

cesi de bizzat S kiimesinin bir elemamdu. Bu elema­

m, s elemammn j(s) goruntiisu olarak du�iinursek, 

bu �ekilde tammlanm1� S kiimesinin f uygulamasm­

da, S' gorunt\isuniin S kumesinin oz par�as1 olma 

ozelligi vardu; ozel olarak S', S kumesinin bir oz par­

�as1du, zira S kumesinde bu tur s' du�uncesinden 

ayn olan ve bu nedenle S' goriintusunde i�erilmeyen 

elemanlar vardu ( omegin, egom) . Sonu� olarak s1 ve 

s2, S kumesinin farkh elemanlanysa bunlann s1' ve s2' 
goruntulerinin de farkh oldugu a1;1ktu; dolayis1yla 

bu uygulama ayn bir uygulamadu. Sonu� olarak S 

sonsuzdur. CQFD.22 

4.17 Sa�kmhg1m1z ge�tigirtde (fakat Spinoza'mn Ethica ese­
rinin ilk onermelerini okudugumuzda hissettigimiz 
�a�kmhga benzer bu) soz konusu varolu� ispaum ya­
kmdan incelememiz gerekir. 

4.18 Birka� teknik apklama. lspatm ozii, "dii�iincemin bir 
nesnesi" ile "bu, dii�iincemin bir nesnesidir" dii�iincesi 
arasmdaki e�lemeyi, yani bir dii�unceyle o dii�iincenin 
dii�iincesi ya da ozdii�iiniim [reflexion] arasmdaki e�-

22 CQFD (Ce Qu'il Fallait Demontrer) : "Boylece ispanm1z sona erer" 
anlamma gelen ve kesin bir ispatm sonunda kullamlan Frans1zca 
ifade.-�n 
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lemeyi, olanakh du�iincelerim kumesinin elemanlan 
arasmdaki bir fonksiyon gibi ele almaktan olu�ur (ni­
tekim "dii�lincemin olanakh bir nesnesi" ile olanakh 
bir du�iince ozde�le�tirilebilir). Bu fonksiyon "ayn"dir 
(giinlimlizde birebir diyoruz), cunkli ayn iki elema­
nm fonksiyon arac1hg1yla iki ayn elemanla e�le�mesi 
ozelligini ta�ir (aynca birebir ve orten e�lemeler de bu 
ozelligi ta�ir) . N esnelerinin birbirinden ayirt etmeyi 
saglad1g1 iki du�iince verildiginde, bu dii�iincelerin 
iki du�uncesi de ayndir (ayn du�linceleri du�iinduk­
leri icin onlarm da ayn nesneleri vardir) . Dolayis1yla 
genel olarak dii�iincelerle "bir du�lincenin dii�iincesi" 
tiiriindeki dii�iinceler arasmda birebir ve orten bir e�­
leme oldugu sonucu pkar. Ya da ba�ka tiirlii soylersek, 
nesnesi herhangi bir �ey olan du�linceler ile nesnesi 
bir du�iince olan dii�iinceler arasmda boyle bir e�leme 
bulunur. Gelgelelim ikinciler tum olanakh du�iinceler 
kiimesinin bir oz parcasm1 olu�turur, zira dii�iincelerin 
dii�iinceleri olmayan dii�iinceler vardir: Dedekind'in 
carp1c1 omegi, "ego" olarak adlandird1g1 �eydir. Dolayi­
s1yla biitiin olanakh dii�lincelerimin kiimesi, kendi oz 
parcalarmdan biriyle birebir ve orten bir e�le�me icinde 
oldugu icin, sonsuzdur. 

4.19 Dedekind'in yakla�1m1, Descartes'm Cogito'su ile Spino­
za'daki fikrin fikrinin �ok ozel bir kombinasyonudur. 

Kalk1� noktas1, olanakh biitiin du�lincelerin "kapah" 
yap1lanmas1, saf dii�iincenin varolu�sal noktas1 olarak 
bizzat Cogito'nun uzam1dir. Blitun olanakh du�iincele­
rimin kumesi olarak bir �eyin var oldugu verilidir (fakat 
bunu bize sadece Cogito garanti eder) . 
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Spinoza'nm nedensel "seriyalizm"iyle (Dedekind'in 
tarihsel kaynaklan ne olursa olsun) hem basit fikirle­
ri bunlann nesneleriyle (Spinoza, fikri fikir olan cisim 
arac1hg1yla, der) ozde�le�tirmeye olanak veren bir "pa­
ralelizm"in varhg1 hem de nesnesi bir cisim degil, bir 
ba�ka fikir olan "karma�1k" fikirlerin varhgm1 temin 
eden ozdii�iiniimsel bir katlanmanm varhg1 ili�kilen­
dirilir. Spinoza icin oldugu gibi Dedekind i1,;in de, bu 
ozdii�iinumsel katlanma i�leminin sonsuza gitmesi ge­
rekir. Bir fikrin fikri (veya bir nesneye <lair dii�fmcenin 
dii�iincesi) bir fikirdir. Dolayis1yla bir cisme <lair fikrin 
fikrinin fikri, vs. olan bir fikir vardu. 

Dedekind'in sonsuz bir sistemin var oldugu sonu­
cuna varabilmesi i1,;in tum bu temalar zorunludur. 
Olanakh dii�fmcelerim kiimesinde 1,;evresi 1,;izilmi�, Bir 
i�aretiyle temsil edilebilir bir "yer" olmas1 gerekir. Bu 
yerde Descartes'm Cogito'da varhgm1 ve ozfmii (saf 
dii�iince) tespit ettigi haliyle ruhu, "dii�iinen �ey"i ta­
mmak miimkiindiir. lki farkh nesneye iki farkh fikir 
baglanacak �ekilde bir fikrin nesnesiyle ozde�le�ebilir 
olmas1 gerekir: E�lemenin birebir ve orten karakte­
rini sadece bu saglar. Son olarak ozdii�iiniimsel i�le­
min sonsuza gitmesi gerekir, aksi takdirde fonksiyon 
iizerinden e�lemesi olmayan dii�iinceler var olacakur; 
iizerine dii�iince olmayan du�iinceler. Bu ise argiimam 
yikacaktlr, zira biitiin olanakh dii�iincelerim kiimesi­
nin, yani S kiimesinin her elemam ile ozdii�uniimsel 
dii�iincelerim kiimesinin ya da S' kiimesinin bir elema­
nmm e�le�ecegi kesin olmayacaktu. Son olarak bilhas­
sa ozdii�iinumsel olmayan, bir du�uncenin du�iincesi 
olmayan en az bir dii�iince olmahdu. Ozdii�uniimsel 
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dii�tmceler kiimesinin, yani S',...kiimesinin, olanakh dii­
�iincelerim kiimesinin, yani S kiimesinin bir oz parc;a­
s1 olmasm1 sadece bu saglar. Bu sabit fark noktasmda, 
Dedekind'in "egom" olarak adlandird1g1, bizatihi Cogi­
to'yu tamyabiliriz. Bir dii�iincenin dii�iincesi olarak dii­
�iiniilmeye olanak vermeyen �ey bizzat dii�iincenin edimi­
dir, "ben dii�iiniiyorum"dur. "Dii�finiiyorum" parc;alara 
ayn�tmlamaz, onu bir ba�ka du�iincenin dii�iincesi 
olarak dile getirmek imkans1zdir, zira biitiin diger dii­
�iinceler onu varsayar. 

Dedekind ic;in en nihayetinde saymm, her ozdii�ii­
niimiin dayanag1 (ozellikle bir "dii�iindiigiimii dii�ii­
nuyorum" vardir) olan, fakat kendisi ozdii�iiniimiin 
d1�mda yer alan Cogito'nun saf bir varolu� noktas1 ol­
mas1 kayd1yla var oldugunu soylemek abart1h olmaz. 
Sonsuzun ve dolayis1yla sayinm varolu�sal temeli, Sart­
re'm "ozdii�iiniimsellik oncesi Cogito" olarak adlan­
dird1g1 �eydir. 

Dolayh olarak burada Jacques-Alain Miller'in tezi­
nin bir ba�ka bic;imini buluruz: Sayiya dayanak olan 
�ey oznedir. Aradaki fark �udur: Miller'e gore oznenin 
fonksiyonunu zorunlu kilan, sayiyi "meydana c;ikarma 
i�lemi"yken Dedekind ic;in sayinm yeri olarak sonsu­
zun varhg1dir. Frege'nin s1fm kavramsal olarak tiim­
dengelimle c;1karsama giri�imiyle Dedekind'in sonsuzu 
yap1sal olarak tiimdengelimle c;ikarsama giri�imi aym 
noktaya getirir: ya eksikligin isran olarak ya da saf va­
rolu� noktas1 olarak ozne. Lacan'm oznesi s1finn yarau­
h�ma, Descartes'm oznesi sonsuzun varhgma isnat edi­
lebilir. Sanki sayiya <lair dii�iincenin iic; biiyiik modern 
sorunundan (s1fir, sonsuz, Bir'in kayb1) ikisi, iic;iinciisii 
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bir kume teorisi kisvesi altmda kabul edildiginde, sade­
ce modernitenin o buyiik f elsefi kategorisinin radikal 
bir kullamm1yla i;ozulebilirmi� gibidir: ozne. 

4.20 Frege'yi takip edecek kadar Leibnizci olmad1g1m gibi, 
Dedekind'i takip edecek kadar Kartezyen veya Spino­
zac1 olmad1g1m1 soylemekle yetinebilirdim. 

4.21 Dedekind'in Spinozac1hgma kar�1: Du�unceden du�un­
cenin du�uncesine ve du�uncenin du�uncesinin du­
�uncesine, vs. sonsuz bir tekrar fikri, saymm yerinin 
varhgm1 temellendirmek �oyle dursun, bu yeri varsa­
yar. Ashnda bu tur hii;bir deneyimimiz yoktur. Sadece 
sayi dizisinin varolu�u ve bunun sonucunda sayi dizisi 
du�uncesi, durmadan kendisini yansilayan bir ozdii�u­
numu temsil etmemize ve sayisal kurmaca olu�turma­
m1za olanak verir. Kendisinin mesela dorduncu veya 
be�inci duzeyden yans1masmda bir "du�unce"yi dile 
getirme olanag1 ai;1ki;a sayilann soyut bilgisini ko�ul 
olarak gerektirir. "Sonsuza giden" bir du�unce fikriyse 
ku�kusuz ispatlamak istedigimizi, yani sonsuzun du­
�uncedeki etkisini ii;erir; bu etki uzerine tefekkiiriin 
tek yoluysa sayimn matematigidir. 

4.22 Varolu� meseleleriyle ilgili olarak Spinoza'mn kendisi 
Dedekind'in ilerledigi yolda ilerlememeye ozen goste­
rir. Spinoza sonsuzun varhgm1 hi<;bir �ekilde fikirlerin 
yinelenmesinden i;1karmaya i;ah�maz. T ersine, toziin 
sonsuzlugunu koyutlad1g1 ii;in bir cismin fikrinden fi­
kirlerin fikirlerinin fikirlerine, vs. giden zincirin son­
suz oldugunu ispatlayabilir. Ona gore (aynca hakhdu 
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da) sonsuzun varhg1 bir aksiyomdur. Onun mesele­
si daha ziyade "oteki taraf'la ilgilidir; cisim tarafiyla 
(veya Dedekind i�in nesne) . Zira fikirler zinciriyle ci­
simler zinciri arasmda kesin bir paralellik varsa fikrin 
fikri kar�1smda bir "cismin cismi" olmas1 gerekir; ve 
boyle bir �eyin ger�ekligini kavrayamayiz. Dedekind 
bu engelden kapmr, �unku onun i�in du�fincelerin 
yeri Kartezyen kapanma ozelligine sahiptir: Cisimsel 
d1�ans1, kaplayim [etendue] niteligi, devreye girmez. 
Fakat Spinozac1 tekrardan sonsuz uzerine nihai bir tez 
�1karma �abasmda sadece bir fasit daire uretmi� olur. 

4.23 Dedekind'in Kartezyenciligine kar�1: Her du�fincenin 
bir du�uncenin nesnesi olabilmesi ispat a�1smdan te­
meldir. Bu tema tartl�mas1z bir �ekilde Kartezyendir: 
"Du�unuyorum",  dii�fincenin "malzemesi" olarak 
genel anlamda fikirlerin varhgmm dayanag1dir ve du­
�finulebilir bir fikir olmayan, yani (olanakh du�unce­
lerim kumesinden bahsettigimize gore) du�uncemin 
nesnesi olarak fiilen ger�ekle�tirilebilir olmayan bir 
fikrin olmad1g1 a�1ktir. Fakat bu apk�a "id"in hen o 
du�unceyi du�unmeden ve hatta du�unmem miimkiin 
olmasa da du�unebilecegini d1�lamaktir. Dedekind, 
Freud'dan itibaren du�undugu ve du�uncelerinden 
bazilan du�unemeyecegim �eyler olarak tammlanacak 
ko�ullarda du�undiigu apkhga kavu�turulmu� bilin�­
d1�m1 d1�lamas1yla Kartezyendir. "Bilin�d1�1 du�unce­
ler" , en azmdan dogrudan du�uncemin nesnelerine 
donfi�emeyecek dii�iincelerdir. 

Daha genel olarak �agda� bir filozof i�in, hakiki du­
�fincelerin, tfireyimsel bir hakikat prosedurune dahil 
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olan du�uncelerin, bunlann ozdu�unumlerinin figu­
riinde oldugu haliyle gosterilebilecegi ku�kuludur. Bu, 
bilgi figuriine (ki o da ozdu�unumun figuriidur) indir­
genmelerinin kendileriyle e�kaplamh oldugunu tasav­
vur etmek olacakur. <:;agda� felsefenin en saglam fikri 
tam da hakikat sfirecini sadece bilgide bir gedik olarak 
kavramas1du. Sayet "du�unce" bir hakikat prosedu­
riinde oznenin gen;ekle�mesiyse o halde bu du�un­
cenin du�uncesi yoktur, zira bu du�unceye <lair bilgi 
yoktur. Dedekind'in yakla�1m1 bilirn;d�mda pkmaza 
girer ve bilgi ile hakikat arasmdaki aynm konusunda 
odun verir. 

4.24 Descartes'm kendisi Dedekind'den daha basiretlidir. 
Sonsuzu ozdu�unumden veya bizatihi Cogito'dan c1-
karsamaktan geri durur. Tann'yi kamtlamak icin, De­
dekind'in yapug1 gibi olanakh du�uncelerimin topla� 
mm1 du�unmez. Tersine bir fikri, Tann fikrini tekil­
le�tirir; oyle ki, Descartes'm yerel argumamyla Dede­
kind'in global veya kume teorisel argumam zit olarak 
konumlandmlabilir. Descartes'm meselesi ba�ka yer­
dedir, Frege'nin sorunuyla aym turdedir: Kavramdan 
varolu�a nasil gecilir? Bunun icin fikir ile fikrin yeri 
arasmda bir nispetsizlik argumam gerekir: Sonsuz fik­
ri, ruh veya Dedekind icin olanakh du�uncelerimin 
kumesi olan bu fikrin yeriyle k1yas saglayacak ortak 
bir olcute sahip degildir, zira tozsel varhgmda kavran­
d1gmda bu yer sonludur. Dolayis1yla sonsuza dair tekil 
fikir "ba�ka yerden gelmelidir" , gercek bir sonsuzun 
firiim1 olmahdu. 

Descartes ve Dedekind'in konumlanmn sonunda ter­
se dondugunu goruyoruz. Dedekind icin sonsuz olan 
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yerdir, .;unku ozdti$tinumselligin ( Cogito'nun yetisi) 
sonsuza gitmesini desteklemesi gerekir. Descartes i.;in 
sonsuz olan, yerin d1$1dir (Tann), .;unku varhg1 Cogito 
tarafmdan temin edilen dti$tincelerimin yeri sonludur 
ve dolayis1yla tek ba$ma sonsuz fikrine dayanak olu$­
turmaya muktedir degildir. Fakat yerin sonlulugunu 
kirmak istegiyle Dedekind bu yerin, Ba$ka bir yer tara­
fmdan tezgahlanm1$ bir sahneden ibaret olabilecegini 
veya dti$tincenin kendi ilkesine sadece sonsuz sayinm 
(dti$tince, bu sonsuz sayinm ozdti$tinumsel olmayan 
ve sonlu am olacaktir) varsayilmasmda sahip olabilece­
gini unutur. 

4.25 l.;kin veya argumantatif ele$tiri: Dedekind'in hareket 
noktas1 "dti$tincemin butun olanakh nesnelerinin ala­
m" dir ve bunu hemen S sistemi olarak adland1rmaya 
karar verir . .  Fakat bu alan bir sistem, yani bir kume ola­
rak du�unulmeye elveri�li midir? "Dti$tincemin olanakh 
nesneleri" bir kume, bir olarak sayilabilecek tutarh bir 
.;okluk olu$turur mu (dti$tincemin bu sayma i$lemini 
kimin yaptig1 konusundaki belah soruyu bir kenara 
birak1yoruz)? Bizzat dti$tince i.;in butunsel olarak bir 
araya getirilmesi tam da imkansiz oldugu i.;in bu alan 
daha ziyade tutars1z bir .;okluk degil midir? Lacan'm 
imkans1z ile ger.;egi ozde$le$tirmesini kabul edecek 
olursak, dti$tincemin butun mumkun nesnelerinin "sis­
temi", bir-olarak-sayilmasmm-imkans1zhg1 anlammda 
dti$tincenin ger.;egi olmayacak m1dir? Oysa "dti$tince­
min butun olanakh nesnelerinin alam"nm sonsuz bir 
sistem oldugunu ortaya koymadan once bir sistem (bir 
kume) oldugunu ortaya koymak gerekir. 
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4.26 Russel'm paradoksunun, Frege'nin sayiyi kavramdan 
hareketle turetmesini yikmas1 gibi, tum kumelerin ku­
mesi "paradoksu" da -oncekinin soyundan gelen bir 
paradoks- Dedekind'in sonsuzun varhg1m ve bunun 
sonucunda sayinm yeri olan N'nin, "basit.;e sonsuz" 
kumenin varhgm1 tumdengelimle pkarsamas1m yikar. 
Dedekind tarafmdan kusursuz .;1kanmlarda kavramsal 
olarak tespit edilen sayinm yeri, aym zamanda varolu� 
smamas1 da olan tutarhhk smamasmdan ge.;emez. 

4.27 "Dedekind usulu" akil ylirutelim. Nesnelerinin tekil­
liginden soyutlanmas1 i.;inde ele alman veya Dede­
kind'in dedigi gibi sadece bu nesneleri "farkhla�uran 
�ey"e (dolayis1yla sisteme ve sistemin yasalanna basit 
aidiyetlerine) gore du�unulmu� herhangi .bir sistem 
(bir kume) elbette du�uncemin mumkun bir nesnesi­
dir. Sonu.; olarak du�uncemin olanakh butun nesne­
lerinden olu�an varsayilan S sisteminde bir altsistem 
(altkume) olarak butun sistemlerin sistemi, butun ku­
melerin kumesi yer ahr. Bu butun sistemlerin sistemi 
bu s1fatla bizzat du�uncemin mumkun bir nesnesidir. 
Basitle�tirmek i.;in butun sistemlerin sisteminin bir du­
�unce oldugunu soyleyelim. 

Gelgelelim bu durum imkans1zdir. Dedekind'in is­
patmm temel bir ilkesi, her du�uncenin, bu du�unce­
nin du�uncesini dogurmasm1 gerektirir; ve soz konusu 
du�unce, ilk du�unceden farkh olmahdu. Butun kume­
lerin kumesi du�uncesi varsa bu durumda o du�unce­
nin de bir du�uncesi vardu ve bUtun mumkun du�un­
celerim kumesi, yani S ii;indedir. Oyleyse S, butun ku­
melerin kumesinden daha buyuktiir, .;unku butun ku-
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melerin kumesinde yer almayan en az bir eleman i�erir 
(butun kumelerin kumesi du�uncesi) .  Boyle bir �eyse 
olamaz, �unku S bir kumedir ve dolayis1yla bUtun ku­
melerin kumesi ii,;inde eleman olarak yer almahdir. 

Yahut: Kume, sistem olarak alman du�uncemin 
butun olanakh nesnelerinin alam S, butun kumelerin 
kumesinin bir elemamdir. Seri olu�turan veya ozdu�u­
numsel yasasmda du�unuldugunde S, butun kumele­
rin kumesinden ta�ar, �unku butun kumelerin kumesi 
denen o du�uncenin du�uncesini i�erir. Dolayis1yla S, 
elemanlanndan birinin -butun kumelerin kumesi du­
�uncesi- aym zamanda hem i�inde (veya ondan "daha 
ku�uk") hem de d1�mdadir (veya ondan "daha buylik"­
tur) . Oyleyse mantiksal tutars1zhg1 d1�larsak, ya butun 
kumelerin kumesinin, butun sistemlerin sisteminin, 
uzerine du�unmu� olmam1za ragmen, dii�iincem ii,;in 
miimkiin bir nesne olmadtgt ya da -ki en mant1kh se�e­
nek budur- du�uncemin butun mumkun nesnelerin­
den olu�an alamn bir sistem veya bir kume olmad1g1 
sonucuna varmam1z gerekir. Fakat bu ikinci durumda 
sonsuz bir sistemin varhgmm ispatma dayanak olamaz. 

4.28 Simdi daha matematiksel �ekilde akil y\irutelim. Butun 
kumelerin kumesinin var oldugunu farz edelim (bu da 
zorunlu olarak du�uncemin butun mumkun nesnele­
rinin alanmm kiime olarak var oldugu anlamma gelir) . 
Bu durumda, bir kume oldugu i�in bu kumede ortak 
bir ozellige sahip butun elemanlan var olan bir kume 
olarak ayirabiliriz (Zermelo'nun aksiyomu, bkz. 2. 12) .  
Ozelligi "kendisinin elemam olmama" olarak se�elim. 
Bu kez ayirma yoluyla, yani halihazirda gereken varo-
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lu� teminat1yla, var oldugu varsayilan butun kumelerin 
kumesinde, kendilerinin elemam olmayan butun ku­
melerin kumesini "keselim". Bundan dolayi soz konu­
su kume vardu, fakat Russel'm paradoksu bunun im­
kansiz oldugunu gostermi�tir (kendi elemam olmayan 
butun kumelerin kumesinin var oldugunu ileri surmek 
dogrudan formel bir �el�kiye goturur, bkz. 2. 1 1) .  Do­
layis1yla butun kumelerin kumesinin var olmas1 ve a 
fortiori bu tun mumkun du�uncelerimin alanmm bir 
kume olmas1 imkans1zdir. 

4.29 Dedekind'in giri�imi nihayetinde Frege'nin gi�iminin 
ba�ans1z oldugu yerde ba�ans1z olur: kavramdan varo­
lu� savma ge��te. Aynca meselenin temeli de aymdir: 
Frege ve Dedekind "salt mantik" veya bizatihi du�un­
ceden hareketle sadece sayimn �lemsel kurallanm de­
gil, du�unce i�in saymm varhg1 ger�egini �ikarsamaya 
�abalar. Oysa tipk1 ho� kUme veya s1firda oldugu gibi, 
sonsuz pkarsanamaz: Sonsuzun varhgma aksiyomatik 
olarak karar verilir; bu da, bu varhg1 du�uncenin bir 
in�as1 olarak degil, Varhgm bir olgusu olarak ald1g1m1Zl 
kabul etmek anlamma gelir. 

lster Frege gibi "a�ag1dan", saf eksiklik yanmdan, 
ister Dedekind gibi "yukandan" ,  sonsuz tarafmdan 
alahm, sayimn sahas1 mant1gm yontemleriyle, sade­
ce du�uncenin kendi ustundeki bask1s1yla tespit edi­
lemez. Varhgmm saf ve basit kabuhl zorunludur: Bo� 
kume aksiyomu s1fm temellendirir ve bundan hareket­
le sonlu kardinaller var olur. Sonsuz aksiyomu sonsuz 
ordinallerin varhg1m temellendirir ve bundan sonlu 
ordinallerin varhgma donulebilir. Sayiya dair du�Once 
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i(:in modernlerin oniindeki sorunlar bir tumdengelim­
li pkanmla (:Oziilemez; sadece bir kararla <;oziilebilir. 
Dogrulugu bak1mmdan bu karara dayanak olan �ey ne 
sezgiyle ne de kamtla alakahdu. Kararm, varhk olarak 
varhgm bize sahk verdigi �eyle uyumuyla alakahdu. 
Bir'in olmamasmdan [ l'un n'est pas] hareketle, s1fir ve 
sonsuz i(:in soylenebilecek sadece �udur: S1fir ve son­
suz vardu [ ils sont] . 

4.30 Bununla birlikte ii<; (:Ok onemli fikir i(:in Dedekind'in 
hakk1m teslim etmek laz1m. 

Birincisi, dii�iince i(:in sayiya yonelik dogru yakla�1-
mm, salt (:okluga <lair genel bir teori, dolayis1yla kiime 
teorisi oldugudur. Ontolojik tiirdeki bu yol, Frege'de­
ki gibi kavramsal veya mant1k<;1 yoldan her bak1mdan 
iistiindiir. 

lkincisi, bu (:er<;evede ordinal yontemle ilerlemek, 
dii�iincede sayinm yakalanacagt bir tiir evrensel seri 
i�a etmek gerekir. Ku�kusuz ordinaller teorisinin, 
s1ra diizeni fikrine -Dedekind'de fazlas1yla mevcut 
olan- a�m bag1mhhgmdan kurtanlmas1 gerekir. Zira 
Jacques-Alain Miller'e itiraz1mda oldugu gibi, sayinm 
varhgmm ileri siirdiigiimiiz s1rah giizergahla baglant1h 
oldugunu farz etmemiz i(:in bir neden yok. Ordinal fik­
rini daha da ontolojikle�tirmek, daha az i�lemsel, daha 
az salt seri yap1h hale getirmek gerekir. 

Dedekind'in ii(:iincii ve dahiyane fikri, sayiya <lair 
modern, Antik Yunan'dakinden farkh bir dii�iince in�a 
etmek i(:in sonsuzla ba�lamak gerektigidir. Bu ba�lan­
g1ca bir varolu� ispat1 bi(:imi vermeye (:ah�manm na­
file olu�u, ba�lang1(: fikriyle ilgili olarak nihayetinde 
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onemsiz bir meseledir. Sonlu sayiyi, dogal tam sayiyi 
du�unmek ii;in once -ii;inde ya�ad1g1m1z i;agm, sonsu­
zun sekulerle�tirildigi i;ag (sonsuzun sayilmas1 bunun 
ilk ornegidir) olmas1 bak1mmdan varhgm tarihi [ his­
toriale I dogasm1 takip eden bir kararla- sonsuz sayiyi 
du�iinmek ve var etmek gerektigini anlamak tamamen 
kurucu bir harekettir. 

Bu iii; noktada Dedekind, du�uncemizin buyiik ya­
salannm hala yanl� anla�1lan babasmm en yakm yol­
da�1 ve bazen de atas1du: Cantor. 
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5.1 Peano'nun .;ah�mas1 derinlik veya yenilik bak1mmdan 
kesinlikle ne Frege'ninki ne de Dedekind'inkiyle kar­
�Ila�tmlabilir. Ba�ansmm nedeni daha ziyade simge­
lerin berrakla�tmlmas1, mant1k ile matematik arasm­
da kurulan emin baglant1 ve uygun aksiyomlan ayirt 
ve ifade etmedeki ger.;ek bir yetenektir. Kokenindeki 
me�hur "Peano aksiyomlan"m ele almadan sayidan 
bahsetmek miimkun degildir; soz konusu aksiyomlar 
dogal tam sayilara formel girl� bak1mdan temel refe­
rans haline gelmi�tir. 

5.2 . Leziz bir �ekilde Latince yazilm� Principes d'arithme­
tique'in23 ba�mdan itibaren Peano "matematigin temel­
leriyle alakah meseleler" den bahsediyor ve bunlann 
"tatmin edici bir .;oziime" kavu�mad1gim soyliiyor 
olsa da, se.;tigi yonelim kurucu bir tefekkurden ziya­
de, kullamma <lair bir tiir uzla�1m kurmayi hedefleyen 
prosediirlerin teknikle�tirilmesidir (aynca bunda .;ok 
ba�anh da olur). "Gu.;liiklerin ana kaynag1 dilin mug­
lakhgid1r" ciimlesi bu anlamdadu. Peano'nun .;ah�ma­
smm meselesi, sayiyi ku�kusuz yapay, ama okunabilir 
ve kesin bir dilin berrakhgmda a�1klamaktu. 

23 Peano i�in ba�vuru metni 1889 ythnda Latince yaytmlanm1� bir metin­
dir. Metnin ba�hg1 "Aritmetigin llkeleri" �eklinde tercume edilebilir. 
Bu metnin lngilizce �evirisi i�in, bkz. ]. Van Heijenoort (ed.) ,  From 
Frege to Godel, a.g.e., s. 83�97. 
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5.3 li;erikteyse yakla�1m1 Dedekind'inkiyle aymdir. Bir ilk 
terimden "hareket edilir" ve bu terim s1fu degil, Dede­
kind'deki gibi birdir. Ard1�1khk fonksiyonu "i�e ko�u­
lur" (Peano'da bu fonksiyon toplama i�lemine dair sez­
giye dayanarak gosterilir: n'nin ard1h n + 1 olarak ya­
z1hr) . Burada sirum1z1 biiytlk oli;iide tiimevanma veya 
yinelemeyle ak1l yftriitmeye yaslanz. Fakat bir kiime 
teorisi i;eri;evesinde i;ah�an Dedekind bu prosediiriin 
gei;erliligini tiimdengelimle i;1kanrken Peano'da bu sa­
dece bir aksiyom olarak ele ahmr. A�ag1daki �ekilde bir 
karara vanhr: 

- 1 ,  bir ozellik ta�1yorsa, 
- ve n bir ozellik ta�1d1gmda n + 1 de aym ozelligi 

ta�1yorsa, 
- butun n sayilan o ozellige sahiptir. 
Bu tiimevanm ilkesiyle ve sunulu� tarz1m netle�tir­

digi salt mant1ksal aksiyomlarla donanm� Peano boy­
lelikle tam sayilar alanmm klasik biitiin yapilanm ta­
mmlayabilir: tam sirahhk ve cebirsel i�lemler (toplama, 
i;arpma) . 

5.4 Tiimevanm veya yineleme aksiyomu, i;ok temel olan 
sonsuz konusunda Peano ile Dedekind'in dii�iincesi 
arasmdaki fark1 ortaya i;1kanr. Basit bir i�lemsel ilke 
olarak ele alman yineleme, gen;ekte sonsuzlugundan 
soz etmeden sonsuz bir biitiinde yasa yapmaya olanak 
verir. 

Sonsuz sayida tam say1 oldugu ai;1ktir. Dolayis1yla 
"biitiin" bu sayilardan soz etmek, fiili bir sonsuzdan 
bahsetmek anlamma gelir. Fakat Peano'nun aksiyo­
matik duzeneginde bu sonsuz, sonsuz olarak takdim 
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edilmemi�tir. Yineleme aksiyomu, bir dogrulama ( 1  
belirli bir ozelligi ta�u) v e  z1mni bir ispattan (n  bu 
ozelligi ta�iyorsa, o halde n + 1 de ta�u) hareketle, "bu­
tiin" kelimesinin kapsam1 iizerine dii�iinmeye gerek 
kalmadan "biitiin sayilar bu ozelligi ta�u" sonucuna 
varmaya olanak verir. Evrensel niceleyici burada fiili 
bir sonsuza dair dii�unceyi maskeler: Sonsuz, dii�iin­
cede verilmeden niceleyiciye kaydedilmi� gizil bir bi­
�im olarak kahr. 

Boylelikle Peano fiili sonsuz uzerindeki eski yasa­
g1 ( varhga dair modern buyruk lagvetmeye �agusa da 
hala dii�iincemizi tehdit eden bir yasak) ihlal etmeden 
sayi kavram1m takdim eder. Peano'nun aksiyomatigi 
sonsuzu veya sonsuzdan apk bir �ekilde bahsetmeyi 
savu�turur. 

Dedekind i�inse tersine, sonsuzun sadece kavram1 
degil, varhg1 da tiimiiyle hayati onemdedir. Dedekind 
Keferstein'a bir mektupta a�1k�a bunu yazar: 

Analizimde soyut tiirii N sayi dizisi olan basit�e son­
suz bir sistemin temel dogas1 tespit edildikten sonra, 
boyle bir sistemin fikirlerimizin kralhgmda var olup 
olmad1g1 sorusu ortaya pkar. Bu hususun mant1ksal 
bir ispat1 olmad1gmda boyle bir sisteme <lair nosyonun 
i�sel �eli�kiler banndud1gm1 dii�iinebiliriz. Bu tarz is­
patlara i�te bu nedenle ihtiya� vardu.24 

5.5 Peano varolu� meselelerine girmez. Bir aksiyomlar sis­
temi, i�lemsel diizenekleri kurala baglad1g1 anda, gere-

24 Bu k1s1m Dedekind'in Keferstein'a yazd1g1 1890 tarihli mektuptan alm­
m�tir. Mektubun lngilizce, tercfimesi i{:in, a.g.e, s. 98. 
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kirse bu sistemin uyumlulugunu sorgulayabilecegizdir; 
boyle sorgulanan �eyin varhg1 uzerine spekulasyon 
yapmam1z gerekmeyecektir. Frege ve Dedekind'de 
ortak olan (her ne kadar soz konusu olan, Husserl'in 
noematik e�lenigi anlammda "zihinsel �eyler" olsa da) 
"�ey" veya nesne sozcukleri Peano'nun cah�masmda 
ortadan kaybolur ve yerine gostergenin hukum siirdu­
gii bir tur "post-modern" duzenek gelir. Ornegin �oyle 
yazar: "Gostergeleri kullanarak, her onerme sadece bu 
gostergelere ba�vurarak sabitlenecek �ekilde, aritmeti­
gin ilkelerine dahil olan bu tun fikirleri simgeledim." 
Dedekind ve Frege'nin ortuk modeli felsefiyse ("kesin 
bilim olarak felsefe") Peano'nunki dogrudan cebirsel­
dir: "Bu notasyonlarla her onermenin, bicimi ve kesin­
ligi ac1smdan cebirin denklemlerine imrenmesine ge­
rek kalmaz ( . . .  ) buradaki prosedurler tamamen denk­
lemleri cozmek icin kullamlanlara benzerdir."  

Peano, ashnda bir gostergeler ekonomisi olan bir 
"sayi ekonomisi" ileri surer: Paradigmas1 cebirsel olan, 
varolu� ve sonsuzluk sorulannm eksiltildigi, �effafhg1 
uzla�1msal olan ve i�lemsel etkililigi inkar edilmeyen 
bir ekonomi. Boylelikle matematigi kadim felsefi daya­
nagmdan i;ekip alan ve bize sadece kodun ac1klanm1� 
olmasmm onemli oldugu bir gostergeler grameri gibi 
sunan, bugune kadar galip gelmi� o du�unce hareketi­
ne kat1hr. Peano sayinm varhgma dair her turlu du�un­
ceyi ve varhk olarak sayi du�iincesini ortadan kaldua­
rak, (ampirik dillere kar�1t olarak) "formel bir dil" gibi 
ele alman matematigi bir bilime degil (cunku bu kav­
ra�ta her bilimin bir "nesnesi" olmahdu) , bilimlerin 
sozdizimine indirgeyen Carnap'm olaganustu tezlerine 
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giden yolu hazular. Peano aslmda 19. yiizyil sonunda 
olu�lurulmu� olan ve Plalonculugu ezelden beri kalesi 
olmu� olan o yerde, yani malemalikle ve ozel olarak 
da SayI ldeas1'nda lahrip elmeyi ama�layan �ag1m1z du­
�uncesinin genel hallma kaydolur. 

5.6 Burada, Lyolard'm Ba11 felsefesinin "dilsel donemeci" 
olarak adlandud1g1, benimse buyiik modern sofistli­
gin hukumdarhg1 diye adlandud1g1m �eyin (dogum 
sancilanyla birlikle) ger�ek kokenini kavnyoruz: Salt 
du�uncenin en yiiksek ifadesi olan malemaligin nihai 
analizde sadece sozdizimsel bir duzenek, goslergeler 
grameri oldugu dogruysa, her du�unce a fortiori dilin 
kurucu yasasma lahidir. 

Plalon i�in, ornegin Kratylos'la ele ald1g1 gibi, dilin 
"�eylerin kendileri"ne lahi olmasmm kesinlik ufkunun, 
malheme'in ontolojik gorevi oldugu kesindir. Ger�ekle 
basil bir izle i�aretledigimiz sayI Plalon'un du�undu­
gu gibi Varhk'm bir bi�imiyse hi�bir �ey goslergelerin 
saf imparalorlugunu deslekleyemez. Tersine, �ayel 
sayI du�uncede lemeli olmayan aksiyomlarla duzen­
lenen ozel bir goslergeler gramerinden ibarelse f elsef e 
oncelikle, her �eyden once (Deleuze'un Nietzsche'de 
le�hisine <lair okumasmda oldugu gibi) goslergelerin 
gucune <lair bir du�unce olmahdu. Ya hakikal ya da 
goslergenin keyfiligi ve sozdizimsel oyunlann �e�itli­
ligi: Cagda� felsefenin onundeki asil lercih budur. SayI 
bu �au�mada slralejik bir konumu i�gal eder, �unku 
aym anda hem du�uncenin hatlan en belirgin �ekilde 
<;izilmi� kaidesidir hem de varhgma <lair soruyu en kes­
kin �ekilde �aguan �eydir. 
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Peano'nun du�unce ac1smdan yoksul, sonuclan ac1-
smdan kuvvetli aksiyomatigi, sayiya boyun egdiren bir 
gramer olan, i�lemsel bir uzla�1m1 orgutleyen, goster­
gelerin sonlulugunda sonsuzun usta arac151 olan bu 
aksiyomatik, modem sofistlige kendisini faydah bir ar­
tefakt olarak sunar. 

5.7 Her salt aksiyomatik prosedur, aksiyomlann kullam­
mtntn kodlanmas1 d1�mda du�uncede ba�ka bir sunu­
mu olmayan tammlanmamt� gostergeler getirir. Peano 
bu "ilkel" gostergeler konusunda pek tasarruflu degil­
dir: Nitekim bunlardan dort tane vardu (kume teori­
sinin bizatihi sunuma i�aret eden sadece tek bir ilkel 
gostergeye, e, yani ait olma gostergesine ba�vurdugu­
nu hatulatayim) :  

Aritmetigin gostergeleri arasmda, aritmetigin diger 

gostergelerini manugm gostergeleriyle birlikte kul­

lanarak ifade edebilecegimiz gostergeler, tammla­

yabilecegimiz fikirleri temsil eder. Boylelikle dordu 

hari\: tum gostergeleri tammlad1m ( .. .  ). Sayet du­

�undugum gibi bu dort gosterge daha fazla indirge­

nemiyorsa, bunlann ifade ettikleri fikirleri onceden 

bilindigi varsayilan fikirler arac1hg1yla tammlamak 

imkans1zdir. 

Bu indirgenemeyen dort gosterge: 

1) "Saytyt (pozitif tam sayt) ifade eden" N gostergesi. 
2) "Birimi ifade eden" 1 gostergesi. 
3) "a'ntn ardthm ifade eden" a +  1 gostergesi. 
4) "e�ittir"i ifade eden = gostergesi. 
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Dolayis1yla Peano sayi, ard1�1khk ve l'e <lair her tiirlii 
tammdan ai;;1ki,;a vazgei;;er. (= gostergesi ayn ele almabi­
lir: Burada aritmetigin degil, mant1gm bir gostergesi soz 
konusudur. Bizzat Peano �oyle yazar: "Mant1gm bir gos­
tergesi bii;;iminde olsa bile bu gostergeyi yeni olarak dii­
�iiniiyoruz. ") Ku�kusuz i�lemsel �effafhk ugruna oden­
mesi gereken kefarettir bu. Frege'nin "s1fu bir sayidu" 
�eklindeki devrimci onermeyi anlamaya i,;ah�mak ii,;in 
biitiin dii�iinceyi sua diizenine soktugu noktada Peano 
sadece �unu belirtir (bu, sisteminin ilk aksiyomudur) : 
le N; tammlanmam� iki gosterge arasmda, l'in bir sayi 
oldugunu "gosteren" (fakat hangi anlamland1rma [signi­
fication] doktrinine gore?)  formel bir korelasyon. Dede­
kind'in sayinm yerini, birebir ve orten bir fonksiyonun 
tatbik uzam1 veya geri,;ekten var olan sonsuz zincir olarak 
iirettigi noktada Peano �oyle belirtir: a e N --+ a + 1 e N, 
tammlanmam1� iii;; gostergeyi kullanan ve a bir sayiysa 
ard1lmm da bir sayi oldugunu "gosteren" bir ii;;erim. 
Harfin giicii burada anlamland1rma pahasmadu. Aynca 
bu etki bir anla�1lmazhk etkisi degil, daha ziyade a�m 
bir saydamhk, izin hantal hafifliginin etkisidir. 

5.8 Siirde anla�1lmazhk, dilin smulannda gosterenin de­
�ilip ai;;1lmasmm harfi sai;;masmdan dogar. Peano'nun 
salt aksiyomatiginde anlamm geri i;;ekilmesi, harfin gii­
ciiniin kendisi iizerinde toplanmasmdan ve dii�iince­
nin anlama sadece dt�andan gelmesinden kaynaklamr. 
Peano varhgm yildmms1 figiirii olan ("ilgisizlikten ve 
kullamlmamaktan dolayi sogumu�, bir Tak1myild1z") 
sayinm kapmlmaz olarak eksikligini uyandud1g1 ve 
Frege veya Dedekind'in umutsuzca ya s1fm ya da son-
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suzu Mevcudiyete getirme giri�iminde bilirn;d1�1 olarak 
etkisini muhafaza ettigi gizil �iirle her turlii yiizle�me­
den sakm,mak ister. 

5.9 Peano'nun aksiyomatigi sayida sadece bir i�lemler ag1-
m, gostergenin i�lenebilir bir manug1m goren �ag1-
m1zm temayiilunun parlak bir ba�ans1du. Peano'nun 
yeniden ele ald1g1 haliyle sayi, gostergeye dogru i�aret 
eder [fait signe vers le signe] veya gostergelerin Goster­
gesidir. 

Bu bak1� apsmdan Peano bilim evreninin varhgm 
unutulu�uyla zirveye vard1g1 fikrine, sayisalhgm tek­
nik iradenin dii�unulmeyeninde sogurulmas1 fikrine 
kat1hr. Burada sayi tamamen makinevaridir. Bu nedenle 
Peano'nun aksiyomatiginin ba�ansmm, her tfirlu onto­
lojiyle baglanm kopararak ve sadece dilin kaynaklarma 
yerle�tirerek matheme'i niodern sofistlige teslim eden 
bu bUyiik harekete kauld1g1 savunulabilir. 

5.10 Peano'nun sayi kavramm1 indirgedigi gostergeler gra­
merinin semantik s1mrlannm, once Skolem daha sonra 
Robinson25 tarafmdan ke�fedilmesi bu operasyondan 
alman buyiik bir intikam olmu�tu. Gunumuzde boy­
le bir aksiyomatigin, ozu dogal tam say1ya <lair fikir 
kapsammda sezdigimiz her �eyden �ok farkh olan 

25 Bu meseleler hakkmda bkz. A. Robinson, Non-standard analysis, 10. 

bolum (tamamen tarihle ilgilidir), North-Holland Publishing Com­
pany, gozden gec;;irilmi� bask1, 1974. Robinson "Skolem'in aritmetigin 
standart-d1�1 modelleri uzerine c;;ah�malarmm standart-d1�1 analizin 
yaratlmmda en onemli faktor" oldugunu teslim eder (s. 278). 

Bu geli�melere <lair felsefi bir goru� ic;;in, bkz. A. Badiou, "La subversi­
on infinitesimale", Cahiers pour !'analyse, no. 9, Paris, Seuil, Yaz 1968. 
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"standart d1�1" modellere imkan verdigini biliyoruz. 
Peano'nun sistemi "sonsuzca buyfik" sayilann var ol­
dugu modellere veya sonsuzluk tiiru sayilabilir olam 
a�an modellere olanak verir. Peano'nun aritmetigi "pa­
tolojik" yorumlara elveri�lidir, gostergeler makinevari­
liginde tekanlamh bir du�unce olu�turmaya muktedir 
degildir. Matheme'i sirf bir gostergeler sozdiziminin 
uzamsalla�tmlm1� a�ikarhgma indirgeme yonundeki 
her te�ebbus, i;oklugun bii;imleri olarak varhgm karan­
hk savurganhgmda karaya oturur. 

5.11 Sayimn ozu ne saymanm ve saymanm kurallannm ba­
sil gucu olarak ne de yaz1h bii;imlerin saltanat1 olarak 
dile getirilmeye izin verir. Bu oze, varhg1 lizerine tefek­
kur ederek varmak zorunludur. 

N, "tammlanmam1�" bir yfiklem degil, bo�lugun 
(veya s1fmn) ardmdan gelenin tatbikinin sonsuz yeri­
dir, ardil olmakta israr ettigi o yere vurulan varolu�sal 
muhurdur. 

"Ba�layan" �ey, "birimin" opak gostergesi olarak 1 
degil, her dilin, dili oldugu durumun varhgma dikilme­
si olarak s1firdu. 

Ard1�1khk bir + l 'in toplamsal kodlanmas1 degil, bir 
�eyin ardmd<m geliyor olmaktan ziyade ard1llar olan 
belirli sayilann tekil temayiiludur ve bu sayilar varhk­
lannda bu temayfille damgalanm1�tu. Aynca s1fu ve 
sonsuzun tam da bir �eyin ardmdan gelmeyen �eyler 
oldugunu bilmek zaruridir; her ikisi de bir Hii;ligin 
kom�ulan olsalar da varhklannda, farkh �ekilde, ard1l 
degildirler. 
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Sayi ne sayan �eydir, ne de saymakta kulland1g1m1z 
�ey. Sayisalhgm bu saltanat1 sayimn unutulu�unu or­
giitler. Sayiyi di4iinmek, bir tersine �evirmeyi gerekti­
rir: Varhgm akil sir ermez bir bi�imi oldugu i�in sayi, 
bize sayma denilen kestiriminin �elimsiz bir bi�imini 
buyurur. Peano bizim zaaf1miz, sonlulugumuz olan 
saymm kaydm1 onun varhgmm ko�ufo olarak sunar. 
Fakat Saymm kralhgmda, Peano'nun aritmetiginin dii­
�iinmeye olanak verdiginden �ok daha fazla �ey, son­
suzca daha fazla varhk vardir. 
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6. Cantor: "iyi suahhk" 
ve ordinaller 

6.1 Sa}'lsalhgm genel ontolojik ufkunu ordinaller temsil 
eder. Birazdan gir4;ecegimiz ordinal kavrammm aydm­
laulmasmdan soma bu ilke soyleyecegimiz her �eyde 
hakim olacak; bu anlamda Cantor'un sa}'lya <lair \:ag­
da� dii�iincenin hakiki kurucusu oldugu dogrudur. 
Cantor'un26 kendisi de ordinaller teorisinin, ke�finin 
kalbinde yatt1gm1 dii�iiniiyordu. Giiniimiizde, kiime­
lerin ve sa}'llann var olmasiyla yetinen ve bunlann ne 
olduguyla hi\: ilgilenmeyen working mathematician, 27 
ordinalleri daha ziyade bir garabet olarak goriir. Bu 
hafif kii\:iimsemede, sadece i;ah�ttgt [working] siirece 
matematik\:inin toplumsal sa}'lsalhk buyruklarma itaat 
bi\:imlerinden birini gormek gerekir. Ku�kusuz mate­
matiksel mant1k veya kiime teorisi uzmanlan bunun is-

26 Cantor'un sayilara <lair ordinal anlayi�mm en apk ifadesi Dedekind'e 
yazd1g1 1899 tarihli bir mektupta yer almaktad1r. Bu mektubun lngi­
lizceye tercume edilmi� onemli kis1mlan i{:in, bkz. Van Heijenoort, 
From Frege to Godel, a.g.e., s. 1 13-1 17. Cantor tutarh {:okluklar ile 
tutars1z {:okluklar arasmda felsefi bak1mdan temel onemdeki aynm 
konusunda fevkalade bir vuzuh sergiler. Aynca bu terminolojiyi ona 
bor{:luyuz. 

27 Working mathematician: Matematigin felsefi ve kurucu meseleleriyle 
ilgilenmeyen matematik{:iler.-\n 
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tisnas1dir ve cogunlukla kendileri bu istisna dolayis1yla 
hayiflamrlar: Cunku kerhen Varhgm ihtanna en yakm 
olanlardir ve onlara gore ordinaller temeldir. 

6.2 Dedekind'den bahsederken kendi felsefi yorumumuz­
da ordinallerin mumkiin oldugunca eksiksiz bir "on­
tolojikle�tirilmesi"ni benimsememiz gerektigini soyle­
mi�tim. Dogrusu, bu kavramm Dedekind veya Cantor 
tarafmdan sunulu�u, kavram1 ozunde sayiya <lair seri 
yap1h veya i�lemsel basil bir sezgiye hala cok yakm 
olan iyi sirahhk nosyonuyla ili�kilendirir. 

6.3. Okula: gitm� herkes, iki farkh tam sayi verildiginde 
birinin daha biiyiik, digerinin daha kucuk oldugunu 
bilir. Aynca bir sayilar "yig1m" onune konuldugu.nda 
bu yigmda sadece ve sadece tek bir tanesinin en kucuk 
sayi oldugunu da bilir. 

Genel ozellikleri ayn�tmld1gmda bu seri yap1sma 
<lair bilgi, iyi s1rah kiime kavramma mahal verir. 

6.4 "lyi sirah" bir kiimede: 
1) kumenin elemanlan arasmda bir tam s1rahhk 

ili�kisi vardir: e ve e' adh iki elemamm1z varsa ve < 
i�areti sira ili�kisini gosteriyorsa, ya e < e' ya da e' < e 
veya e = e' olacaktir; bu ili�kiyle "k1yaslanamayacak" 
iki eleman yoktur; 

2) bu �ekilde siralanm1� kiimenin ho� olmayan her­
hangi bir parcas1 verildiginde, bu parcanm bir en kui;:uk 
elemam vardir (soz konusu pan;anm tum digerlerinden 
daha kllcuk olan bir elemam) . Soz konusu parca P ola­
rak adlandmhrsa, P'ye ait oyle bir p vardir ki P'ye ait 
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olan tum diger p' elemanlan i�in p < p' olur. Bu p ele­
mam P'nin minimal elemam olarak adlandmlacak. 

Bir P par�as1 i�in p minimal elemansa bu ozelligi 
ta�1yan tek eleman odur. Zira bu ozellige sahip p' adh 
ba�ka bir eleman daha olsayd1, tam suahhk oldugu i�in 
p' elemam p elemamndan farkh olacakur ve bu durum­
da ya p < p' olacaktu ve bu durumda p' minimal ele­
man olmaz, ya da p' < p olacakur ve bu durumda da p 
minimal eleman olmaz. Dolayis1yla iyi sualanm1� bir 
kumenin P par�asmm "minimal elemam"ndan hi� �e­
kinmeden soz edebiliriz. 

Bu genel iyi s1rah kume kavrammm, okuldaki og­
rencinin en tamd1k sayilar olan dogal tam sayilarda 
gozlemlediginin bir tiir d�degerlemesi [extrapolation] 
oldugu goruluyor. 

6.5 lyi s1rah bir kumeye <lair guzel bir ornek verebiliriz. E 
iyi s1rah bir kume olsun. E kiimesinin 2. ko�ula gore 
var olan en ku�uk elemamyla "ba�lars1mz" .  Bu elemam 
1 diye adlandmn. E'nin 1 �1kanlarak elde edilen par�a­
s1m du�unun: (E - 1) par�asi. Bu kumenin hemen I 'in 
ardmdan gelen bir minimal elemam vardu. Bu elemam 
2 olarak adlandmn. E'nin, 1 ve 2 pkanlarak elde edilen 
par�asm1 du�unun: (E - ( 1 ,2)) par�asi. Bunun da bir 
minimal elemam vardu ve 3 olarak adlandmlabilir, vs. 
Iyi s1rah bir kume bir zincir gibi goriinur; zincirin her 
bir halkasm1, tamamen belirlenmi� ba�ka bir halka (bu, 
geriye kalan pari;amn minimal elemamdu) takip eder 
("takip eder" ifadesi, tam suahhk ili�kisinde hemen 
sonra gelir anlammda kullamlmaktadu) . 
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6.6 Cantor'un dehas128 bu omegi sonluyla s1mrlamamak ve 
sonsuz numaraland1rmalan takdim etmekti. Soyle bir 
fikir ortaya atar: lyi sirah "birind" kume ve tum diger 
kumelerin matrisi olan 1 ,  2, 3, . . .  , n, n + 1 ,  . . .  dizisinin, 
yani tam sayilar dizisinin otesinde "sonsuz bir ordinal 
sayi"nm, co'nin var oldugunu farz edersem ve bu sayi­
nm ondan once gelen tum sayilardan daha buyftk oldu­
gunu ilan edersem devam etmemi ne engelleyebilir ki? 
Pekala co'ye, bir �ekilde bfttun tam sayilar kumesinden 
sonra gelecek iyi s1rah bir kumenin minimal elemam 
gibi davranabilirim. Boylelikle co +  1, OJ +  2, ... , OJ +  n, 
. . .  , vs. "sayilanm" tasavvur edebilirim. Sonunda OJ +  w 
sayisma vannm ve tekrar devam edebilirim. Hi.;bir 
durma noktas1 buyurulmaz ve boylelikle her bir teri­
mi, var olan her dizinin mumkun ol.;usu olan bir tlir 
toplam seri elde ederim. Ger.;ekte bu terim kendinden 
once ne kadar oldugunu belirtir, aym uzunluktaki her 
seriyi sayar. 

6.7 lyi s1rah bir kumenin, minimal elemanmdan "sonu"na 
kadar uzunlugunun ol.;umunu ordinal olarak adlandu­
d1g1m soylenebilir. 0 halde ordinallerin "toplam" dizisi 
bu uzunluklann ol.;umu i�in bana bir ol.;ek saglaya­
cakur. Her ordinal, elemanlann birbirini takip etme 
yontemi tarafmdan ve bu elemanlann toplam sayis1 
tarafmdan belirlenen olanakh bir iyi sirahhk yap1sm1 
temsil edecektir. lster sonlu olsun (OJ'den once gelen 
ve dogal tam sayilar olan ordinaller) ister sonsuz ol-

28 Bu konu uzerine Alexandre Koyre'nin <;:afo;;malanna ba�vurulabilir. 

91 



Secereler: Frege, Dedekind, Peano , Cantor 

sun (a/den sonra gelen ordinaller) bir ordinalin bir "iyi 
suahhk turu"m1 numaralandud1gm1 soylememizin ne­
deni budur. 

6.8 Bu fikre teknik bir temel saglamak i�in, aralanndan bi­
rine izomorf olan (dolayis1yla aralannda izomorf olan) 
iyi suah kumeler sm1fim du�unelim. Bundan ne anla­
mak gerekiyor? 

lyi suah iki kume, E ve E' kumelerini alahm. < gos­
tergesi E uzerindeki sua ili�kisi, <' ise E' uzerindeki 
sua ili�kisi olsun. E kumesinde e1 < e2 oldugunda E' 
kumesindef(e1) <' f (e2) olacak �ekilde, E ile E' kumesi 
arasmda birebir ve orten bir f e�lemesi (bkz. 4.5) varsa 
E ile E' kumelerinin izomorf oldugunu soyleyecegim. 

f 'nin E sua duzenini E' sua duzenine yansltt1gm1 
ve aynca f birebir ve orten oldugu i�in E' kumesinde 
E kumesindeki "kadar" eleman oldugunu goruyoruz. 
Dolayis1yla sadece iyi suahhklan a�1smdan ve eleman­
larmm tekillikleri soyutland1gmda E ve E' kumelerinin 
ozde� oldugunu soyleyebiliriz: f e�lemesinin garanti et­
tigi uzere, iyi suahhklannm "morfizmi" (bi�imi) "izo" -
dur (aymdu). 

Aralarmda izomorf olan iyi suah her kume sm1fi as­
lmda bir iyi suahhg1, sm1fm kumelerinde ortak olan bir 
iyi suahhg1 temsil eder. Bir ordinalle temsil edilecek 
olan bu iyi suahhktu. 

Dolayis1yla bir ordinal, soz konusu bi�imin yapilan­
dud1g1 tum kumelerle izomorf olan iyi suahhgm ola­
nakh bir figurunun (bir bi�imin, bir morfizmin) i�are­
tidir. Bir ordinal bir iyi strahhgm saytst veya rakamtdtr. 
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6.9 Her sayi ic;in, iyi sirahhk bic;imlerinin evrensel bir ol­
c;lim olc;egi bic;iminde, bir varhk ufkunun belirlenmesi 
konusunda halihazirda c;ok gel�mi� olan bu kavrayi�, 
yine de bir k1sm1 teknik, bir k1sm1 felsefi olan ciddi zor­
luklar getirir . .  

6.10 Teknik zorluklar lie; tanedir. Yamtlamam1z gereken lie; 
soru vardir: 

1) Ordinallerin toplam serisinin birinci terimi, bu­
tlin zinciri "tutan" ilk halka nedir? Bu, s1fir uzunluk­
taki dizileri, elemans1z dizileri, hi�bir �eyi siraya sok­
mayan iyi sirahhg1 saymaya uygun yegane unsur olan 
s1fira veya bo� klimeye <lair sorudur. Frege'nin takild1-
g1 sorudur bu. 

2) Sonlu tam sayilar dizisinin bir otesi oldugunu or­
taya atmam1za izin veren dli�lince prosedlirli tam ola­
rak nedir? Sonluyu £1$mam1z:1 ve dogal tam sayi olma­
yan ilk ordinal, sonlu olmayan bir klimeyi yapilandiran 
bir iyi sirahhgm ilk �areti olan ro'yi tespit etmemizi 
saglayan hareket nedir? Bu, sonsuza <lair varolu�sal 
soru, Dedekind'in takild1g1 sorudur. 

3) Ordinallerin evrensel serisi, ister sonlu ister son­
suz her uzunlugun olc;lim olc;egi, iyi s1rahhk i�aretle­
rinin toplam1, klime teorisi c;erc;evesinde var m1d1r? 
Dedekind'in dahil ettigi "dli�lincemin blitlin olanakh 
nesnelerinin sistemi" gibi, bu da dli�lincenin mlim­
klin nesnelerinden biri olarak alamayacagi tutarsiz bir 
blitlin degil midir? Bu, "mutlak" bir blitlinlin bir-ola­
rak-sayilmasmm olanakhhgma <lair sorudur. Dolayi­
s1yla soylem evrenini "sayma" iddiasm1 ortaya att1g1-
m1z anda Bir'in c;ekilmesi sorunudur. 
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l�te boylelikle sayiya dair modern dii�iincenin iit; so­
rununa geri donmii� buluruz kendimizi: s1fir, sonsuz 
ve Bir'in varhk-olmayi�1. 

6.11 Ut;iincii sorunun pozitif bir t;oziimii olmad1g1 hemen 
ortaya 1;1kar. Get;mi�te bir paradoks, Burali-Forti pa­
radoksu olarak ifade edilen �eyi, yani ordinallerin bir 
kume olu�turmad1g1, bir olarak sayilabilecek bir t;okluk­
ta bir araya getirilemeyeceklerini aslmda ispatlayabili­
riz. "Biitiin" ordinaller fikri tutars1z, imkansizdIT, bu 
bak1mdan sayinm varhk ufkunun gert;egidir. 

Soz konusu ispat Dedekind'in sonsuz bir kiimenin 
varhgm1 kamtlama yontemini t;iiriiten ispata t;ok ya­
kmdIT (bkz. 4.28): "Biitiin" ordinaller kiimesinin ken­
disi bir ordinal olmahdIT ve dolayis1yla aym zamanda 
hem kendisi i(:inde ( �iinkii biitUn ordinallerin kiimesi­
dir) hem de kendisi dt�mdadtr (�iinkii biitiinle�tirdigi 
dizide sayilmaz) .  Dolayis1yla hi�bir sm1rlama getirme­
den bir "ordinaller kiimesi"nden soz etmek yasakt1r. 
Bu da �oyle demeye gelir: "Bir ordinal olmak", kaplamt 
olmayan bir ozelliktir. Belirli bir nesnenin bir ordinal 
oldugu (ozelligi ta�1d1g1) dogrulanabilir, fakat bu ozel­
lige sahip biitiin nesneler bir-olarak-saytlamaz. 

6.12 Frege ve Dedekind'e dair ele�tirimde 1 ve 2 numarah 
sorunlarm ele alm1�1m tasavvur etmeye yetecek kadar 
�ey soyledim: S1fmn veya ho� kiimenin varhg1 ve son­
suz bir kiimenin varhg1 hit;bir �ekilde "salt mant1ksal" 
varsayimlardan 1;1karsanamaz. Bunlar, varhgm tarihi 
buyrugunun k1s1tlan altmda ahnm1� aksiyomatik ka­
rarlardIT. Modern dii�iince diinyas1, bu buyrugun bir 
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sonucundan ibarettir. Ronesans'tan itibaren ve Yunan 
kozmosuyla29 kopu� i<;inde, ontolojik gereksinime 
<lair on-kavrayi�1mizla uyumlu ne varsa du�unebilmek 
amac1yla a�ag1dakileri kabul etmek zorunlu hale gel­
m�tir: 

- her "olan" [etante] durumun kendi varhgma di­
kilme tarz1, kendi smmnda kendisini ileri suren �eyin 
aplmas1, Mevcudiyet, degil, saf eksiltme, nitelendiri­
lemez bo�luktur; sayi denen varhk bi<;iminde bu �oy­
le ifade edilir: "S1fir vardir" veya Cantor'un ontolojik 
yarat1m1yla daha uyumlu bir uslupla: "Hi<;bir elemam 
olmayan bir kume vardir"; 

- yan-butunlugunde, ve bu niteligi yalmzca Tann'ya 
ayiran orta<;ag gelenegiyle kopu� i<;inde, olan-durumlar 
sonsuzdur; oyle ki gucu kutsalm gucu olan bir yfiklem 
olmak �oyle dursun, sonsuz, bir bir-olarak-sayma yasa­
s1 uyannca saf <;okluk olarak savurganhgmda varhgm 
banal bir belirlenimidir. Sayi denen varhk bi<;iminde bu 
�oyle ifade edilir: "Sonsuz bir kume vardir" veya daha 
teknik ifadesiyle: "Bir dogal tam sayi olmayan bir ordi­
nal vardir" ya da "w vardir''. 

6.13 Du�uncede \i<; y\iz yildir kullamhyor olmalanna rag­
men s1fu ve sonsuzla ilgili kararlarm hirer karar olarak 
(ho� kume aksiyomu ve sonsuz aksiyomu adlanyla) 
kabul edilmesi i<;in ge<;en y\izyilm ba�ma kadar bek­
lemek gerekti. Gelgelelim �a�ut1c1 degildir bu. Ya son­
luluk temasmm ihmal edil�inde ya da Mevcudiyet'in 
Antik Yunan'daki zeminine duyulan nostaljide bu zo-

29 Bu konu iizerine Alexandre Koyre'nin �ah$malanna ba$vurulabilir. 
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runluluklara donmeye yonelik gen;ek bir felsefi inat 
gozlemlenebilir. Burada, oylece karar verilmi� saf be­
yanlar soz konusu oldugu i�in, bunlann tarihsellikle­
rinin zayifhg1m ta�1d1klan dogrudur. Hi�bir arguman 
bunlan savunamaz. Aynca baz1 hakikat prosedurleri, 
ozel olarak siyaset, sanat ve a�k ha.la boyle aksiyom­
larm standardma ula�amam1�tir ve dolayis1yla bin;ok 
bak1mdan Yunan kalm1�ttr. Bunlar Bir'in kohne hakla­
nm ileri surmek i�in "s1fir, varhgm sayisal ozel ad1dir" 
onermesini surekli reddederek Mevcudiyete s1ms1k1 
tutunurlar (sanat ve a�k) . Ya da zorunluluklarm za­
yiflam1� otoritesini kullanmak i�in, gunbegun "durum 
sonsuzdur" onermesini kemirerek sonlulugu yonetir­
ler (siyaset) . 

6.14 Bo�luk ve sonsuzluk aksiyomlan butiin sayi du�uncesi­
ni imar eder. Saf bo�luk, sayinm olmasma dayanak olan 
�eydir; sonsuz, sayimn her duruma <lair du�uncenin 
olc;iisu oldugunu one surmeye olanak veren �eydir. Te­
oremler degil de aksiyomlann soz konusu olmas1, s1fir 
ve sonsuzun varolu�unun varhk tarafmdan -du�iince­
nin boyle bir varolu�un ontolojik <;agmda var olabilmesi 
ic;in- du�unceye buyuruldugu anlamma gelir. 

Bu bak1mdan tepkisel, arkaik ve dini iradelerin mev­
cut gucune zorunlu olarak sayinm dermans1z opakhg1 
e�lik eder; varhgm �aga ait yasas1 boyle oldugu ic;in, 
bize hukmetmeye devam eden sayi, bizim i�in du�u­
nulemez hale gelir. Sayi, varhgm bi�imi olarak var ola­
caktir, ama bo�luk ve sonsuz butuniiyle sekulerle�tiril­
medigi i�in, du�unce art1k �agm kendisine buyurdugu 
bi�im ve kuvvette var olamayacaktir. Bu durumda sayi, 
smir tammadan bir tiranhk olarak ortaya pkacaktir. 
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6.15 Cantor'un ordinal kavrammm ana felsefi gu«;lugun­
den bahsedelim. Ordinal saydan iyi sirahhk kavramma 
baglayan sunum tarzmda ordinal sayi teorisi, sayinm 
varhgm1 dii�iinmeye olanak vermekten «;ok, dogal tam 
sayi sezgisini "genelle�tiriyor" gibidir. Otoritesini, ay­
dmhga kavu�turmayi iddia ettigi �eyden ahr. lyi sua­
hhk fikri aslmda sayi kavrammm kurucusu olmaktan 
ziyade, bunu say1sal dolays1zhgm eksik ve sonlu dene­
yiminden pkarsar: Sempatik ogrenci figurunde bunu 
somutla�tirm�um (6.3). 

Sayet ger«;ekten sayinm varhgm1 saf «;oklugun bi«;i­
mi olarak tesis etmek, okuldan «;1karmak (ki bu aym 
zamanda kavram1 onu .;evreleyen sayisalhktan eksilt­
mektir) istiyorsak, i�lemsel veya seri yap1daki mani­
pulasyonlardan uzakla�mak gerekir. Peano'da bir hayli 
a«;1k olan bu manipulasyonlar evcil sayilanmmn yan 
duyulur imgesini ( l'i takip eden ve 3'ten once gelen 2, 
vs.) modern sonsuzun ekram uzerine yans1tir. Hesap 
manipulasyonlan ile du�unce arasmda dogru mesafe­
yi olu�turmak tam da benim sayi kavrammm ontolo­
jikle�tirilmesi dedigim �eydir. Vard1g1m1z noktada bu 
daha kesin bir odev bi.;imini ahr: ordinallerin "evren­
sel" serisinin ontolojikl�tirilmesi. Buraya varmak i«;in 
iyi s1rahhk fikrini terk etmek ve siralamayi, ordinalligi 
i.;kin bir �ekilde dii�iinmemiz gerekiyor. 

Sayi kavram1, kendisini dii�iinceye sira diizeninin 
veya duzensizligin ol.;usu olarak sunmaz. Biz sayimn 
varhgmm i«;kin bir belirlenimini talep ediyoruz. Bizim 
i.;in soru �u �ekildedir: Saf .;oklugun, her turlu seri ya­
p1da bir tiiretim d1�mda kavranabilir olan hangi ylik­
lemi say1salhg1 kurar? lstedigimiz �ey saymak degil, 
saymay1 dii�iinmek. 
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7. Gec;i�li c;okluklar 

7.1 Sayi ile sirahhk veya seri arasmdaki tum ilkel baglar­
dan kurtulmayi saglayan ge<;i�li kume kavram1d1r. As­
len ontolojik bir dogaya sahip olan bu yap1sal i�lemci, 
dogal varhgm figuru olarak saymm i<;kin bir belirleni­
mine tek ba�ma olanak verir. Ge<;i�lilik sayesinde aruk 
kavramm <;1karsanmas1 (Frege) , seri uretmede eksikli­
gin nedenselligi olarak ozne (Miller) , sonsuzun varh­
g1 (Dedekind) veya iyi suahhga dair "ogrenci" sezgisi 
(Cantor) s1kmtilanndan uzag1zdu. 

7.2 Ilk bak1�ta bu kavramm bir hayli gizemli olmas1 ve her 
ko�ulda sayiya <lair sezgisel fikirle hi<;bir bagmm olma­
mas1 benim gozumde bir meziyettir. Bu, sayimn salt ve 
basit on kabulunde tamamen �effaf olan bir ontolojik 
a<;1klama dongusunden pkmayi saglayacak �eyi soz ko­
nusu kavramda buldugumuzu kamtlar. Bu dongunun 
Frege'de oldugu gibi Dedekind'de de ortaya pkt1gm1 
ve Cantor'un iyi s1rahhk turleri olarak ordinal sayilara 
<lair kavrayi�ma golge du�urdugunu gormu�tuk. Ayn­
ca ge<;i�lilik kavrammm felsefi dii�iince ii;:in me�rulugu­
nun hi\'.bir ku�kuya yer buakmad1g1m da gorecegiz. 

7.3 Gei;i�li bir kumenin ne oldugunu anlamak ii;in, bir 
elemanm bir kumeye ait olu�u ile bir par\'.anm kume 
tarafmdan it;:erilmesi arasmdaki aynm1 iyice kavramak 
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gerekiyor; bu aynmm Cantor sonras1 butun matema­
tiksel du�uncenin dayanag1 oldugunu soylemek abart1-
h olmayacaktu. Soz konusu aynm okulda ilk ogrenilen 
bilgilerden biri olsa da o kadar derin sonm;lara sahiptir 
ki uzun zaman boyunca karanhkta kalm�ur. 

7.4 Bir kume "elemanlardan olu�ur" , elemanlarmm "bir 
araya getirilmesidir" (kendi ifademle, bir-olarak-sayil­
mas1d1r) . 

E bir kume ve e bu kumeyi "olu�turan" elemanlar­
dan biri olsun; bunu e e E �eklinde gosteririz ve e ele­
mammn E'ye ait oldugunu, e'nin ait olma gostergesi 
oldugunu soyleriz. 

Sayet E'nin birden fazla elemamm "kumelerseniz" ,  
bunlar E'nin bir pan;asm1 olu�turur. E '  bu elemanlann 
kumesi olsun; E' kumesi E kumesinin bir par{:as1du ve 
bu, E' c E �eklinde gosterilir; E' kumesinin E kumesi 
tarafmdan i<:erildigini, c i�aretinin i<:erilme gostergesi 
oldugunu soyleriz. 

E kumesinin E' par{:asmm her elemam, E kumesinin 
bir elemamdu. Ashnda bu tam da bir par{:anm tamm1-
du: E' par{:asma ait olan butun elemanlar aym zamanda 
E kumesine de aitse E' par{:as1 E tarafmdan i{etilir. Bu­
rada i<:erilmenin, kume teorisinin tek "ilkel" gostergesi 
olan ait olmadan hareketle tammland1g1 gorulebilir. 

Genelde kar�1m1za {:Ikan (aldauc1) imge �oyledir: '  
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Bu grafikte E' kumesinin E kumesinin bir par�as1 oldu­
gunu, e1'in (E' par�asmm butfin elemanlan gibi) aym 
zamanda hem E' hem de E kumesinin bir elemam oldu­
gunu ve e2'nin "butun" E kumesinin bir elemamyken E' 

par�asmm bir elemam olmad1gm1 okuyabiliriz. Aynca 
e2'nin E ile E' kumelerinin farkma ait oldugu soylenir; 
bu fark E - E' �eklinde ifade edilir. 

7.5 E kumesine ait olan bir elemanm aym zamanda bu ku­
menin bir par�as1 olmas1, bu kume tarafmdan i(eril­
mesi mumkun mudur? Bir hayli tuhaf gorunuyor; bil­
hassa yukandaki imgeye bagh kahrsak. Gelgelelim bu 
tuhafhgm nedeni �ok onemli bir hususu unutmaktan 
kaynaklamyor: Bir kumenin bir elemanmm kendisi de 
elbette bir kume olabilir (ve hatta daima oyledir) . So­
nu� olarak e, E kumesine aitse ve e bir kumeyse sorul­
mas1 gereken soru, e'nin bir elemanmm ayn1 zamanda 
E kumesinin bir elemam olup olmad1g1dir. Sayet e'nin 
bumn elemanlan aym zamanda E kumesinin de ele­
manlanysa, bu durumda E kumesinin bir elemam olan 
e ayn1 zamanda E kumesinin bir par�as1dir. E kumesi­
ne aittir ve E kumesi tarafmdan i�erilir. 

7.6 Omegin V'nin butun canh varhklar kumesi oldugunu 
varsayahm. Kedim bu kumeye aittir. Fakat bir kedi 
ayn1 zamanda hucrelerden olu�ur ve bunlann hepsinin 
canh varhklar oldugunu ileri surebilirsiniz. Dolayis1yla 
kedim ayn1 zamanda hem bir canh varhk hem de canh 
varhklardan olu�an bir kumedir. V kumesine aittir (bir 
olarak, o canh kedi olarak) ve V kumesinin bir par­
�as1dir -V kumesi tarafmdan i�erilir- (canh hucreler 
kumesi olarak) . 
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7.7 Kedileri bir kenara buakahm. A�ag1daki u� "nesne"yi 
du�unelim: 

- e1 nesnesi; 
- e2 nesnesi; 
- bu ilk iki nesnenin "kumelenmesi" olan ve (e1 ,e2) 

ile gosterilecek nesne. Bu, e1 ve e2 <:ifti olarak adland1-
nhr. 

Bu u� nesnenin kumesini olu�turahm. Aym �ekilde 
bu kumeyi �oyle gosteririz: (el' e2, (e1,e)). Bu kume e1 , 
e2 ve (e1 ,e) �iftinden olu�an ii(:lii olarak adlandmhr. Bu 
kiimeyi T olarak adlanduahm. Bu T u�lusune ait olan 
ii� elemanm el' e2 ve (e1,e2) oldugunu unutmaym. 

e1 ve e2 T kumesine ait oldugu i�in bunlan "kume­
ledigimde" T kumesinin bir par(:as1m elde ederim. Do­
layis1yla T kumesinin iki elemanmm "kumelenmesi" 
olan (e1 ,e) �ifti, T kumesinde i(:erilir. Fakat aynca ku­
menin bir elemam oldugunu, kumeye ait oldugunu da 
gorduk. Boylelikle bir elemam aym zamanda bir par�a 
olan basil bir kume ornegi in�a etmi� olduk. T kumesi 
i�in (el'e2) �ifti aym zamanda hem aidiyet hem de i�e­
rilme konumundad1r. 

7.8 Cantor'un �ok onemli teoremi sayesinde herhangi bir E 
kumesinde par�alarm elemanlardan daha f azla oldugu­
nu biliyoruz. Bu benim i�erilmenin aidiyet kar�1smda 
fazlahg1 diye adland1rd1g1m �ey: du�unce i�in sonu�lan 
devasa olan, varhk olarak varhgm yasasi. Devasa, �un­
ku Bir/Cokluk ve Butiin/Par�alar �iftlerini orgutleyen 
temel kategorilere temas eder. Dolayis1yla her par�anm 
bir eleman olmas1, i�erilen her �eyin ait olmas1 imkan­
s1zd1r: Mutlaka eleman olmayan par�alar vardu. 

104 



Say1 ve Say1lar 

Fakat soruyu tersten de sorabiliriz: Baz1 durumlarda 
(ornegin canh varhklardan olu�an V kumesi i�in ke­
dimin veya T u�lumuz i�in (e1 ,e2) �ifti) bir elemanm 
bir par�a olmasmm mumkun oldugunu gordugumuze 
gore, biitiin elemanlarm par�a olmas1, ait olan her �eyin 
i�erilmesi mumkun mudur? T i�in bu dogru degildir: 
Ornegin e1 elemam tek ba�ma ahnd1gmda T'nin bir 
par�as1 degildir. 

Butun elemanlan par�alar olan, ampirik olmayan 
(zira V kumem, kedim ve hucrelerim rasyonel olarak 
ku�kuludur) bir kume ornegi uretebilir miyiz? 

7.9 Biraz ho� kumeye geri donelim. "Hi�bir elemam olma­
yan bir kume vard1r" aksiyomunu, yani hi�bir �eyin ait 
olmad1g1 bir kumeyi ortaya atm1�t1k (2. 18) . <;oklu-var­
hgm butun yap1smm "ho�" kayas1 olan bu kumeye ozel 
bir ad verecegiz: "O" . 

Su �ok incelikli notu du�mek zorunlu: Bo� kiime her 
kiimenin bir par{astdir; E ne olursa olsun 0, E kume­
sinde i�erilir. Neden mi? <;unku �ayet bir F kumesi E 
kumesinin bir pan;as1 degilse, nedeni, F kumesinin E 
kumesinin elemam olmayan elemanlan olmas1dir (F 
kumesinin butun elemanlan E kumesinin elemamysa, 
tamm geregi F, E kumesinin bir pan;as1dir) . Halbuki 
O'm hi�bir elemam yoktur. Dolayis1yla O'm E kumesi­
nin bir par�as1 olmamasi imkans1zdir. Bo� kume "ev­
rensel olarak" i�erilir, �unku ho� kumedeki hi�bir �ey 
boyle bir i�erilmeyi engelleyemez, reddedemez. 

Ba�ka turlu soylersek: F kumesinin E kiimesinin 
bir par�as1 olmad1g1m ispatlamak i�in F kiimesinde en 
azmdan bir elemanm farkh olmas1 gerekir: E kumesi-
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nin bir elemam olmad1g1 ic;in F kiimesinin "biituniiy­
le" E kiimesinde ic;erilmemesini saglayacak bir eleman. 
Fakat bo�luk bu tiir hi�bir farkhhga miisaade etmez. 
Farks1zdu/kayitsizdu [ in-different] ve bu nedenle bii­
tiin �okluklarda i�erilir. 

7.10 A�ag1daki iki "nesne"yi du�unelim: 
- ho� kiime, O; 
- tek elemam ho� kiime olan kume; bu, ho� kiime-

nin tekligi [singleton] olarak adlandmhr ve (O) ile gos­
terilir. 

Bu ikinci nesnenin ho� kiimeden farkh oldugunu 
�ok iyi kavramak gerekiyor. Nitekim ho� kiimenin 
hi(:bir elemam yokken tekligin bir elemam vardu: ho� 
kiime. Bo�lugun tekligi, bo�lugu "bir olarak sayar" , 
halbuki ho� kiime hi�bir �ey saymaz (bu ise, "hi�bir 
�ey saymama", yani 0 ile "hi�ligi sayma", yani (O) ara­
smda ince bir aynma gotiiriir. Platon daha once Panne­
nides'te bu aynmla oynam1�tu). 

7.11 Teklik (ozel olarak bo�lugun tekligi degil, "genel ola­
rak" teklik) hakkmda ek bir apklama. 

E bir kiime ve e, bu kiimenin elemanlarmdan biri 
olsun (e E E).  e elemamnm (e) �eklinde yazilan tekligi 
E kumesinin bir par�as1du: (e) c E .  

e elemanmm tekligi ashnda nedir? Tek elemam e 
olan kiimedir. Eger e, E kiimesinin bir elemamysa (e) 
tekliginin biitiin elemanlan, yani yegane elemam e, E 
kumesinin elemamdu ve dolayis1yla (e), E kumesinde 
i�erilir. 
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7.12 lki nesnemizi, 0 ile gosterilen ho� kume ve (0) ile gos­
terilen ho� kumenin tekligini "kumeleyelim". Boylelik­
le D ile gosterecegimiz (O,(O)) �iftini elde ederiz. 

Bu sefer D ciftinin iki elemam aym zamanda par�a­
dir; D kumesine ait olan her �ey aym zamanda D kume­
sinde icerilir. Birinci eleman 0, yani bo� kume sonu�ta 
her kumede icerilir (bkz. 7.9) . Ozelde, D ciftinin hir 
parcas1dir. Fakat aynca 0, D kumesinin hir elemam ol­
dugu icin onun tekligi, yani (O) , D kumesinin bir par­
i;astdtr (hkz. 7. 11).  Fakat (0), D kumesinin ikinci ele­
mamdu. Dolayis1yla bu eleman da D kumesinde i�eri­
lir. D kumesi, D'nin her elemam hir parca olacak, D'ye 
ait olan her �ey D'de icerilecek �ekilde yapilanm1�tu. 

7.13 Cantor'un teoreminin ongormeye olanak verdigi gihi, 
D kumesinde D'nin elemam olmayan par�alar vardrr. 
Omegin hir elemanm her tekligi gibi, D'nin (O) ele­
mammn tekligi de D'nin bir parcas1dir (hkz. 7. 11) .  Bu 
"tekligin tekligi"ni ((O)) olarak yazabiliriz. Gelgelelim 
bu nesne D kumesinin iki elemam arasmda yoktur. 

7.14 Onemli bir tamm: Bir T kumesi, biraz once in�a ettigimiz 
D gibiyse gei;i�lidir: Yani bumn elemanlan aym zamanda 
parcaysa, ait olan her �ey aym zamanda iceriliyorsa, t E T 
oldugunda aym zamanda t c T oluyorsa geci�lidir. 

7.15 Hie ku�kusuz, geci�li kumeler vardir. Belki V, yani 
canhlar kumesi gec�lidir. Bo�luktan in�a edilmi� �ef­
faf, hatta saydam olan (O,(O)) kumesi kesinlikle oyledir 
(ho�luk ve bo�lugun tekligi cifti, kendinde bo�luk ve 
bir olarak bo�luk cifti) . 
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7.16 Modernite, Bir'in olmamas1yla tammlamr (Nietzsche 
"Tann oldu" diyordu, fakat Ya�amm Bir'i onda olunun 
yerini i�gal ediyordu).  Dolayis1yla biz modernler (veya 
"ozgur zihinler") i�in Birsiz-<;:okluk, bizatihi varola­
nm [etant) son sozudur. Saf �okluga <lair du�uncenin, 
neyin �oklugu oldugundan bag1msiz olarak (dolayi­
s1yla: ne olursa olsun hi�bir nesne dikkate almmadan) 
kendinde du�unulen �oklugun bir ad1 vardir: "mate­
matiksel kume teorisi" .  Sonu� olarak bu teorinin her 
ana kavram1 modern ontolojinin kavram1 olarak du�u­
nulebilir. 

Gei;i�li kume kavrammda durum nedir peki? 

7.17 Ait olma, sunumun [presentation) ontolojik fonksiyo­
nudur, bir �oklugun bir-olarak-sayilmasmda sunulan 
�eye i�aret eder. l�erilme, temsilin [representation) on­
tolojik fonksiyonudur, bir sunum �eri;evesinde pari;a 
olarak tekrar sayilan �okluklara i�aret eder. Sunumla 
temsil arasmdaki ili�kiyi belirlemek buylik bir sorun­
dur (durumun hali sorunu). 

Ge�i�li bir kume, ait olma ile i�erilme, eleman ile 
par�a, e ile c arasmda miimkiin olan maksimum denge­
yi temsil eder. Ge�i�lilik ustun turtle bir ontolojik istik­
ran ifade eder: sunumla temsil arasmda mumkun olan 
en gu�lu korelasyon. 

Par�alar daima elemanlara gore fazladir ( Cantor'un 
teoremi) , bir kumenin elemam olmayan kume pari;a­
lan mutlaka vardir. Gelgelelim, biitiin elemanlar pari;a 
oldugunda, yani ele alman kume ge�i�li oldugunda 
ait olma ile i�erilme arasmda maksimum bir e�leme 
olacakur. 
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Ge<;i�li kiimenin bu i<;sel gu<;lii <;er<;evesi (<;oklukta 
sunulan her �eyi, ait olma bi<;iminde ikinci bir kez daha 
temsil etmesi) , bu denge, maksimal istikrar, beni ge<;i�li 
kumelerin "normal" oldugunu soylemeye goturdii. Bu­
rada "normal" hem patolojik olmayan, istikrarh, kuv­
vetli bir dengede olma anlammdadu; sunum ile temsil 
arasmdaki dengesizlige, fiili bi<;imi olaysal kesinti olan 
bir dengesizlige maruz kalmad1g1 anlamma gelir; hem 
de bir norma, ontolojik i<;kinligin iki buyfik kategorisi, 
yani ait olma ile i<;erilme arasmda miimkiin oldugu ka­
dar kapsamh bir e�lemeye tabi oldugu anlamma gelir. 

7.18 Ge<;i�li <;okluk kavram1, sayi du�uncesinin normal te­
melini tesis edecektir. Ge<;i�lilik aym anda hem sayiyi 
varhgm dengeli dokusunda bir kesme [decoupe) hali­
ne getiren �ey hem de bu kesme i<;in norm saglayan 
�eydir. 
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8.  Von Neumann Ordinalleri 

8.1 Bo�luk ve bo�lugun tekliginin .;ifti olan ve (O,(O)) �ek­
linde yazilan, 7. 12'de ele ald1g1m1z D kO.mesini yakm­
dan inceleyelim. 

Bu D kO.mesinin ge.;i�li oldugunu gormO.�tO.k: lki 
elemam, 0 ve (O) aym zamanda D'nin pan;as1du. Bura­
da ek bir yorum yapabiliriz: Bu iki elemanm kendileri de 
gei;;i�li kumelerdir. 

- (O) elemanmm ge.;i�li oldugu apktu: (O) tekliginin 
tek elemam O'du ve 0 "evrensel" par�ad1r, her kO.mede 
i.;erilir, ozel olarak da (0) kO.mesinde i.;erilir. Dolayi­
s1yla (O) elemammn tek elemam aym zamanda (O)'m 
par.;as1du. Sonu.; olarak (O) ge.;i�li bir ko.medir. 

- 0, yani ho� ko.menin ge.;i�li olmas1, her tO.rlO. ozel­
lik kar�1smda negatif "ge.;irgenligi"nin bir sonucudur. 
Bu ge.;irgenlik herhangi bir kumenin par�as1 olmas1m 
saglar (bkz. 7.9): Ge.;i�li bir kume, butun elemanlann 
aym zamanda par.;a oldugu kumedir. Oyleyse ge.;i�li 
olmayan bir kO.mede bir par.;a olmayan en az bir ele­
man vard1r. Halbuki O'm hi.;bir elemam yoktur. Dola­
yis1yla ge.;i�li olmamas1 mumkun degildir. Bunun so­
nucunda da ge.;i�li oldugu ortaya pkar. 

D kumemizle sadece ge.;�li bir kume degil, ge�i�­
li kumelerden olu�an ge.;�li bir kO.me i�a ettik: Bu 
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geci�li kume, gec�li kumeleri "kumeler". Hem 0, (O) 
hem de bunlann (O,(O)) cifti geci�lidir. 

I 
8.2 C:ok temel bir tamm: Bir kiime D gibiyse, yani kendisi 

ve biitiin elemanlan ge(i$liyse ( von Neumann'm verdigi 
anlamda1) bir ordinaldir. 

8.3 Bu tamm, ordinal kavrammm ontolojikle�tirilmesinin 
teknik k1Smm1 tamamlar. Burada soz konusu olan art1k 
iyi s1rahhk, dogal tam sayilar dizisinin imgesi veya her­
hangi bir �lemsel deger degildir. Kavram1miz tamamen 
ickindir. Ordinalin belirli bir ic yap1sal bicimini tayin 
eder: iki ontolojik �lemci, ait olma ve icerilmeyi, e ile c'yi 
i;ok ozel bir �ekilde birbirine baglayan bicim. 

Dolayis1yla bize omek gorevi goren D kumesi bir 
ordinaldir. Bu ordinalin kimligi uzerindeki perdeyi 
biraz aralayabiliriz: lki saytstdir. Aynca bu lki, von 
Neumann ordinallerinin var oldugunu ileri surmemize 
olanak verir. 

8.4 Bu yeni ordinal kavram1m kullanmadan once, du�unce 
ii;in tammmm statusunu ve ordinallerin neden biitiin 
sayilann mutlak ontolojik ufkunu tesis ettigini kabaca 
inceleyelim. 

1 John von Neumann iyi sirahhk kavrammdan bag1ms1z olarak ordinal­
lere <lair bir tamm1 ilk kez 1923 yilmda Almanca yazdm� bir makalede 
vermi�ti: "Sonluotesi Sayilara Giri�". lngilizcesi i(:in bkz. J van Heije­
noort (ed.),  From Frege to Godel, a.g.e., s. 346-354. 

Ge(:i�li kiimelerden hareketle ordinallerin tammlanmas1 Raphael M. 
Robinson'un 1937'de lngilizce yayimlad1g1 bir makaleye dayamr: "S1-
mflar Teorisi, von Neumann Sisteminde Bir Degi�iklik".  Metnin oriji­
nali i<;in, bkz. The journal of Symbolic Logic, no. 2, s. 29-36. 
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8.5 Gei;i�li bir kumenin, "normal" i;oklugun ontolojik �e­
mas1 oldugunu belirtmi�tim (7. 16). Temsilin sunum 
kar�1smdaki fazlahgmm duzeltilemez oldugu dikkate 
ahmrsa, gei;i�lilik ikisi arasmda maksimal dengeyi tem­
sil eder. 

Sadece bir ordinalin kendisi degil, biitiin elemanlan 
da gei;i�lidir. Bir ordinal kendisini karakterize eden nor­
malligi, normu oldugu i;oklugun ii;erisine yayar. Nor­
malliklerin normalligidir, dengelerin bir dengesidir. 

Bunun sonucunda i;ok onemli bir ozellik ortaya p­
kar: Bir ordinalin her elemam bir ordinaldir. 

W bir ordinal
2 

ve x bu ordinalin bir elemam olsun 
(x e W). W bir ordinal oldugu ii;in tum elemanlan ge­
i;i�lidir ve dolayis1yla x gei;�lidir. Aym nedenle (Wnin 
ordinalligi nedeniyle) Wnin kendisi de gei;�lidir; do­
layis1yla Wnin elemam olan x, aym zamanda Wnin bir 
pari;as1dir (x c W). Buna gore x'in biitiin elemanlan, 
Wnin de elemanlandir. Wnin biitiin elemanlan gei;i�li 
oldugu ii;in aym �ey x'in biitiin elemanlan ii;in de ge­
i;erlidir. Boylelikle x kiimesi, biitiin elemanlan gei;i�li 
olan gei;i�li bir kiimedir: Bir ordinaldir. 

2 Yaygm literatiirde Yunan harfleriyle yaz1lan ordinaller kitap boyunca 
W ve w harfleriyle belirtilecek ve W1 veya w3'te oldugu gibi yamna 
sayisal indisler eklenecektir. Genel olarak W veya w bir ordinal degi�­
keni (herhangi bir ordinali) belirtir. Ozel olarak "her W ordinali ii;:in" 
tiiriinde ifadeler kullanacag1z. lndisli gosterim, "N 1 Sayismm maddesi 
W1 ordinali olsun" ifadesindeki gibi belirli bir ordinale i�aret etmek 
ii;:in kullamlacak. Kiii;:iik harfler ba�ka bir ordinale ait olan bir ordina­
li belirtmek ii;:in i;:ogunlukla E i�aretinin solunda yer alacak; omegin 
w1E W (yani, w1 ordinali W ordinalinin bir elemamdu). 
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8.6 Gec;:i�lilik bir istikrar ozelligi idiyse; buradaysa kar�1-
m1za bir homojenlik ozelligi c;:1kar: Bir ordinalin ic;:sel 
c;:oklugunu olu�turan �ey, ona ait olan elemanlar ordi­
nallerdir. Bir ordinal, bir ordinaller c;:oklugunun bir-o­
larak-sayilmas1d1r. 

Ordinal c;:oklugun bu homojen ve istikrarh "doku­
su", beni ordinallerin dogal c;:oklugun ontolojik �emala­
n oldugunu soylemeye iten �ey. "Dogal" diye adlandir­
d1g1m tam olarak (tarihsel, istikrars1z, heterojen olan 
ve bu yiizden olaysal kesintiye maruz kalan c;:okluklara 
zit olarak) matematigin du�undugu haliyle temelinde 
yatan c;:oklu varhg1, maksimum bir tutarhhk, eksiksiz 
bir istikrar ve -bu c;:oklu varhg1 olu�turan �eyin kendi­
siyle aym tiirde olmasi anlammda- mukemmel bir ho­
mojenlik omegi saglayan �eydir. 

Oyleyse bir ordinalin, dogal bir c;:oklugun varhk en­
deksi oldugunu kati olarak one surecegiz. 

8.7 Ordinallerin sayinm buyiik ontolojik "temel"ini olu�­
turdugu dogruysa,  pekala saymm dogal varhgm bir 
figuru oldugu veya saymm Doganm bir iiriinii oldugu 
da soylenebilir. Yine de "Doga"mn burada duyularla 
algilanabilen hic;:bir �eye, hic;:bir deneyime gonderme 
yapmad1g1 ikaz1 zorunlu: "Doga", ontolojinin, saf c;:ok­
luga <lair du�uncenin veya kumeler teorisinin bir kate­
gorisidir. 

8.8 Dogrudan ordinallerin "say1 oldugunu" soylemeli mi­
yiz? Ordinaller arac1hg1yla tam sayilar dizisinin sonsu­
za geni�lemesini elde ettigini du�O.nen Cantor'un goru­
�u tam da buydu. Fakat henuz hic;:bir say1 kavram1 ileri 
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surmemi� bizler i(;'.in boyle bir kabul sadece kamtlan­
mas1 gereken �eyi dogru saymak olacaktu. Benim Sayi 
(ha�met belirtmeyen, ama bilinen veya bilinmeyen tUm 
sayi turlerini kapsayan bir kavrama i�aret eden buy(tk 
harfle Sayi) diye adlanduacag1m �eyi tammlad1ktan 
sonra ordinallerin bir yandan bu tammda belirleyici 
bir rol oynad1g1m, ote yandan sayilar arasmda, varhgm 
Doganm zemini uzerine savurdugu sayisal kalabahkta 
temsil edilebilir oldugunu gorecegiz. Oyleyse ordinaller 
hem bizim Sayiya eri�imimizin, Sayiya <lair du�uncemi­
zin arac1 olacak hem de kendisini her bak1mdan a�an 
bir Sayilar bollugunda kaybolmu� olsalar da kendileri 
de Sayilar oldugu i(;'.in orada temsil edilebilir veya res­
medilebilir olacaklar. 

8.9 Bo� kume, 0 bir ordinaldir. Ge(;'.i�li oldugunu daha 
once gormu�tuk (8. 1). Butun elemanlanmn da ge(;'.i�li 
oldugu apktu: Hii;:bir elemam olmad1gma gore ge(;'.i�­
li olmayan bir elemam olmas1 nasil mumkun olur ki? 
Butun sezgilere zit olarak, s1fir veya bo�luk, dogal bir 
ontolojik olgudur. Butun dilleri ve du�unceleri varhga 
<liken bo�luk, ayn1 zamanda sayinm dogaya demir att1-
g1 noktadu. 

8.10 Von Neumann ordinallerinin (;'.Ok onemli iki ozelligi 
bulunur: 

1) Temel ontolojik bagmt1, (;'.oklu-sunumun goster­
gesi olan ait olma bagmt1s1 uzerinden tam suahd1rlar. 
Bu, W1 ve W2 gibi iki ordinal almd1gmda, ya birincisi­
nin ikincisine ait oldugu (W1 E W) ya da ikincisinin 
birincisine ait oldugu (W2 E W1) ya da ikisinin ozde� 
olduklan (W1 = W2) anlamma gelir. 
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2) Bir minimallik ilkesine uyarlar: Herhangi bir P 
ozelligi verildiginde, eger bir ordinal bu ozelligi ta�1-
yorsa o halde aym ozelligi ta�1yan bir en kuc;uk ordinal 
vardu. S1ra duzeni daima ait olmadir: P ozelligine sahip 
bir W ordinali varsa (P(W) onermesi dogruysa) o hal­
de aym ozelligi ta�1yan ve bu ozelligi ta�1yan en kuc;uk 
ordinal olan bir W1 ordinali vardu (W2 E W1 ise W2 bu 
ozellige sahip degildir) . 

Bu iki ozellik dogaldir. Birincisi dogal c;okluklar 
denen istikrarh ve homojen c;okluklann evrensel bir­
birine dolamkhg1m ifade eder (bkz. 8.6): Varhklann­
da du�unuldugunde iki dogal c;okluk, yani iki ordinal 
bag1msiz olamaz. Ya biri otekinin sunumundadu ya 
da tersi gec;erlidir. Doga, farksizhga/kayitsizhga veya 
baglant1sizl1ga tahammul etmez. lkinci ozellik doganm 
"atomsal" karakterini veya ba�ka bir deyi�le "kuantik" 
karakterini ifade eder. Bir ozellik herhangi bir dogal 
c;okluk ic;in gec;erli oldugunda, bu ozelligin minimal 
kaidesi olan bir dogal c;okluk mutlaka vardir. 

Bu iki ozellik birlikte almd1gmda, dogamn global 
statfisfi ile yerel statfisfinfi eklemler. Biiyiik harfle Doga 
var olmasa da (zira butun ordinallerden olu�an kume 
di ye bir �ey yoktur, bkz. 6. 1 1) ,  dogal c;okluklar arasm­
da bir tfir duzlem birligi, global kar�1hkh bag1mhhk 
birligi vardu: Semas1 olduklan sunum daima "ic; ic;e 
gec;mi�tir" . Bo�luk haricinde, Eskiler'in atomlan gibi 
doganm ayut edilemez ve e�siz bile�enleri olmasa bile, 
her ozelligin doganm "bolgeleri" ic;in gec;erli olan yerel 
bir istisna noktas1 vardu: soz konusu ozelligin mini­
mal kaidesi. 

Global ve yerel olanm bu eklemleni�i, her Fizige on­
tolojik c;erc;evesini verir. 
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8.11 Temel iki ozelligin (tam sirahhk ve minimalite) her 
biri von Neumann ordinallerinin tammma dayanarak 
ispatlanabilir. 

Bu ispatlar, kume teorisinin (.;oklugun ontolojisi­
nin) bir ana ilkesine dayamr: temellendirme aksiyo­
mu. 3 Soz konusu aksiyom her durumun (her saf .;ok­
lugun) durumla "ortak hi.;bir noktas1" olmayan en az 
bir terimi (bir elemam) oldugunu soyler; bu terimi 
olu�turan hi.;bir �ey (yani bu elemanm hi�bir elemam) 
durumda sunulmam1�tH (ba�taki .;okluga ait degildir) . 

8.12 Kedime geri donelim (bkz. 7.6) . Kedim canh varhklar 
kumesinin bir elemamdH ve kendisi de -canh organiz­
malar olduklan kabul edilirse- bu kumenin elemanlan 
olan hucrelerden olu�mu�tur. Fakat hucreyi molekul­
lerine, sonra da atomlarma ayird1g1m1zda art1k canh 
varhklar kumesine ait olmayan tamamen fiziksel ele­
manlarla kar�1la�mz. Canh varhklar kumesinde olan, 
fakat sadece "atil" fiziksel-kimyasal maddesellikle ilgili 
oldugu i�in hi.;bir elemam bu kumede olmayan bir te­
rim (belki hucre) vardH. Kumeye ait olan, ama hi.;bir 
elemam kumeye ait olmayan bu terim i.;in, kumeyi 

3 Aym zamanda duzenlilik aksiyomu olarak da adlandmlan temellen­
dirme aksiyomu 191 Tde Mirimanoff tarafmdan ongorlilmli�t\i ve von 
Neumann tarafmdan 1925 yilmda a\'.1khga kavu�turuldu. Ba�lang1\'.ta 
bilhassa Mirimanoffun "olaganlistli kumeler" diye adlandird1gi, ken­
disinin elemam olan kumeleri veya . . . e a •• 1 e a • . . .  e a2 e a1 e E tli­
rlinde azalan bir sonsuz zincir i\'.eren kumeleri ortadan kald1rmak soz 
konusuydu. Daha sonra bu aksiyomun kii,meler Evreninin hiyerar�ik 
bir sunumuna olanak verdigi fark edildi. 

Bu aksiyoma dair tarihsel ve kavramsal bir yorum i\'.in bkz. A. Fraen­
kel, Y. Bar-Hillel ve A. Levy, Foundations of Set Theory, North-Holland, 
2. bask1, 1973, s. 86-102. 
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kurdugunu veya kumenin temel bir terimi oldugunu 
soyleyecegiz. "Temel" burada, soz konusu terimden 
daha a�ag1 bir duzeyde, terimi olu�turan �ey kazild1-
gmda ba�lang1�taki kiimeden �1kug1m1z, o kiimenin 
sunum kapasitesini a�ug1m1z anlamma gelir. 

8.13 Canhlan, kedileri, hucreleri ve atomlan yine bir ke­
nara buakahm. Bo�lugun tekliginin tekligini, yani tek 
elemam bo�lugun tekligi olan kumeyi du�unelim: Bu, 
((0)) olarak gosterilir. Bu kumenin (O) elemanmm tek 
elemam bo�luk, yani O'd1r. Fakat bo�luk, tek elemam 
(0) olan ba�lang1�taki ((0)) kumesinin elemam degil­
dir; zira bo�luk, yani 0 ile bo�lugun tekligi, yani (O) 
farkh kumelerdir. Dolayis1yla ((0)) kumesinde (O) te­
mel bir yerel noktayi ternsil eder: Kalk1� noktasmdaki 
kiimeyle hi�bir ortak elemam yoktur. <,;:okluk olarak 
sundugu �ey, yani 0, i�inde yer ald1g1 sunumda ((0)) 
tarafmdan sunulmaz. 

Temellendirme aksiyomu bu durumun varhgm bir 
yasas1 oldugunu soyler: Her �okluk temellendirilmi�­
tir, her �okluk, �oklugun sundugu �eyden hi�bir �ey 
sunmayan en az bir eleman kapsar. 

8.14 Temellendirme aksiyomunun �ok onemli bir sonu­
cu vard1r: Hii;:bir kiime kendisinin elemam olamaz, ya 
da hi�bir �okluk kendi sunumunda yer alamaz, ya da 
hi�bir �okluk bir olarak sayilamaz. Bu anlamda varhk, 
yanstma [reflexion] nedir bilmez. 

E, kendisinin elemam olan bir kume olsun: E e E. 
Bu kiimenin tekligini, yani (E)'yi du�unelim. Bu tekli­
gin tek elemam E'dir. Dolay1s1yla (E)'yi E'nin temellen-
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dirmesi gerekir. Fakat bu imkansizdu, (:iinkii E, E'ye 
aittir ve (E) ile daima ortak bir elemam vardu: kendi­
si. T emellendirme aksiyomu varhgm bir yasas1 oldugu 
i(:in ba�lang1(:taki hipotezi reddetmek gerekir: Kendisi­
nin elemam olan hi(:bir kiime yoktur. 

8.15 Ordinallerin onemli ozelliklerine geri donelim. Temel­
lendirme aksiyomu kabul edildiginde bu ozellikler is­
patlanabilirler. Burada minimallik ilkesini ispatlayaca­
g1m. Ait olmaya gore tam suahhk ilkesi i(:in dipnota4 
ba�vurabilirsiniz. 

W1, P ozelligine sahip bir ordinal olsun. W1 mini­
malse her �ey giizel. Oyle olmad1gm1 varsayahm. Bu 
durumda W1'den daha kii(:iik olan Cele alman s1ra dii­
zeni ait olma olduguna gore bu durumda W1'e ait olan) 
ve bu ozelligi ta�1yan ordinaller vardu. Bu ordinaller­
den olu�an E kiimesini (P ozelligine sahip ve W1'e ait 
olan her �eyin "kiimesi") dii�iinelim. E, temellendirme 
aksiyomuna uyar. Dolayis1yla E kiimesinin ordinal olan 
((:iinkii E bir ordinaller kiimesidir) , P ozelligini ta�1yan 
((:iinkii E'nin biitiin elemanlan bu ozelligi ta�Ir) ve E 
ile hi(:bir ortak elemam olmayan bir W 2 elemam vardir. 

Fakat W1 bir ordinal oldugu i(:in ge(:i�lidir. Dolayi­
s1yla ona ait olan W2 aym zamanda onun bir par(:as1du 
da: W2'nin elemanlan aym zamanda W1'in de eleman-

4 e yani aidiyetin ordinalleri tam sualad1gma (kesin sualama), ba�ka 
bir deyi�le, WI ve w2 iki farkh ordinalse ya WI E w2 ya da w2 E WI 
olduguna dair ispatm iyi bir takdimi i\'.in, bkz.]. R. Shoenfield, Mathe­
matical Logic, Addison-Wesley, 1967, s. 246-247. 

Bu ispat L'Etre et l'Evenement'da i�lenmi� ve yorumlanm1�t1r, a.g.e., 
12. meditasyonun 3. paragrafi, s. 153-158. 
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landu. W2'nin bir elemam P ozelligine sahipse W1'in 
bir elemam olacag1 i�in, W2 E kumesine ait olmaltd1r 
(�unku E, W1 kumesinin P ozelligini ta�1yan butun 
elemanlannm kumesidir) . Buysa mumkun degildir, 
�unku W2, E kumesini temellendirir ve dolayis1yla E 
kumesiyle hi�bir ortak elemam yoktur. Sonu� olarak 
W2'nin hi�bir elemam P 6zelligine sahip degildir ve W2 
bu ozellik i�in minimaldir. CQFD. 

8.16 Sayilann kesmeyle uzerinden ahnacag1 ontolojik ku­
ma� boyle orulur. Homojen, birbirine dolamk, kokeni 
bo�lukta olan, her ozellik i�in yerel olarak minimum­
la�tmlabilen bu kuma� gayet tabii bir ufuk yap1sma 
sahiptir. 
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9. Ard1�1khk ve limit. Sonsuz 

9.1 6. bolumde ordinal nosyonuna dair Dedekind ve Can­
tor'un (iyi s1rahhktan hareket eden) yakla�1mmdan 
bahsederken tum meselenin bir ordinalden soma ta­
mamen belirlenmi� bir ba�ka ordinal gelmesi ve bu se­
rinin surekli devam etmesi oldugunu gormu�tiik. Ayn­
ca n'den n+l'e (n'nin ardilma) "ge(:mekle" , "biitun" do­
gal sayilardan bunlarm otesi olan, w sonsuz ordinaline 
ge(:menin hi(: de aym �ey olmad1gm1 da gormu�tiik. 
lkinci durumda bir s1(:rama oldugu, bir "limit alma"nm 
kesintisinin ortaya pkt1g1 a(:1kur. 

Von Neumann'm one surdugu ve 8. boliimu ayir­
d1g1m1z, ordinallerin ontolojikle�tirilmi� kavrammda, 
basit ard1�1khk ile sonsuza "s1(:rama" arasmdaki bu di­
yalektigi yine bulabiliyor muyuz? Daha genel olarak, 
sonsuz bir (:oklugun varhgma dair (:etrefilli soru bu 
yeni (:er(:evede nasil ortaya (:1k1yor? 

9.2 Once ard1�1khk kavramma bagh kalahm. 
Burada dikkatli olmak gerekiyor. Ard1�1khk, bir son­

rakine "ge(:i�" imgesi, sayinm dolays1z temsilinde o ka­
dar gu(:ludur ki s1khkla sayinm ozunun kurucu ogesi 
olduguna inamnz. J.  A. Miller'1 tam da sayi meselesini, 
sayinm ard1�1khga dayanan uretiminde israr eden �e-
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yin belirlenmesine indirgedigi i(:in ele�tirm�tim (bkz. 
3.17). Sayisal alamn seri ge(:i� yasasmm, bize dayatilan 
yasanm, (:oklugun tekil bi«;;imi olarak sayinm ontolojik 
i«;;kinligiyle ortii�medigini savunmu�tum. 

Bundan dolayi, Von Neumann'm ordinalleri kavra­
�mda ard1�1khk fikri tekrar kar�1m1za pk1yorsa, bu­
nun da ontolojikle�tirme �lemine tabi tutulmas1 gere­
kir. Amacrm1z bir ge«;;i� ilkesi ke�fetmekten cok, ard1l 
olmayana zit olarak ardil olan �eyin icsel bir niteligini 
bulmak olacak. Bizim i«;;in onemli olan ard1�1khk degil, 
ardtltn varltgi. Peano'nun + 1 �eklindeki tekrarh mono­
tonlugu aruk bizi ilgilendirmiyor: Dii�iinmek istedi­
gimiz, sadece ek ad1m kipinde kendisine ula�mam1za 
olanak veren �eyin kendinde varhg1dir. 

9.3 Von Neumann anlammda bir W ordinalini (biitiin ele-
manlan ge(:i�li olan ge(:i�li kiime) dii�iinelim. 

Elemanlan �u �ekilde olan bir kiime: 
- Wnin biitiin elemanlan; 
- Wnin kendisi. 
W coklugunu olu�turan her �eye ek bir eleman, 

yani bizzat Wyi "ekliyoruz". W kiimesinin asla kendi­
sinin bir elemam olmad1g1m bildigimize gore (bu, te­
mellendirme aksiyomunun bir sonucudur, bkz. 8. 14) 
burada ger(:ekten de yeni bir elemamn katilmas1 soz 
konusudur. 

Burada +l'in i�lemsel olmayan bir bi«;;iminin orta­
ya c1kt1gm1 gorebilirsiniz: Soz konusu olan harici bir 
ekleme, d1�sal bir "art1" degil, bir tiir i«;;kin bir burul­
madir; bu burulma, Wnin i«;;sel (:oklugunu soz konusu 
coklugun bir-olarak-sayilmas1yla "tamamlar" ; ad1 tam 
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da W olan bir saymayla. Buradaki +l, kume teorisinin 
birle�tirme yetki alamm, daha once bu birle�tirmenin 
ilkesi olan �eye, yani kumenin birine, art1k elemanla­
nyla birlikte dizilen, onlarla birlikte sayilan Wye geni�­
letmekten olu�ur. 

9.4 Bu prosedure bir ornek verelim. 
Bo�luk ve bo�lugun tekliginden olu�an cift olan ve 

(O,(O)) ile gosterilen D kumesinin bir ordinal oldugu­
nu gostermi�tik (kendisi ve bfttftn elemanlan geci�li­
dir) . +l'in i�lemsel olmayan belirlenimi �u U( elemanh 
kumeyi olu�turmaya denktir: D'nin iki elemam ve bun­
lara ek olarak D'nin kendisi. Bu ise (0,(0),(0,(0))) ile 
gosterilecektir (D'yi "bfttftn haliyle" ucuncu konumda 
gorebilirsiniz) . Bu ucluyft T olarak adland1rahm. 0 hal­
de a�ag1dakileri ispatlayacag1z: 

- T geci�lidir. Birinci elemam, 0 evrensel parcadu, 
dolayis1yla 0, T'nin bir parcas1dir; ikinci elemam (O) , 
birinci elemamn, yani O'm tekligidir. Dolayis1yla T'nin 
bir parcas1du (bkz. 7. 1 1) .  Dcuncu elemam, (0,(0)) ,  ilk 
iki elemanm "kumelenmesi" ' cif t haline getirilmesin­
den ibarettir. Dolayis1yla o da bir parcadu. T'nin butftn 
elemanlan bir parca olduguna gore T geci�lidir. 

- T kumesinin butun elemanlan geci�lidir. D kume­
sinin bir ordinal oldugunu gosterdigimizde 0 ve (O) 
elemanlannm geci�li oldugunu ispatlam1�t1k. Kendisi­
nin de, yani (O,(O))'m da geci�li oldugunu gostermek 
zorunda kalm1�t1k. Sonuc olarak bunlar tam da T ku­
mesinin uc elemamdir. 

Boylelikle D kumesinin elemanlanna D "eklenerek" 
elde edilen T kumesi bir von Neumann ordinalidir: bu­
tun elemanlan geci�li olan gec�li bir kume. 
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9.5 Biraz once kulland1gimiz akil yliriitme zahmetsizce 
genelle�tirilebilir. W herhangi bir ordinalse gidi�at, T 
i.;in kullamlanla aymdu: W kumesinin elemanlanna, 
Wnin kendisinin bir eleman olarak eklenmesiyle elde 
edilen kume bir ordinaldir. 

Wden yeni bir ordinale, Wnin elemanlanna tek bir 
ek eleman ekleyerek "ge.;eriz" (bu da ornekte kullan­
d1g1m1z T'nin kimligi uzerindeki perdeyi aralamam1za 
izin verir: Tipk1 D'nin iki olmas1, yani lki saytstmn var­
ltgi olmas1 gibi, T de bizzat 0-; sayis1du). 

Wden, elemanlan Wnin elemanlanna bunlann bir­
le�tirilmesinin bir-admm eklenmesi olan yeni bir ordi­
nale, bir tur i.;kin + 1 ile ge.;memiz a�ag1daki tamma ge­
rek.;e saglar: W'nin elemanlanna W eklenerek elde edilen 
ordinali, W ordinalinin ardtlt olarak adland1racag1z ve 
S (W) ile gosterecegiz. 

Omegimizde T (u.;), D'nin (iki) ard1hdu. 

9.6 lkiden 0-;e veya Wden S(W)'ye "ge.;i�" fikri ashna 
bakarsamz saf bir metafordur. Ger.;ekte ilk ba�ta .;ok­
lu-varhgin figurleri, D ve T vardtr ve tamm1m yapt1gi­
miz �ey, tum anlam1 bizim i{in bu varhklann anla�ilabi­
lir ge.;i�ini kolayla�tumak olan bir baginttdtr. Sonluluk, 
varhgm baglantISIZ11g1m baglanuland1rmayi gerektirir. 
Boylelikle T=S(D) ard1�1khgmda, dayanag1 ger.;ekte i.;­
kin olan bir bagmu du�unuruz: T, D'nin ard1h olma 
�eklinde, ontolojik bile�iminde dogrulanabilir olan ya­
p1sal bir ozellige sahiptir ve T'yi D'ye d1�andan bagla­
yan S bagmus1yla in�a edilmi� veya tammlanm1� olarak 
temsil etmemiz zorunlu bir illuzyondan ibarettir. 

Daha titiz bir felsefi yakla�1m, kendinde ordinalleri 
incelemeye ve ardtl olma ozelligini ta�1yip ta�1mad1kla-
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nm sormaya dayamr. Ornegin D, T'nin bir elemam (ve 
aynca ileride gorecegimiz gibi, i�kin olarak ayut edile­
bilir bir elemamdir; T'de "maksimal" elemandir) oldu­
gu i(in dogrudan f ark edilebilir bir �ekilde, T'nin D'nin 
ardmdan gelme ozelligi vardu. 

Ardmdan gelme ozelligine sahip bir ordinali, ardtl 
ordinal olarak adlanduacag1z. 

Boylelikle, T bir ardil ordinaldir. 

9.7 "Wnin ardmdan gelme" ozelliginin, ard1�1khgm i�sel 
kavrammda gizil olarak bulundugu ve dolayis1yla on­
tolojik baglant1s1zhga yerle�mekte ba�ans1z oldugu­
muz soylenerek itiraz edilebilir. Bu itiraz1 bastiracag1z. 

Tamamen i�kin olan �u ozellige sahip bir W ordinali 
dii�fmiin: Wnin elemanlan arasmda, Wnin butun diger 
elemanlanmn elemam oldugu w1 adh bir eleman ol­
sun: w2, Wnin w1'den farkh bir elemamysa bu durum­
da w2 E w1 olacakur. W zorunlu olarak bir ardil ordinal­
dir (aslmda w1'in ardmdan gelir) . 

Boyle bir durum varsa, nedeni Wnin elemanlanmn 
a�ag1daki gibi olmas1du: 

- bir yanda w 1 elemam; 
- ote yanda, w2 gibi w1'in elemam olan elemanlar. 
Fakat ger�ekte w1'in butun elemanlan Wnin de ele­

manlandir. Zira ait olmanm, yani E'nin ordinaller iize­
rinde bir tam sirahhk oldugunu biliyoruz (bkz. 8. 10). 
Bir ordinalin biitiin elemanlan da ordinaldir (bkz. 8.5). 
Ozelde Wnin biitiin elemanlan ordinaldir, dolayis1yla 
w1 bir ordinaldir ve bundan da w1'in biitiin elemanlan­
nm ordinal oldugu sonucu �1kar. Bu elemanlar w1 ve W 
ordinallerine ait olma denen tam s1rahhk bagmus1yla 
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baglamr: w e  w 1 ise, w 1 e W oldugu i�in w e W olur (s1-
rahhk bagmt1smm ge��liligi). 

Boylelikle W, w 1'in biitiin elemanlan ve ek olarak 
w1'in kendisinden olu�ur: W tamm1 geregi w1'in ard1-
hdir. 

Bir ordinalin, ornegimizde W i�in w1'in tuttugu yere 
benzer bir yer tutan elemamm, o ordinalin maksimal 
elemam olarak adlandirahm: Ordinalin diger butiin 
elemanlan, maksimal elemana aittir. Her ordinalin 
bir maksimal elemam oldugunu soylemiyoruz. Fakat 
yukandaki akil yiiriitme �u tamm1 yapmam1za olanak 
veriyor: Bir ordinalin maksimal elemam varsa o ordinal 
ardtldtr. 

Boylece elimizde ardil ordinale <lair tamamen ii;sel 
bir tamm oluyor. Sadece ordinalin i;oklu yapISmm, 
merkezindeki eleman aidiyetlerinin dokusunun ince­
lenmesiyle tespit edilebilir olan "ii;sel" bir maksimu­
mun tekil varolu�u. ardilhk niteligini kurala baglama­
m1za olanak verir. 

9.8 Elimizde "neyin ardil" olduguna <lair bagmtISal veya 
seri yap1smda olan bir kavram degil, ii;kin bir kavram 
oldugu i�in �u soruyu yoneltebiliriz: Ardd olmayan or­
dinaller var m1dir? 

9.9 Bo� kiime, 0, ardil olmayan bir ordinaldir. Hii;bir �e­
yin ardmdan gelemeyecegi a�1ktir, zira hii;bir elemam 
yoktur ve ardil olmak ii;in en azmdan bir elemana, yani 
ardmdan gelecegi ordinale ihtiyac1 vardir. 

Ya da ii;kin nitelemeye daha yakm durmak i�in �oyle 
diyebiliriz: Ardil olmak ii;in O'm maksimal bir elemam 
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olmas1 gerekir. Hi�bir elemam olmad1gma gore ard1l 
olamaz. 

Bo�lugun ontolojik �apa fonksiyonu tekrar kar�1m1-
za �ik1yor: Sadece varhgmda karar verilen bo�luk p­

karsanamazdir ve ozel olarak ardil degildir: Bo�lugun 
kendisi bo�lugun k1y1smdadir, koken noktas1 oldugu 
varhktan sonu� olarak pkamaz. 

9.10 Ornek olarak verdigimiz ve bo�luk olmayan hiitCm 
ordinaller ardildu. Boylelikle 1 sayis1 olan (0) , O'm 
ard1hdu. Varhg1 bo�luk ve l'i birle�tiren (0,(0)) �ek­
lindeki 2, l 'in ard1hdir. Bo�luk, 1 ve 2'yi birle�tiren ve 
(0,(0) ,(0,))) �eklinde yazilan T (yani 3) , 2'nin ard1hdu. 
lstersek devam edebilir, 4 ve S'i ve hepsi ardil ordinaller 
olan istedigimiz dogal tam sayiyi elde edebiliriz. 

9.11 Bu, dogal tam sayi du�fincesine ula�t1g1m1z anlamma 
m1 gelir? Henfiz degil. Her birini �oklu-varhgmda du­
�undugumuzde 1 ,  sonra 2, sonra 3'un, vs. dogal tam 
sayilar oldugunu soyleyebiliriz. Fakat bunlarm konu�­
land1g1 yeri belirleyemedigimiz i�in bu ad1m ad1m tayi­
nin otesine ge�ip tam sayiya <lair genel bir kavram ileri 
sfirmemiz imkans1zdir. Dedekind'in gormfi� oldugu 
gibi boyle bir kavram sonsuza sapmayi gerektirir, zira 
sonlunun i�inde sebat ettigi yer sonsuzdur. Soyleyebi­
lecegimiz tek �ey, tam sayilarm ardil ordinaller oldu­
gudur. Fakat bu, onlan nitelendirmek i�in kesinlikle 
yeterli degildir: Tam sayi olmayan ba�ka ard1llar, hatta 
sonlu kume bile olmayan ard1llar pekala olabilir. 

9.12 Soru �una donfi�fiyor: Bo�luk di�mda ardil olmayan or­
dinaller var m1du? 
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O'dan farkh ardil olmayan ordinalleri (heniiz bunlar 
var m1 yok mu bilmiyor oldugumuz halde) limit ordi­
naller olarak adlanduahm. Soruyu tekrarlayahm: Limit 
ordinaller var m1du? 

Henuz bu soru hakkmda karar verecek durumda 
degiliz. Fakat �ayet varsa, ardil ordinallerden yapisal 
bak1mdan c;ok farkh olduklanm ispatlayabiliriz. 

9.13 W ordinali ile ard1h S(W) arasma hic;bir ordinal gelemez. 
Bununla demek istedigimiz, ordinaller arasmdaki sua 
bagmt1s1 ait olma bagmt1s1 oldugu ic;in w E wl E S(W) 
gibi bir diziyi saglayacak hic;bir W 1 ordinali o lmad1g1d1r. 

Wnin, S(W)'de maksimal eleman oldugunu bili­
yoruz (bkz. 9.7). Sonuc; olarak S(W)'nin Wden fark­
h biitun elemanlan Wye aittir. Gelgelelim farazi WI' 
S(W)'ye aittir. Bu durumda a�ag1dakilerden biri dogru 
olmahdu: 

- Ya WI' W ile ozde�tir. Fakat bu imkans1zdu, zira 
We W1 oldugunu varsayd1g1miz ic;in bu W e  W ile so­
nuc;lanacaktu. Fakat hic;bir kumenin kendi elemam 
olamayacagm1 biliyoruz (bkz. 8. 14). 

- Ya da W1, Wnin bir elemamdu, ama bu durumda 
da w E WI olamaz c;unkii wl E w. 

Ordinal ard1�1khgmm, ilk hal ile son hal arasmda bir 
bo�luk ac;mak anlammda, "bir ad1m daha"nm �emas1 
oldugunu goriiyoruz. W ordinali ile S(W) ard1h ara­
smda hit;bir �ey yoktur. Yani dogal hic;bir �ey, hic;bir 
ordinal yoktur. Bir ardil ordinalin, kendisinin hemen 
"arkasmda" hic;bir �eyin yerle�emeyecegi bir gedigin s1-
mrlanm belirledigini de soyleyebiliriz. Bu anlamda bir 
�eyin ardmdan gelmekten c;ok, bir ardtl ordinal ba�lar: 
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Kendisinden once gelenle hi�bir bag1, hi�bir surekliligi 
yoktur. Ardil ordinal, varhkta bir ba�lang1ca <lair du­
�unceye olanak verir. 

9.14 Sayet varsa, bir limit ordinal i�in her �ey �ok farkhdir. 
Boyle bir ordinalin tammmm butunuyle negatif oldu­
guna iyi dikkat etmek gerekiyor: Su an i�in hakkmda 
bildigimiz tek �ey, ard1l olmadtgtdtr. Aynca �unu da 
soyleyecegiz: Maksimal elemam yoktur. Fakat bu ek­
sikligin sonu�lan �ok onemlidir. 

L farazi bir limit ordinal ve w 1 bu ordinalin bir ele­
mam olsun. w1 maksimal olmad1g1 i�in L'de mutlaka 
ondan daha buylik bir w 2 elemam vardir: Oyleyse bir 
zincir elde ederiz: w1 E w2 E L. Fakat w2 de maksimal 
olmad1g1 i�in w1 E w2 E w3 E L  olacak �ekilde bir w3 ola­
caktir. Bu boyle devam eder. 

Boylelikle, bir ordinal bir limit ordinale ait oldugun­
da, ait olma bagmusmda bir u�uncusu araya girer ve 
maksimal hi�bir eleman olmad1g1 i�in bu prosedurun 
durma noktas1 olmamas1 dolayis1yla, bir L limit ordi­
nalinin herhangi bir w elemam ile L'nin kendisi arasm­
da daima, sezgisel anlamda, "sonsuz" ara ordinalin var 
oldugunu soyleyebiliriz. Dolayis1yla limit ordinal tam 
anlam1yla bir �eyin ardmdan gelmez. Hi�bir ordinal 
ona ait olan sonuncu ordinal, ona en "yakm" ordinal 
degildir. Bir limit ordinal, kendisine ait olan ordinal­
lerin hepsine her zaman e�it "uzakhkta"dir. L'nin w 
elemamyla L arasmda, aracilarm dolu�tugu sonsuz bir 
mesafe bulunur. 

Sonu� olarak, bir ard1l ordinalde ger�ekle�ene zit 
olarak, bir limit ordinal kendi gerisinde hi�bir gedik 
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oymaz. Bir w elemamm istediginiz kadar L'nin "yak1-
nmda" hayal edin, w ile L arasmdaki mesafede sonsuz 
i;oklukta ordinal vardu. Oyleyse, limit ordinal L, ken­
disinden once gelenle bir yapi�ma ili�kisi ii;indedir; bir 
ordinaller sonsuzlugu, orada oldugu varsayilan her de­
ligi doldurarak limit ordinalin tabamna "yap1�u". 

Ard1l ordinal radikal ba�lang1cm ontolojik ve dogal 
�emas1ysa, limit ordinal, gediksiz donu�fimfin, sonsuz 
surekliligin duyulur olmayan sonucunun �emas1dir. Bu 
da, her eylemin, her iradenin ya ard1hn ya da limitin 
sancagmm golgesinde oldugunu soylemeye denktir. 
Doga burada devrim (tabula rasa, gedik) ve reformla 
(kar�1hkh mutabakata dayah ve ac1s1z, duyulur olma­
yan kademeli ge.;i�ler) ilgili o kadim meseleyi kar�1m1-
za getirir. 

9.15 (Bizim ii;in dogal .;oklu varhgm y11klemleri olan) ardil­
lar ile limitler arasmdaki farka i�aret etmenin ba�ka bir 
yolu �udur. 

Bir E humesinin elemanlannm elemanlan tarafmdan 
olu�turulan kumeyi E kiimesinin birle�im humesi ola­
rak adlanduahm. Burada .;oklugun ontolojisinin i;ok 
onemli bir i�lemcisi soz konusudur: saphm i�lemcisi. 
E'nin birle�im kumesi, E'nin elemanlannm "i.;ini bo­
�altu" ve bu bo�altmamn urettigi her �eyi, E'nin bir-o­
larak-sayilmasm1 temin ettigi elemanlarda kapsanan 
butun elemanlan bir araya toplar. 

Ornek verelim. Bo�luk, bo�lugun tekligi ve bo�luk 
ve tekliginden olu�an i;iftin olu�turdugu T kumesi veya 
u.; ornegini ele alahm. Bu kUme (0,(0),(0,(0))) �eklin­
de yaz1hr. T'nin birle�im kumesi nedir? 
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T'nin birinci elemam, hi�bir elemana sahip olmayan 
O'du. Dolayis1yla birle�im kumesine hi�bir eleman ver­
meyecektir. lkinci eleman (O)'du ve tek elemam O'du. 
Bu son eleman birle�im kumesinde yer alacaktu. Son 
olarak, ll�llncll eleman (O,(O))'du ve iki elemam 0 (ki 
daha once elde etmi�tik) ve (O)'d1r. T birle�im kume­
si, T'nin elemanlanmn elemanlarmm kumesi olan 0 
ve (O)'dan olu�ur: Bu, (O,(O)) �iftidir, yani D kumemiz 
veya iki sayis1. D�un sa�1hm1 ikinin ta kendisidir. Bu 
arada T'nin birle�im kumesinin, T'nin kendisinden 
"daha ku�uk" oldugunu belirtelim (9. 18'de bu hususu 
aydmlatacagiz). 

9.16 Birle�im bak1mmdan ordinallerin konumu tamamen 
ozeldir. Bir W ordinali ge�i�li oldugu i�in bu tun eleman­
lan aym zamanda par�adu. Bunun sonucunda W'nin, 
aym zamanda W'nin parfalan da olan elemanlanmn ele­
manlan W'nin de elemanland1r. Bir ordinalin birle�im 
kllmesinde sadece soz konusu ordinalin elemanlanm 
bulabilirsiniz. Bu da, bir ordinalin birle�im kumesinin, 
ordinalin bir parfast oldugu anlamma gelir. "E'nin bir­
le�im" kumesini U E olarak gosterirsek her ordinal i�in 
u W c W elde edilecektir. 

Bu ozellik karakteristik olar�k dogaldu: Bir ordina­
lin oyle bir i� homojenligi vardu ki, sa�t1g1m1zda, onu 
olu�turanlann i�ini bo�altt1g1m1zda sadece kendisinin 
bir par�as1m llretir. Dogal bir �okluga uyguland1gmda 
saphm bu �oklugun sadece bir "k1sm1"m verir. Saphm 
bak1mmdan, istikrarh ve homojen olan doga asla kendi 
bile�enlerinin d1�ma "�1kmaz" .  Ya da: Dogada dogal ol­
mayan bir zemin yoktur. 

130 



Say1 ve Say1lar 

9.17 Bir ordinalin birle�im kumesinin bu ordinalin bir par­
�as1 olmas1 veya elemanlanmn elemanlanmn elemanlar 
olmas1 �u soruya goturur: Bunlar tam.amt mtdtr? Ni­
hayetinde "kismi" bir par�a (veya oz par�a, bkz. 4. 12) 
bile degil, sadece ba�lang1�taki ordinali mi buluruz? Bir 
ordinalin i� dokusu tamamen birbirine dolamk oldu­
gu i�in butiin elemanlann bir elemanm elemam olarak 
bulunuyor olmas1 mumkundur. Bu durumda u W = W 
olacaktir. Sa�1hm sadece dogal malzemeleri geri ver­
mekle kalmaz, ilk butunlugu de geri getirir. Dogal bir 
kumenin sac;ihm1, totolojik bir �lem olacaknr. Tama­
men nafile bir �ey oldugu da soylenebilir: Doganm, ken­
disinin sa{tlmasma izin vennedigi sonucuna varabiliriz. 

9.18 Bu cazip tez, �ayet varsa, limit ordinaller durumunda 
dogrulamr. 

Herhangi bir L limit ordinalin w 1 elemamm alahm. 
Daha once w1 ile L arasma, (w1 ne olursa olsun) daima 
w1 e w2 e L olacak �ekilde, illa bir w2 elemanmm gele­
cegini gosterm�tik (bkz. 9. 14) . Fakat L'yi sa�ng1m1zda 
w1 elemam, w2'nin elemam olarak birle�im kumesinde 
yer alacaknr. Sonu� olarak L'nin butiin elemanlan U L  
i�inde yer ahr. Tersine, u L'nin butun elemanlanmn 
L'nin bir elemam oldugunu gormu� oldugumuz (bkz. 
9. 15) i�in (�unku U L  c L), L ile u L'nin elemanlannm 
tamamen aym oldugu sonucunu �1karabiliriz. Bu da, 
L'nin U L ile ozde� oldugu anlamma gelir. 

Oyleyse limit ordinal, sac;ihmm kar�isma kendisiyle 
sonsuz kayna�masm1 koyar. Elemanlanmn "kesilip par­
�alara aynlmas1" ,  kendisini degi�tirmemesi bak1mmdan 
ornek niteliginde dogaldir. Kendisinin sac;ihm1dir. 
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9.19 Bir ardil ordinal ise, saphm1yla ozde�le�meye direnir. 
Birle�iminin kumesinden fazla olarak kahr. 

Bir W ardd ordinalini dii�unelim. Tammi geregi bu 
ordinal bir w 1 maksimum elemanma sahiptir. Gelgelelim 
bu elemanm, Wnin birle�im kiimesinde yer almas1 im­
kansizd1r. Birle�im kiimesinde bulunuyor olsayd1 Wnin 
w2 gibi bir ba�ka elemanmm elemam olmas1 gerekirdi, 
bu durumda w1 E w2olurdu ve w1 maksimum olmazdi. 
Maksimum eleman w 1 zorunlu olarak W ile U W arasm­
daki farki olu�turur. Bir ardil ordinalin, coklu-varhg1-
nm basit sac1hmla eski haline getirilmesini engelleyen 
en az bir elemam vardu. Bir limitin tersine, bir ard1l, 
saphmla "buzii�iir" ,  degi�ir. 

9.20 Bana gore bu z1thgm devasa bir felsefi onemi var. Yaygm 
dii�iince, "limitte" vuku bulan �eyin bir ard1�1khkta veya 
basit bir "bir ad1m daha"da soz konusu olan �eye gore 
daha karma�1k, anla�1lmaz oldugudur. Felsefi spekiilas­
yon uzun zaman boyunca limitin kutsalla�tmlmasmdan 
beslenmi�tir. Ba�ka bir yerde5 felsefenin �iire "dikili�i" 
diye adlandird1g1m olgu, biiyiik oranda bu kutsalla�tir­
maya dayamr. Heideggerci Aplm1� olan [ Ouvert] temas1, 
bir kapam�m azli temas1, limitin, saymadan, teknikten, 
ke�iflerin ard1�1khgmdan, Aklm seri yap1smdan kopma 
olarak kabuliiniin modem bicimidir. Limitin bir aurasi 
ve ard1�1khgm bir varhk-olmayi�1 [desetre] vardu. "Ba�­
ka bir cagdan gelen kalp", "zamamn durdugu o sonsuz 

5 A. Badiou, Manifeste pour la philosophie, Paris, Seuil, 1989. Nietzsche 
ve Heidegger' den ba�layarak felsefenin �iire dikili�inin ko�ullan ve so­
nu�lan "Sairler (:ag1" ba�hkh 7. bolumde k1saca anlat1lmaktad1r. 
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<;ayirlara dogru"6 hareketin pe�indedir (ve gortinii�e 
gore bu ufuk etkisi sadece �iirle yakalamr). 

( <:;agda� bir Platonculuga dayanan) <;oklugun onto­
lojisinin bize ogrettigiyse tam tersine gii<;liigun ve ay­
nca direncin ard1�1khkta oldugudur. Dii�iince i<;in her 
ger<;ek smamanm kokeni, ne kendinden once gelenin 
sonsuz ikmaliyle lehimlenmi� ne de sa<;1hmma ozde� 
olan ek bir ad1mm, ba�latilamayan bir ba�lang1cm yeri 
tespit edilebilir zorunlulugundadu. Ek ad1m smamas1-
m ogrenmek ve bu smamaya gogiis germek; zamanm 
hakiki zorunlulugu i�te budur. Limit, kendisini olu�tu­
ran �eyin bir yinelenmesidir, "derinligi" alda tmdu, zira 
limit ordinal veya "limitteki" her tiirlii <;okluk boyle bir 
"derinligin" <;agn�1mc1 ve kof giiciinii hi<;bir delik i<;er­
memesinden ahr. Ardilm gedigi daha zorludur ve ger-

6 Osip Mande�tam: 

Altln bir giine� gibi yiikseliyor ayin kadehi 
Yalmzca Yunancanm yank1lanabilecegi 
Havada as1h gorkemli bir an i{:in 
Evren avucunda bir elma gibi 

Ayinin heybetli zirvesi 
Kubbenin altmda temmuz 1�1g1 
Zamanm durdugu o sonsuz {:ayirlara dogru 
Gogsiinde zamanm d1�mdan uzun bir i{: {:eki� 

A�ai rabbani ayini sonsuz bir ogle vakti siiriiyor 
Herkes ne�e i{:inde �arkilar soyluyor, kutsal ekmegi ahyor 
Gozlerimiz oniinde kadeh 
Ruhlanm1za mutluluk yayiyor. 

Mevcudiyetin am her tiirlu 1srarm, ard1�1khgm otesindedir. "Sonsuz 
ogle" zamanm zamansalhk-otesi limitidir. Buras1 �iirle kutsahn ortak 
yeridir. 

Mandel�tam'm �iirlerinin hep bu yere yerle�medigini belirtmek gere­
kir. Zira en gii{:lii �iirleri, {:ag1 ve o �agm neyin ard1h oldugunu dii�iin­
meye �abalar. 
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(ekten derindir. Limitte, onu onceleyen $eydekinden 
daha fazla dii$tmiilecek bir $ey yoktur. Fakat ard1lda, 
bir a$ma vardu. Dii$iincenin korkusuzlugu, tamamen 
limitin limitledigi durumda tutulan $eyi "limitine ka­
dar" tekrarlamak degildir. Dii$iincenin korkusuzlugu, 
hi�bir $eyin verili olmad1g1 bir bo$lugu ge�mektir. Bir 
$eyin ardmdan nasil gelinecegini bir kez daha ogren­
memiz gerekir. 

9.21 Temelinde, limitte gii� olan $ey, dii$iinceye sundugu 
$ey degil, varolu�udur. Ard�1khkta zor olan $eyse va­
rolU$U degil (�iinkii bo$luk temin edilir edilmez ka­
pmlmaz $ekilde ard1 sua gelir) , bu varolu$la birlikte 
dii$iincede ba$layan $eydir. 

Aynca limit ordinalle ilgili olarak mesele daima, 
daha israrh bir $ekilde doniip dola$1p $Una gelir: Bir li­
mit ordinal var m1dir? Bo$lugun varolU$U ko$uluyla 1 ,  
2, 3 ,  . . .  , biitiin ard1llar vardu. Fakat ya bir limit ordinal? 

Okur anlaml$ olmah: Sonsuz hakkmdaki kararm k1-
yismdayiz $U an. Bir limit ordinalin varhg1m kamtlamak 
i�in hi�bir umut yok. Biiyiik modern beyam duyurma­
m1z gerekiyor: Sonsuz vardu, iistelik her yerde banal 
bir $ekilde vardu; ne vahyedilmi$ (dinler) ne ispatlan­
m1$tir (orta�ag metafizigi) , fakat sadece sayi bi�iminde 
varhgm buyruguyla karar verilmi$tir. Biitiin hazirhg1-
m1z sadece sonsuzun sayt bi(iminde dii$iiniilmesinin ne 
anlama geldigini, gelebilecegini belirtmekten ibaretti. 
En azmdan sayimn dogal ontolojik ufkuyla, yani ordi­
nallerle ilgili olarak ne anlama geldigini biliyoruz. Bo$ 
olmad1g1 halde ardil olmayan $ey sonsuzdur. Sunu du­
yurmamn vakti geldi: 

Sonsuzluk aksiyomu. Bir limit ordinal vardir. 
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10. Yineleme veya tumevanm 

10.1 Ba�lamadan once biraz mola verelim: Matematiksel 
ontoloji hakkmda bilgili bir felsefenin bak� a�1smdan 
ordinallerin varhk olarak varhga <lair dii�tmceye ne 
sundugunu ozetleyelim. 

10.2 C::oklu varhklanmn i�sel istikran (ait olma ile i�erilme, 
�okluk tarafmdan eleman s1fauyla ilk "sunum" ile par­
�a s1fatiyla i�erilme tarafmdan temsiVyeniden sunum 
arasmda maksimal ozde�lik) ve bunlann i�sel bil�imi­
nin tam homojenligi (bir ordinalin biitiin elemanlan­
nm da ordinal olmas1) sayesinde ordinaller dogal �ok­
lugun ontolojik �emas1du. 

10.3 Ordinaller bir kiime olu�turmaz. Hi�bir �oklu-bi�im 
onlan biitiinle�tiremez. Dogal saf �okluklar var olsa 
da Doga yoktur. Ya da Lacan gibi soyleyecek olursak: 
Tipk1 varhk olarak varhk gibi, Doga biitiin-olmayandir, 
�iinkii biitiin kiimelerin kiimesi diye bir �ey yoktur. 

10.4 Ordinallerin bizatihi varhga �apa atmas1 iki katman­
hd1r. 

Ordinaller zincirine varhgm1 temin eden mutlak 
ilk nokta, Hi�ligin sekiilerle�tirilmi� bi�imi veya sa-
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yi-hic;:imi olarak aksiyomla karar verilmi� ho� kume, 
O'dir. Bu hic;:im, varhk olarak varhgm durum-ad1dir, 
her durum-ic;:indeki-varhgm ve her dilin gizil varhgma 
dikilmesidir. Bo� kume hir ordinal, dolayis1yla dogal 
hir c;:okluk oldugu ic;:in �unu ileri surehiliriz: Her duru­
mun varhk noktas1 dogaldir. Bu onerme materyalizmi 
temellendirir. 

10.5 Ordinallerin varhg1m Yunan sayismm (sonlu dogal 
tam sayilar; Yunan sayilan ic;:in hkz. 1 .  holum) otesin­
de "yeniden ha�latan" limit-noktas1, sonsuz c;:oklugun 
sekulerle�tirilmi� hic;:imi, dolayis1yla Bir'in dayatmasm­
dan tamamen eksiltilmi� olarak aksiyomatikle karar­
la�tmlm1� hirinci sonsuz kume, w'dir. 

Bu hak1� ac;:ismdan ordinaller, dogal c;:okluga <lair 
modern (modem du�uncenin temel iki karanna uygun) 
olc;:umun olc;:egini temsil eder. Bu modem kararlar, hic;:­
ligin dogal ve sayilahilir hir varhk hic;:imi ve sonsuzun 
hir Tannmn Bir'inde hapsolmu� olmak �oyle dursun, 
dogada her yerde ve her durum-ic;:indeki-varhkta hu­
lundugunu soyler. 

10.6 Ordinallerde bizim tuttugumuz yol (veya temsilimi­
zin limitleri) hunlan hutunle�tirilemez hir dizi olarak 
duzenler. Bu dizi O'dan "hareket eder" . Varhk hic;:imi 
ho�lugu terkip eden ((O) , (O,(O)) , (O,(O) ,(O) ,(O,  (0))),  
vs. hic;:iminde) sayilar olan dogal tam sayilarla 
(1 ,2 ,  . . .  ,n,n+l ,  . . . , vs) devam eder. Dogal tam sayilar 
dizisinin otesinde ilk sonsuz ordinal olan w'nin kay­
dedilmesine olanak veren "hir limit ordinal vardu" 
aksiyomunun temin ettigi sonsuz hir (yeniden) ha�-
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lang1c;la surer. Bu ba�lang1c; yeni bir ard1llar serisine 
olanak verir: ro, w + 1 ,  . . .  , w + n, . . .  , vs. Bu seri kendi­
sinin otesinde ikinci bir limit ordinalle kapauhr: ro + co: 
bu da yeni bir ard1llar serisi ba�laur, vs. Dolayis1yla 
kavranabilir hic;bir durma noktas1 olmadan konu�la­
nan ve sonluda oldugu gibi sonsuz boyunca da (ro'nin 
otesinde) seyreden bir ordinaller dizisi temsilimiz var. 

10.7 Bu dizinin sua duzeni ilkesi, bizzat ait olmadu: W1 ve 
W 2 gibi iki ordinal verildiginde, ya W 1 e W 2 ya W 2 e W 1 
ya da W1 = W2 olur. Du�iincede bizatihi c;oklu-varh­
g1 diizenledigi ic;:in tek ontolojik bagmu olan ait olma 
aym zamanda ordinaller serisini tamamen suaya sokan 
�eydir. Boylelikle, W bir ordinalse ve S(W) onun ard1-
hysa, W e  S(W) olur. n dogal bir tam sayiysa (sonlu bir 
ordinal) ve n' "daha buyiik" bir tam sayiysa, n e n' olur. 
Herhangi bir dogal tam sayi n ic;in, n e w (ilk sonsuz 
ordinal) olur, vs. 

10.8 Oc; tiir ordinal vardu (bo�luk ve sonsuzu zorunlu kilan 
modern kararlara gore) : 

- Bo� kiime, 0, ilk varhk noktas1du. 
- Ardd ordinaller, onceline bir eleman, yani bizzat 

o onceli eklerler. Wnin ard1hm S(W) ile gosteririz. 
W, S(W)'de maksimal elemandu ve maksimal bir ele­
manm varhg1 ard1llan tamamen ic;kin (seri yap1smda 
degil) bir �ekilde tammlamamm saglar. Ardd ordinal­
ler "bir ad1m daha atma"nm anlamma <lair bize sayisal 
�emayi sunar. Bu ad1m daima elimizde olan her �eye, 
bu her �eyin biricik i�aretini eklemekten olu�ur. "Bir 
ad1m daha" atmak, verilen c;:oklugun tamamm1 bir yap-
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maya ve o biri �okluga eklemeye denktir. Yeni durum 
"maksimalle�tirilmi�tir": Butun digerlerine hukmeden 
bir terim i�erir. 

- Limit ordinaller hi�bir i�sel maksimal elemana sa­
hip degildir. Hi�bir durma noktas1 olmayan bir diziye 
ozgu oteyi i�aretlerler. Hi{bir belirli ordinalin ardm­
dan gelmezler, fakat limitini olu�turduklan dizinin 
biitiin ordinallerinin ardmdan geldikleri soylenebilir. 
Bu dizinin hi�bir ordinali limit ordinale bir digerinden 
"daha yakm" degildir. Zira dizinin her ordinaliyle li­
mit ordinal arasma u�uncu bir ordinal ve nihayetinde 
(durma noktas1 olmayan seriye <lair sezgisel anlamda) 
"sonsuz" sayida ordinal gelir. Limit ordinal kendisin­
den once gelen her �eye yap1�ir. Bu ozellikle saphm1y­
la ozde�liginde (L = u L) kendini belli eder. Nedeni, 
limitin diziyi biitunle�tinnesi, ama dizide hi�bir belirli 
ordinali aytrt etmemesidir. 

10.9 Bir limit ordinalin yap1sal bak1mdan (hem i�sel bir 
maksimum hem de saphm apsmdan) bir ard1l ordinal­
den farkh olmas1 gibi, "limit alma" da "bir ad1m daha 
atmak"tan tamamen farkh bir du�unce �lemidir. 

Ard1�1khk genel olarak, limit almamn global i�le­
minden daha zor olan yerel bir i�lemdir. Ard1�1khk, 
limite k1yasla daha fazla du�unulecek �ey sunar. Tam 
tersinin soz konusu oldugu yonundeki �ok yaygm 
his, "tamamen modem" olmad1g1miz i�in ha.la sonsu­
zu ve limiti kutsalla�tumaya meyilli olmam1zdan kay­
naklamr. Yani bunlan hala Bir bi�iminde du�unuruz. 
Bir ve kutsaldan eksiltilmi�, sekulerle�tirilmi� bir du-
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�unce en zorlu meselelerin yerel meseleler oldugunu 
fark eder: "Nasil ardmdan gelmeli?'' , "Nas1l bir ad1m 
daha atmah?". 

10.10 Ordinaller uzam1 sonsuz ve sonluyu tammlamamiza 
olanak verir. Bir ordinal, ait olmanm duzenledigi sira 
duzeni zincirinde w'den once geliyorsa sonludur. Eger 
w'den sonra geliyorsa (w dahil) sonsuzdur. 

Dedekind'in sezgisine uygun olarak, ancak sonsuz 
bir ordinalin varhgmm sonluyu tammlamaya olanak 
verdigi burada tespit edilebilir. Modem du�unce birinci 
ve banal durumun sonsuz oldugunu ileri surer. Sonlu 
il<inci durumdur ve c;:ok ozel, tekil, son derece ender­
dir. "Sonluluk" takmtis1 kutsahn tiranhgmm kahntIS1-
dir. "Tannmn olumu" bizi sonluluga degil, durumlann 
her yerde mevcut sonsuzluguna ve bununla baglantih 
olarak du�unulebilirin sonsuzluguna goturur. 

10.11 Ordinallerin, dogal onermesinde varhk olarak varhk 
uzerine du�unceye sundugu �eye dair nihai sentetik 
ozet burada tamamlamyor. Simdi varhgm bu hediye­
sini rasyonel bir �ekilde katetme ve ona hakim olma 
kapasitemize yonelmemiz gerekiyor. Yollardan biri, 
bu hudutsuz dokuda Saymm kesmesine dogru yol al­
maktir. 

10.12 Dogal c;:okluklarm tam anlam1yla hadsiz hudutsuz oto­
ritesinin, yinelemeyle akil yiiriitme denen, aynca tam 
tumevanm diye de adlandmlan ve sonlu ordinaller soz 
konusu oldugunda "sonluotesi tumevanm" denilen bu 
diyagonal ilerleyi�e veya yarg1ya olanak vermesi oznel 
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sonlulugumuz i�in bir nimettir. Sonsuz (hatta ordinal­
ler ele ahnd1gmda sonsuzca sonsuz) bir alan soz ko­
nusu oldugunda sonw;landirma anma ula�mam1za izin 
veren yegane �eydir bu. 

Buh.in ordinallerin belirli bir P ozelligini ta�1d1gm1 
ispatlamak istedigimizi varsayahm. Ya da "x bir ordi­
nalse bUtun x'ler i�in, P(x) olur" turunde evrensel bir 
onermeyi ispat yoluyla tespit etmeye -;ah�t1g1m1zi. Nasil 
ilerlemek gerekir? Onermenin dogru oldugunu tek tek 
dogrulamak elbette imkans1zdir: Boyle bir i� sonsuzca 
sonsuz olurdu. Aynca "ordinaller kumesi"ni du�un­
mek de mumkun degildir, zira boyle bir kume yoktur. 
"Butun x'ler i�in" ifadesindeki evrensel niceleyicinin 
i�erdigi gibi "butun ordinaller" ,  kendisinin "ordinaller 
kumesinin butun elemanlan" ifadesine donu�turul­
mesine izin vermez. Boyle bir kume tutars1zdir (bkz. 
6. 1 1) .  Bu pkmazm ortadan kaldmlmas1, yinelemeyle 
akil yfirfitmenin i�idir. 

10.13 Yinelemeyle ak1l yfirutme bir dogrulamayla bir �1kan­
mm kamtlanmasm1 birle�tirir. Bu iki ugraga ula�ild1-
g1 anda ordinallerin oz yap1s1 evrensel sonuca olanak 
verir. 

Ozelligi P olarak adlandirahm. Bo� kume O'm bu 
ozellige sahip oldugunu dogrulayarak ba�lanz; 0 "va­
kas1"nda P'yi test ederiz. Bo� kume P ozelligine sahip 
degilse soru�turmaya devam etmek nafiledir. Bir ordi­
nal, 0, P ozelligine sahip olmad1g1 i�in butun ordinal­
lerin bu ozellige sahip oldugu kesinlikle yanh�ur. Oy­
leyse P(O) onermesinin dogru oldugunu, 0 durumunda 
testin olumlu oldugunu varsayahm. 
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Simdi �u �1kanm1 ispatlamaya �ah�acagiz: $ayet her­
hangi bir W ordinalinden (ordinallerdeki ait olma �ek­
lindeki tam sirahhga gore) once gelen biitiin ordinaller 
P ozelligine sahipse oyleyse W de sahiptir. 

Bu �1kanmm bize P ozelligine sahip bir ordinalin 
var oldugunu soylemedigine dikkat edin. C1kanm, ge­
nel "eger x boyleyse, x'ten sonra gelen de oyledir" tii­
runde olan varsayim diizlemindedir. Ger�ekte, �1kanm 
evrenseldir, hi�bir W ordinalini ozel olarak belirtmez. 
Sadece biitiin W ordinalleri i�in, ordinaller zincirinde 
kendisinden once gelenlerin P'yi dogrulamas1 halinde 
Wnin de P'yi dogrulad1gm1 kabul etmek zorunda ol­
dugumuzu soyler. 

Wnin ardil oldugu varsayild1g1 durum ile limit oldu­
gu varsayilan durumu ayirarak (W herhangi bir ordinal 
oldugu i�in bu ikisinden biri olabilir) bu ispau (elbet­
te P ozelligine bagh olan boyle bir ispat miimkiinse) 
�ogunlukla ikiye bolmek gerekecek. Yinelemeyle akil 
yiiriitme, kendisini te�kil eden merkez �1kanmda gor­
diigiimiiz gibi, aslmda bir W ordinali i�in ge�erli olam 
oncesinde gelen ordinaller i�in ge�erli olana gii�lii bir 
�ekilde baglar. Oysa bir limit ordinalin onceki ordi­
nallerle il�kisi (bir sonsuz yap1�ma ili�kisi) bir ardilm 
oncelleriyle ili�kisinden (kendisiyle once gelen arasm­
da bir gedik a�ar) tamamen farkhdir. lki durumda soz 
konusu olan dii�iince ve ispat prosediirleri bu nedenle 
�ok heterojendir. Bu heterojenligin felsefesinin ongor­
meye olanak verdigi iizere (bkz. 9. 19) , genelde daha 
zor olan durum ardildir. 

P(O) onermesinin dogrulugunu teyit edebildigimi­
zi ve "Wden once gelen (Wye ait olan: sira diizeni 

141 



Kavramlar: D ogal <;:okluklar 

ait olmadH) hiitOn w ordinalleri i«;in P(w) dogruysa 
o halde P(W) de dogrudur" pkanmm1 ispatlad1g1m1-
z1 kabul edelim. Biitiin ordinallerin P'yi dogrulad1g1 
sonucuna varabiliriz; bu "butun" ifadesinin yalmzca 
sonsuzca sonsuz bir «;okluklar enginligini hedefle­
medigi, fakat bir Butfin bile olu�turmad1g1 ger«;egine 
ragmen. Bu ger«;ekten de "sozcuk sozcuk f ethedilen"7 
sonsuz ve tutars1zhktir. 

10.14 "Butun"e boyle bir ge«;i�e, bu kadar macerah bir "so­
nu«;landHma am"na izin veren nedir? lzin, dogal «;ok­
lugun ontolojik �emas1 olarak ordinallerin temel bir 
ozelliginden gelir: ordinallerin "atomistik" niteligi ya 
da her P ozelligi i«;in (bir ordinal bu ozellige sahip ol­
dugu anda) bu ozelligin minimal bir dayanagmm varh­
g1 (bkz. 8. 10 ve 8. 15) . 

Sonu«; yanh� olsayd1, yani butiin ordinallerin P ozel­
ligine sahip oldugu hatah olsayd1, bu, soz konusu P 
ozelligine sahip olmayan en az bir ordinalin var oldugu 
anlamma gelirdi. Bu durumda o ordinal P-degil ozel­
ligine sahip olurdu; P-degil sadece "P ozelligine sahip 
olmama, bir P-degil olma" anlamma gelir. 

Fakat bir P-olmama ozelligine sahip bir ordinal var­
sa, atomistik ilke veya minimallik ilkesi geregi, bu P-de­
gil ozelligine sahip bir en kiifiik ordinal var olmaltdir. 
P-degil ozelligine sahip en ku«;uk ordinal oldugu i«;in, 
ondan daha kfi«;fik her �ey P ozelligine sahip olacaktH. 

ltiraz sesleri yiikselecektir: Bu "ondan daha ku«;fik 
olanlar" belki de yoktur, zira P-degil ozelligi i«;in mi-

7 Mallarme, "Le Mystere dans les lettres". -{n 
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nimal ordinalin ho� olmas�, hir,;bir �eyin ondan once 
gelmemesi mumkundur. Fakat hayu! O'm P ozelligine 
sahip oldugunu dogrulam1� oldugumuz ir,;in (prosedu­
rumuziin ilk ugrag1yd1) ,  P-degil ir,;in minimal ordinal 0 
olamaz. Dolayis1yla ondan daha kur,;uk ordinallerden 
bahsetmek mant1khd1r: Bunlar vardu ve hepsi P ozelli­
gini ta�u. 

Halbuki ispatland1g1 varsayilan merkez r,;ikanm1miz 
tam da bir ordinalden daha kur,;uk butlin ordinaller P 
ozelligine sahipse o ordinalin de bu ozellige sahip ol­
mas1 gerektigini soyler. Boylelikle bir,;imsel bir r,;el�kiye 
varm1� oluruz: Bu farazi minimal P-degil, bir P olmah­
d1r. Dolayis1yla var olmad1g1 ve butun ordinallerin P 
ozelligine sahip oldugu sonucuna varmak gerekir. 

Boylelikle dogal r,;okluklann ontolojik altyap1s1, yi­
nelemenin me�rulugunu tesis eder. Dogrulamamiz (0 
durumu) ve ispat1m1z (eger her w e  W ir,;in P(w) ise o 
halde P(W)), �ayet mumkiinse (bu, P'ye ve . . .  matema­
tiksel uzmanhg1m1za baghd1r), "butun ordinaller" ir,;in 
sonuca varmaya izin verir. 

10.15 Peano'nun aksiyomatigini incelerken (bkz. 5.3) yine­
lemeyle akil yiirlitmenin, dogal tam sayilann bize bir 
omegini verdigi seri yap1lt sayisalhgm temel bir verisi 
olduguna dikkat r,;ekmi�tik. Bunun, ordinallerin olu�­
turdugu bu "evrensel seriye" geni�lemesi olagandu. 
Fakat aradaki buyiik fark, tiimevanm ilkesinin veya yi­
nelemenin, Peano'da oldugu gibi aksiyomatik bir bir,;im 
veya formel bir duzenleme olmaktan r,;ok, varhkta (saf 
r,;okluk teorisinde) temellendigi ir,;in burada bir teorem, 
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dolayis1yla ordinallerden tUmdengelimle pkarsanabilir . 
bir ozellik olmas1du. 

Her turlu butunle�tirici du�unceden kai;an dogal 
i;oklugun yine de kendisini tumevanmsal �ema denen 
o entelektiiel "kavrama"ya sunmas1, onun ozunde var­
du. Burada da yine varhgm, tek bir �eyin (burada O) 
dogrulanmas1 ve "once" gelenin (bir ard1l ordinal ya 
da bir limit ordinal olmasma gore oncel veya sonu ol­
mayan seri) ozelligini "sonra" gelene aktaran bir pro­
sedurden hareketle "butiin"e <lair netice olan Sayi bi­
i;imindeki du�unce it;in elve�li oldugu ortaya pkar. 
Sayi, varhgm du�unce kar�1smdaki onanlamaz fazlah­
gma ragmen varhg1 du�unceye veren �eydir. 

10.16 Yinelemeyle akil yiirutme, ordinalleri ilgilendiren ev­
rensel onermelerin ispat prosedurudur. Sonuca ula�­
maya olanak verir. Yinelemenin veya sonluotesi tlime­
vanmm kavram mertebesine eri�mesini saglayan daha 
onemli bir kullamm1 vardu. Bunlar, tUmevanmsal ta­
mmlardtr. 

Du�uncemizin amacmm, �u veya bu i;okluklarm, 
ornegin ordinallerin bir P ozelligine sahip oldugunu 
ispatlamak degil, daha sonra i;okluklar uzerinde test 
edebilecek �ekilde bir P ozelligi tammlamak oldugu­
nu varsayahm. Bu sorunun iyi bilinen bir gui;liigu, 
dilde tammlanm1� bir ozelligin saf {okluga tutars1zhkla 
sonu{lanmadan "uygulanabilir" olup olmad1gm1 pe�inen 
bilmememizdir. Ornegin "kendisinin elemam olma­
ma" ozelliginin hii;bir var olan kiimeyi belirlemedigi­
ni ve bunun bii;imsel bak1mdan mukemmelen dogru 
olmasmm, smus1zca kullamld1gmda tutarsizhk sonu-
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cu ispatlayic1 du�uncenin tamam1m mahvedebildigini 
gormu�tuk (bkz. 2.1 1). Oil tek b�ma bunlan destek­
leyemiyorsa, kIS1tlamalar ve garantiler nasil getirilir? 
Yinelemeyle tammlama veya tumevanmsal tammlama 
proseduru bu soruyu yamtlar. 

10.17 Bu kez prosedurun me�rulugunu temellendirecek olan, 
ordinallerde bir Butiin varsayimmm i�erdigi tutars1zhk 
riskine maruz kalmadan P ozelligini ardtl seviyelerle 
tammlamam1za olanak veren bir tur evrensel ol�egimi­
zin olmas1d1r. Tumevanmsal tammlama, kavramm bir 
dallamp budaklanmasidtr: P ozelligi "genel olarak" de­
gil, daima bir seviyede endekslemeyle tammlanacaktu 
ve bu endekslemenin i�lemcileri ordinaller olacaktu. 
Burada yine varhk, saf �okluk olarak varhgm alanmm 
her bak1mdan a�t1g1 du�uncemize a�ama a�ama ve par­
�a par�a ilerleyebilecegi garantisini vererek sonlunun 
yard1mma ko�ar. 

10.18 o� tur ayirt eden (bo�luk, ardillar, limitler) ordinal­
lerin tipolojisine uygun olarak prosedurumuz de u�e 
aynhr. 

- Once dilin bir ifadesini kullanarak ozelligin 0 se­
viyesi apk bir $ekilde tammlanacaktu. A�1k bir �ekilde 
tammlama onceden tammlanm1� bir ozelligimiz oldu­
gunu ( Q ile gosterelim) ve P'nin 0 seviyesinin (P 0 ile 
gosterelim) Q'ya denk oldugunun olumlanabilecegini 
varsayar. Boylelikle: P0(x) +-+ Q(x) . 

- Daha sonra, eger P'nin W seviyesi (P w ile gostere­
lim) tammlanm1�sa, bu durumda S(W) seviyesi (P5(w) 
ile gosterelim) belirtilen bir a�1k prosedurle tammlamr. 
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P w'nin tammlanm1� oldugunu soylemek, R diye adlan­
diracag1m1z ve P w'ye denk olacak bir ozelligin var oldu­
gunu soylemektir: yani Pw(x) - R(x) . Pw'nin tammm­
dan P.(w)'nin tammma gec;i�in apk bir proseduriirn1n 
var olmas1, P w'yi tammlayan R'den P.(w)'yi tammlaya­
cak bir f (R) ozelligine gec;i�i saglayan bir f fonksiyonu 
oldugu anlamma gelir. Son olarak, "x, P5(w) ozelligine 
sahiptir" demenin, "x, f (R) ozelligine sahiptir" anla­
mma geldigini soyleyebilecegiz; burada p w'nin tammm­
dan P.(w)'nin tammma "gec;i�"e izin veren f, R uzerin­
de kesin olarak tespit edilmi� ac;1k bir i�lemdir. 

- Son olarak, eger L ile gosterecegimiz bir limit or­
dinalden kuc;uk butun P seviyeleri tammlanm1�sa 
(P0,Pl' . . .  ,Pn,Pn+l''" ' ile gosterelim), bu durumda P'nin L 
seviyesi (omegin P w ile gosterelim) tum onceki sevi­
yeleri tammlayan �eyin apklanabilir olan bir "bir ara­
ya getirilmesi"yle tammlamr (burada birle�im kumesi 
veya saphm, 9 . 17' de apklad1g1m1z nedenlerle genelde 
belirleyici bir rol oynayacaktir) . Cogunlukla �oyle bir 
�ey elde ederiz: Belirli bir x ic;in, L'nin alt bir seviyesi 
(w ile gosterelim; W E  L) p w(X) olacak �ekilde dogruy­
sa PL (x) dogrudur. Ozune uygun olarak limit seviyesi, 
altmdaki butun seviyeleri ustlenecek ve yeni hic;bir �ey 
getirmeyecektir. 

Boylelikle elimizde sadece P kavram1 degil, dallamp 
budaklanan bir sonsuzca sonsuz kavramlar ailesi var­
dir: apkc;a tammlanml� po' dan itibaren ba�layip, p n' p w' 
P , vs. uzerinden daha onemli olan P ordinal endeks-- w 
lemelerine kadar. Bu durumda biricik kavram olarak P 
kavrammm sonluotesi tiimevanmla tammland1gm1 soy­
leyecegiz. Su anlamda: Belirli bir x ic;in P(x) ancak ve 
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ancak x, W seviyesinde ozellige sahip olacak �ekilde 
bir W ordinali varsa dogru olacakur. Bu durumda a�a­
g1daki denklik elde edilecektir: P(x) ++ "Pw(x) olacak 
�ekilde bir W varsa".  

Dolayis1yla kavrama tumevanmsal hakimiyet, ordi­
nal dallamp budaklanmas1, daha sonra "P kavram1 x 
i{:in ge{:erlidir" ile "P kavram1, kavramm W seviyesin­
de x i{:in ge{:erlidir" arasmda bir denklikle kurulur. Bu 
denklik herhangi bir Butiin bahsinden kapmr. P ozelli­
gini "genel olarak" degil, bir seviyede test eder; bu da 
onu paradokslar ve tutarsizhklara kar�1 korur. 

10.19 Hem i{:sel (saf {:okluk teorisinin veya ontolojinin genel 
yap1sma parlak bir 1�1k tutar: varhk olarak varhklannda 
du�unuldugunde {:okluklann katman katman oldugu­
nu gosterir) hem de yontembilimsel (kavramm tam­
mmda seviyelerin �le�ini a{:1k bir �ekilde goruruz) 
olan {:Ok onemli bir ornek verecegim. 

T emeldeki fikir, her {:okluk i{:in ordinallere endeks­
lenm� olan ve bir �ekilde ho� kume denen o ilk diki�e 
"mesafe"sini ol{:en ontolojik bir mertebe tammlamak­
tu. Mertebenin, bir kumenin karm�1khgmm, kumeyi 
olu�turan bo�lugun anlannm i{:kin dolamkhgmm bir 
ol{:umu oldugu da soylenebilir. 

Dogal olarak "butfin" kumelerden bahsetmek im­
kansizdu; bunun i{:in bunlan butun kumelerin kume­
sinde bir araya getirmek gerekir ve bu da tutars1zd1r. 
Tumevanm proseduruniin kademe kademe ilerleyen 
ihtimam1 zorunlu hale gelir. 

Kume teorisinde bir kumeden bir digerine "ge�me­
ye" olanak veren iki biiyfik i�lem �unlardu: 
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- Birle�im ya da ilk ba�taki kiimenin elemanlanmn ele­
manlarmdan olu�an kiime. Daha once kar�1m1za pkan 
sa<;1hm i�lemi (bkz. 9. 15). Bir E kiimesi soz konusu oldu­
gunda bu kiimenin birle�imini U E ile gosteririz. 

- Ba�taki kiimenin biitiin par(alannt, o kiimede i<;eri­
len biitiin her �eyi "kiimelemek"ten, bir yapmaktan olu�an 
par<;alar kiimesi (ait olma ve i<;erilme i<;in, bkz. 7.3) . E'nin 
par<;alarmdan olu�an kiimeyi p(E) ile gosterelim. p(E)'nin 
elemanlanmn E'nin par(alan olduguna dikkat edin; e E 
p(E), e c E anlamma gelir. 

Mertebeler hiyerar�isini bu iki i�lem arac1hg1yla in�a 
edecegiz. 10. 18'de a<;1klanan yontem uyannca sonluote­
si tiimevanmla tammlanmas1 gereken ozellik R(x) olarak 
gosterilecek ve "x, bir mertebeye sahiptir" �eklinde okuna­
caktu (veya "x saglam temellidir") .  U<; a�amam1z a�ag1daki 
gibi olacak: 

1) 0 seviyesinde ozelligin apk tammi. R0(x)'in hi(bir x i(in 
dogru olmadigmi, yani �(x)'in x E O'a denk oldugunu ko­
yutlayacagiz. 

2) Ardtl seviyelerin uniform bir �ekilde ele almmasz. R,<wl (x)'in 
ancak ve ancak x, Rw'yi dogrulayan biitiin z'ler tarafmdan 
olu�turulan kiimenin par<;alarmm kiimesine aitse dogru 
oldugunu koyutlayacag1z. Ba�ka bir deyi�le, S(w) ardil dii­
zeyindeki mertebe, w oncelinin endeksledigi seviye i<;in ta­
mmlanm1� mertebenin par<;alannm kiimesidir. Bu da �oyle 
yazilabilir: R,<wl (x) ++ ((y E x) -+ Rw (y)) :  x, R5<wl i<;in dog­
ruysa, x'in elemanlan Rw i<;in dogrudur ve sonu<; olarak 
x, Rw i<;in dogru olan kiimelerin kiimesinin bir par<;as1du. 
Aym zamanda, RJx)'i dogrulayan x'ler kiimesini Rw ile 
gostererek, �oyle de yazabiliriz: 

(x E R5<wl) ++ (x c R) ++ (x E p(R)) 
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3) Limit seviyelerinin uniform bir �ekilde ele altnmast. 
Beklendigi gibi burada birle�im kumesi kullamhr. Eger 
x, endeksi L'den daha ku.;uk bir mertebedeyse, dolayi­
s1yla R/x) dogru olacak �ekilde bir w e L varsa I\_ (x)'in 
dogru oldugunu soyleyecegiz. Dolayis1yla I\_ mertebe­
si, alt mertebelerin biitiin elemanlanm bir araya getirir: 
bu mertebelerin birle�imidir. Yukandaki aym uzla�1m­
lan kullanarak �oyle yazabiliriz: L'den ku.;uk biitiin 
w'ler i.;in, (x e I\_) +-+ x e U Rw. 

Boylelikle R ozelligi tamamen tiimevanmla tamm­
lanm1� olur. Rw(x) dogru olacak �ekilde bir w ordinali 
(ardil veya limit) varsa R(x)'in (endekssiz) dogru oldu­
gunu veya x'in bir mertebesinin oldugunu soyleyece­
giz. Bu ozellik, x'in karma�1khgma (ozelligin R0 duzeyi­
ni tammlayan) O'dan hareket ederek, birl�imin ard1�1k 
kullamm1 ve par.;alara ge.;i� kullamm1yla ula�ug1m1Zl 
"gosterir". Bu kullammlarm "uzunlugu" bir ordinalle 
ol.;ulebilir: R)x)'in dogru olmasm1 saglayan en kii.;iik 
ordinal w. 

10.20 Bununla birlikte, bu prosediiriin ger.;ekten de "i�liyor" 
olup olmad1g1, P ozelligi diye bir �eyden bahsetmenin 
bir anlam1 olup olmad1g1 a�ikar degildir. Dogal varhgm 
comertligi, kavramm bu dallamp budaklanm1� belirle­
niminin fiili karakterinin ispatlanmasmm miimkiin ol­
mas1yla alakahdir. 8 

Dolayis1yla dii�iince\ var olmayan ama ol.;ulebilir 
a�amalar veren Dogamn birbirine dolamk ve hiyerar�ik 

8 Tumevanmsal tammlann gei;:erliliginin ispatl ii;:in, bkz. K. ]. Devlin, 
Fundamentals of Contemporary Set Theory, Springer-Verlag, 1 980, s. 
65-70 ("The recursion principle"). 
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evrensel egemenliginde varl1gm yolundan ilerler. Sayi, 
hoyle bir yolun yasas1yla bizim i�in eri�ilebilir olur ve 
aym zamanda ordinallerde gormu� oldugumuz gibi bu 
yolun kendisi i�in norm olu�turur. Sayi, varhgm du­
�unceyi duzenleyen yamdir. 
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1 1 . Dogal tam sayilar 

11.1 Ordinaller bize dogrudan Yunan sayilanm verir: dogal 
tam sayilan. Hatta matematik�ilerin -her zamanki gibi 
adland1rmalanmn semptomatik inceligiyle- sayilann 
sivil haline ekledikleri "dogal" sifatma yeni, Antik Yu­
nan'a ait olmayan bir me�ruluk bile verebilecek du­
rumdayiz: "Do gal" dirlar, �imku sonluda dosdogru saf 
dogal �okluklann ontolojik �emas1 olan ordinallerle 
ortu�urler. 

Ger�ekten de varhgmda saymm yerinin (yani: tam 
sayimn yerinin) -Dedekind'in "du�uncemin butun 
olanakh nesneleri" du�uncesinden hareketle varhg1m 
guvence altma almak i�in nafile ugra�tig1 yer- "bir li­
mit ordinal vardu" aksiyomunu one surerek varhgm 
modem buyruguyla var olduguna karar verdigimiz ilk 
sonsuz ordinal m ile ozde�le�tirilmesi "dogal"du. 

1 1.2 w'nin tam sayimn yeri oldugunu soylemek, kume te­
orisinde kesin bir anlama sahiptir: Yeri "i�gal eden" 
�ey, ona ait olandu. Bir ordinalden once gelen butun 
ordinaller o ordinale ait olmakla kalmaz, ba�lang1�taki 
ordinalin butUn elemanlanm da olu�tururlar. 

Aslma bak1hrsa, ordinallerdeki tam suahhgm ait 
olma oldugunu biliyoruz (bkz. 8. 10) .  Bunun sonucun-
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da, belirli bir W ordinalinden daha ku<;uk bir ordinal 
tam da Wye ait olan bir ordinaldir. Bir ordinalin (ome­
gin w'den daha buyiik bir ordinalin) imgesi �oyledir: 

0 E l E 2 E 0 0 · E n E n + l E 0 0 · E W E W + l E 0 0 · E W  

Burada ait olma zincirinin butun uyeleri tam da 
Wnin elemanlanm olu�turur. Boyle gorselle�tirildigin­
de W ordinali, "uzunlugu" tam olarak W olan bir "i<; 
i<;e ge<;mi�" ordinaller dizisi olarak gorunur. Wye var­
mak i<;in zincirin W sayida halkas1 vardu. Tam olarak 
W ordinal (kendisinden onceki her �ey) i<;eren bir W 
ordinalini aym zamanda adt oldugu $eyin say1s1 olarak 
da gorebiliriz. Bu da, oncellerinin 1srar ettigi yerle -bu 
tsrann bir araya getirilmesi olarak- ozde�le�tigini soy­
lemenin ba�ka bir yoludur. 

Oyleyse dogal tam sayilann tamm1 berraktu: Bir or­
dinal eger ilk limit ordinal w'nin bir elemamysa, bir dogal 
tam say1d1r. Sayinm yerinin yap1S1 bu durumda �oyledir: 

O e  1 E 2 e . . .  e n e n +  1 e . . .  e w 

Yerin ad1 olan w'nin, bu yerin par<;as1 olmad1gma 
dikkat gostermek gerekiyor, <;unku hi<;bir kume ken­
disine ait olamaz (bkz. 8. 14). Tam sayimn yeri, w, bu 
yerin bir elemam olmad1g1 i<;in bir tam sayt degildir. w 
ilk limit ordinal oldugu i<;in, elbette ho� kume 0 hari­
cindeki butun tam sayilar ardtldu. 

11.3 Dikkatli bir okur �oyle itiraz edebilir: w'nin ilk limit or­
dinal oldugunu soyluyorum. Fakat bir "ilk" limit ordi­
nalin var oldugundan emin miyim? Sonsuz aksiyomu 
(bkz. 9.20) sadece �unu soyler: "Bir limit ordinal var-
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du". Bu ordinalin "ilk" olup olmad1gm1 belirtmez. w'yi 
"ilk limit ordinal" veya ilk sonsuz ordinal olarak adlan­
dumam1za izin veren nedir? "Bir limit ordinal vardu" 
dedigim anda "ilk" denebilecek bir ordinalin olmad1g1 
bir kalabahgm ortaya .;1kmas1 gayet mumkiindur. Boyle 
ordinallerin sonsuz azalan bir zinciri olabilir; ornegin, 
hi.;bir ilk terimi olmad�gm1 gordugumuz negatif sayila­
rm azalan zincirindeki gibi: Hi.;bir negatif tam sayi "en 
ku.;iik" tam sayi degildir; benzer �ekilde hi.;bir pozitif 
tam sayi "en buyitk" tam sayi degildir (bu ikinci husus 
ise, pozitif sayilar dizisinin yerinin otesinde bulunan 
w'nin bir limit ordinal oldugunu soylemeye denktir) . 

Fakat ilk limit ordinali biricik ve mukemmel bir �e­
kilde belirleyemezsem, tam sayilara <lair tamm1ma ne 
olur? 

ll .t Bir kez daha dogal .;okluklarm minimallik denen o ha­
rika ilkesi sayesinde bu itiraz1 savabiliriz. Bir P ozelligi 
verildiginde eger bu ozellige sahip bir ordinal varsa, o 

halde bu P ozelligine sahip sadece ve sadece tek bir mi­
nimum ordinal oldugunu, yani bu ozelligi ta�1yan bir 
en ku.;iik ordinal oldugunu biliyoruz. "Bir limit ordi­
nal olma" ozelligini alahm. Bu ozellige sahip bir ordi­
nal mutlaka vardu, zira sonsuz aksiyomu tam da bunu 
dile getirir. Oyleyse bu ozellik i.;in minimal tek bir li­
mit ordinal vardu. Sonu� olarak guvenli bir �ekilde bu 
ozellik i.;in "ilk limit ordinal" veya "limit ordinallerin 
en ku.;iigii" diye bir �eyden bahsedebiliriz; co ozel ad1-
m zaten bu e�siz ordinale veriyoruz .  Dolay1s1yla dogal 
tam sayilara <lair tamm1m1zda hi.;bir muglakhk yoktur. 
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11.5 1, 2, n, vs. tiirii gosterimlerin, sadece bo�luktan oriilii 
�okluklara i�aret etmeye yarayan, �ifreleme [chiffrage] 
anlammda rakam1$ifre [chiffre] oldugunu asla unutma­
mahyiz. l'in aslmda bo�lugun tekligi, yani (0) , ikinin 
bo�luk ve bo�lugun tekliginden olu�an �ift, yani ( 0, ( O)), 
ii�iin bo�luk, bo�lugun tekligi ve bo�luk ile bo�lugun 
tekligi �iftinden olu�tugunu, yani (0,(0),(0,(0))) oldu­
gunu daha once ogrenm�tik (bkz. 8.3). Bo�lugun ken­
disiyle orgusunu sergilemek i�in 4 rakammm ger�ek 
varhg1m da yazahm: (O,(O) , (O,(O)) ,  (0,(0), (0,(0)))) .  

4'un dort elemanh bir kiime oldugu a�1k�a goriilu­
yor; s1ras1yla 0, (0), (O,(O)) ve (0,(0), (0,(0))) .  Bu dort 
eleman yakmdan tamd1g1miz s1fir, 1 ,  2, 3'ten ba�kas1 
degildir. Bir tam saymm elemanlan tam da soz konusu 
sayidan once gelen biitiin sayilardir; hi� �a�irt1c1 degil, 
�iinkii her ordinalin en i�teki yap1smm boyle oldugu­
nu yukanda gostermi�tik (bkz. 1 1 .2). Soyle yazabi­
liriz: 4=(0, 1 ,  2, 3). Daha once belirtm� oldugumuz 
gibi, 3'ten 4'e (benzer �ekilde n'den n+l'e) ge�mek i�in 
3'iin elemanlanna (benzer �ekilde n'nin elemanlarma) 
3 sayismm kendisi (n sayis1) "eklenir" . Ordinallerde 
ard1�1khgm genel tamm1 (bkz. 9.6) boyle oldugu i�in 
bunda da �a�irt1c1 bir yan yoktur. 

Ne kadar biiyiik olursa olsun herhangi bir n tam sa­
yismdan ilk limit ordinal olan ro'ye "ge�mek" i�in ar­
d1�1khk proseduriinii kullanmak elbette imkansiz ola­
caktir. Tekrarlamak gerekirse bunun nedeni ro'nin bir 
tam sayi degil, tam sayilarm yeri olmas1dir. Burada ar­
dt$tkltgm yerinin kendisinin ardtl olmad1gm1 ifade eden 
dii�iincenin onemli bir yasas1 yiiriirliiktedir (Bilincin 
"son" figurii oldugu varsayilan Hegel'in Mutlak Bilgi fi­
giiriiniin bu yasayi ihlal ettigini de bu arada belirtelim) . 
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11.6 Dogal tam sayilann yeri, sonluda sadece bo�lugu oren 
tam sayilarm �oklu-varhg1 ve bizim bu sayilarda ilerle­
yi�imizin yasas1 olarak ard1�1khk yasas1 elimizin altmda 
oldugunda, 10. bolumde a�1klad1g1miz ve dogal varhk 
bak1mmdan me�rul�tud1g1miz tumevanmsal veya yi­
nelemeyle tammlamamn genel ilkesinden kaynaklanan 
basit teknik manipulasyonlarla klasik �lemlerimiz (or­
negin toplama ve �arpma) tekrar kar�1m1za pkar. Buna 
yeni bir omek vermenin zamamdu. 

11. 7 Belirli bir sayi, omegin 4'u ele alahm. Tiimevanmla, 
anlam1 �u �ekilde olacak bir F fonksiyonu tammlamak 
istiyoruz: Herhangi bir n sayis1 i�in (dolayis1yla biitan 
tam sayilar i�in: ki sonsuz tam sayi vardir) F(n), 4+n 
toplamma e�ittir. Bunun i�in elimizde sadece bir �lem­
ci bulunuyor: ordinal ard1�1khg1. Zira bildigimiz tek 
�ey, 0 hari� butun tam sayilann ardil oldugu. Tam ola­
rak 10. 18'de apklanan �emaya gore ilerleyecegiz; tek 
fark limit ordinaller (w'den once limit ordinal yoktur) 
i�in endi�elenmemize gerek olmamas1. n tam sayismm 
ard1hm her zaman oldugu gibi S(n) ile gosteriyoruz. 

- Once �unu ifade edecegiz: F(0)=4 (temelindeki 
sezgi 4+0=4 �eklinde olan tamamen a�1k bir deger) . 

- Daha soma ardilhkla ilerleyen tumevanma ge�ece­
giz: F(S(n)) = S(F(n)). S(n) i�in fonksiyonun degeriyle 
n i�in degeri arasmdaki kuralh ve uniform bir bagmtl 
ve sadece bildigimiz, ordinaller iizerinde genel olarak 
tammlanm1� ard1�1khk i�lemini kullanan bir bagmt1. 
n+l'i n'nin ard1h olarak gosteren ah�ild1k "hesaplama" 
notasyonumuzu kullamrsak bunun temelindeki sezgi 
4+(n+l) = (4+n)+l �eklindedir. 
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Fonksiyonun degeri tamamen bu iki denklemle ta­
mmlamr. Ornegin F(2)'yi hesaplamak istegimizi varsa­
yahm. A�ag1daki mekanik diziyi elde ederim: 

F(O) = 4 
F(l) = F(S(O)) = S(F(O)) = 5(4) = 5 
F(2) = F(S(l)) = S(F(l)) = S(S) = 6 

Boyle bir �emamn, sadece ard1�1khk i�lemcisinden 
hareketle yineleme yoluyla gen;;ek bir toplama i�lemi 
tammt oldugu a.;;1k.;;a gonlluyor. Toplamaya <lair genel 
bir tumevanmsal �ema elde ettikten soma .;;arpmayi da 
tammlayabiliriz. Tammlanacak fonksiyon degeri n'nin 
4'le .;;arp1m1 olan P(n) olsun. Bu sefer 0 ile degil 1 ile 
tumevanma ba�layacag1z ve eger F(n) yukandaki gi­
biyse (yani 4+n tumevanmsal olarak tammlanm1�sa) 
�oyle diyecegiz: 

P(l)  = 4 (yol gosteren sezgi: 4 X 1 = 4) 
P(S(n)) = F(P(n)) (yol gosteren sezgi: 
4 X (n+l) = 4 + (4 X n)) 

Bu teknik manevralann bizim i.;;in dogrudan bir 
onemi yoktur. Sadece, varhklannda du�unulen tam sa­
yilann (yani bo�lugun sonlu kombinasyonlanm oren 
ve w'den once gelen ordinaller) tam da .;;agm geregince 
sayip hesaplar yapmada kulland1g1m1z sayilarla aym ol­
duguna ikna etmeye yararlar. 

11.8 Tam sayilarm matematiksel-felsefi yeniden in�as1 boy­
lelikle tamamlamr. Ne kavramdan turetilirler (Frege) 
veya i.;;inde bulunduklan yer olanakh du�uncemizden 
pkarsanabilir (Dedekind) ne de yasalan keyfi olarak 
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aksiyomatikle�tirilmi� i�lemsel bir alanm yasas1yla k1-
s1thdir (Peano) . Sonsuz iizerine bir karann geriye dog­
ru i�lemesiyle, daha ziyade saymm bize varhg1 dogal ve 
sonlu figiiriinde verdigi k1sm1d1r. 

Tam sayilar, dii�iinceye sadece sonlu i{in hapasite­
sinin k1suh kapsamm1 te�hir etmesi ol.;;iisiinde bizzat 
Dogadir. Bu te�hir sadece bir sonsuz nokta, tam sayi­
nm varolu�sal teminat1 olan ro limit ordinal ko�uluyla 
miimkiindiir. Soz konusu sonsuz noktas1, tam sayiya 
kiyasla engindir, zira ardil tekrardan eksiltilmi� olarak 
tam sayinm eksiksiz tatbik yerini, i.;;sel hi.;;bir smir i.;;er­
meyen (ard1�1khk her zaman devam edebilir) yeri tesis 
eder. Bununla birlikte sonsuz dogal varhgm, ilk teri­
mi olan ro'nin otesinde her yeri kaplamas1 kar�ISmda 
minik kahr. Tam sayi, varhk olarak varhgm bo�luk ile 
ilk sonsuz arasmda konu�land1rd1g1 sonlu "neredeyse 
hi.;;"in varhk bi.;;imidir. 

11.9 Sadece saglam bir temeli olmayan bir ongoriiyle ve es­
kiliklerine hiirmeten dogal tam sayilan "sayilar" olarak 
adlandmyoruz. Heniiz sayiya <lair genel bir kavram1-
m1z olmad1g1 i.;;in ordinallerin sayi oldugunu one siir­
menin gayrime�ru olduguna daha once i�aret etmi�tik 
(bkz. 8.8). Halbuki tam sayi dedigimiz, ordinallerden 
ba�ka bir �ey degildir. Arna sayi ya da daha ziyade Sayi, 
saf .;;oklugun ordinalleri a�an varhgmm bir tiiriinii ta­
mmlar. Soz konusu varhk tiiriiniin, her sayi tiirii (tam 
say1lar, bag1l sayilar, rasyonel sayilar, reel sayilar, ordi­
naller, kardinaller) i.;;in tespit edilebilir �ekilde ortaya 
c1kanlmam1� olmas1 nedeniyle, sadece i�lemsel sezgi-
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sinden veya bu gosterenin tarihsel kaht1mmdan hala 
pek kurtulmam1� bir anlamda "sayi" dan soz ederiz. 

Fakat hazirhklanm1z �imdi tamamland1. Yunan sa­
yilanna hurmet, once �ecereyle ilgili olan, sonra da 
kavramsal bir nitelige sahip buyiik bir giri�in sadece 
son durag1dir. Simdi Sayiyi tammlamak gerekiyor. 
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Sayin1n Ontolojisi 

Tan1m, Suahhk, Kesim, Turler 





12. Say1 kavram1: 
Olaysal bir adlanduma 

12.1 Bu kitabm birinci k1sm1 tarihsel ve ele�tireldi (onceki 
buyiik gir�imlerin incelenmesi) . lkinci k1sm1 kons­
truktif ve kavramsald1 (ge�i�li kume kavrammdan 
hareketle ordinallerin dogal �oklugun �emas1 olarak 
belirlenmesi) . Bu u�uncu k1s1mda aksiyomatik bir �e­
kilde ve geriye dogru ilerleyecegiz: Saymm genel bir 
tammmdan, yalmzca ordinal kavramm1 kullanacak 
olan hayli basit bir tammdan hareket edecegiz. Daha 
sonra, tekille�tirici bir yakla�1mla, boylece tespit edil­
mi� Sayi kavrammm temel niteliklerine yonelecegiz: 
tam s1rahhk, kesim yontemi ve nihayet en son s1rada 
i�lemler. Bunlara deginirken aym zamanda tum klasik 
sayilann (tam sayilar, rasyonel sayilar, reel sayilar ve 
sayi olarak kavranan ve kullamlan ordinallerin kendi­
si) nasil genel kavram1mmn tikel durumlanndan iba­
ret oldugunu gosterecegiz. 

Bana gore bu yakla�1mm en onemli 11\; ozelligi �un­
lardu: 

1)  Suahhk ve i�lemler uzerine du�unceler, Sayimn 
i\;sel veya ontolojik tammmdan dogar. Dolayis1yla Sa­
yimn kendisi i�lemsel bir kavram degil, yap1sal ve i\;kin 

161 



Saymm Ontolojisi : Tamm, Suahhk ,  Kesim, Turler 

tarzda dii�fmiilmeye izin veren, saf i;oklugun tikel bir 
figiiriidiir. t�lemsel boyutlar sadece soma gelen ozel­
liklerdir. Sayi in�a edilmez, bilakis onu dahil ettigimiz 
butiin in�alan miimkiin kilan Saymm oz varhg1dir. 

2) Ordinaller Sayimn tammmm temel malzemesini, 
dogal ontolojik ufkunu tesis eder. Fakat tum genelli­
ginde almd1gmda Sayilar bu dogal malzeme iizerinde 
"dogal olmayan" neticelerdir. 

3) Klasik sayilanm1z, Sayinm genel ve birle�ik kav­
ramma dahil olsalar da bu kavram1 hii;bir �ekilde tii­
ketmeyen i;ok ozel durumlardir. Heniiz dii�iinmedigi­
miz veya kullanmad1g1m1z kadar sayis1z enginlikte Sayi 
vardir. 

12.2 Tamm: Bir ordinal ile bu ordinalin bir pari;asmm 
mii!?terek verilmi�ligini Say1 olarak adlandmyoruz. 

Sayilan N harfiyle gosterecegiz ve iki veya daha fazla 
Sayiyi ayirt etmek gerektiginde N'nin arkasma bir indis 
koyacag1z. 

Ba�ka bir deyi�le, bir N Sayis1 �u ikisinden olu�ur: 
- bir W ordinali; 
- bu ordinalde ii;erilen bir altkiime, yani F c W . 
Ordinal, Sayinm maddesi olarak adlandmlacak ve 

M(N) ile gosterilecektir. 
Ordinalin pari;as1, Sayimn bi(imi olarak adlandmla­

cak ve F(N) ile gosterilecektir. 
Maddede olup bii;ime ahnmam1� olanlar, dolayis1yla 

W ordinalinin F(N) pari;asmda olmayan elemanlan Sa­
ymm at1gm1 olu�turur. At1g1 D(N) ile gosterecegiz. At1k, 
maddeden bii;imin i;1kanlmasma, yani M(N) - F(N) kii­
mesine e�ittir. 
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Bicimle at1g1 birle�tirirsek maddenin tamamm1 bul­
dugumuz ac1kca goriiliiyor. Dola}'lSiyla birl�im kiime­
sini u ile gosterirsek (bkz. 9.15): F(N).U.D(N) = M(N). 

Bir Sayi tamamen maddesi (bir ordinal) ve bi.;imi 
(bu ordinalin bir par.;as1) tarafmdan belirlendigi i.;in 
bir (M(N), F(N)) .;ifti olarak yazmak genelde pratik 
olacakur. Burada daima ordinal-madde sola ve bi.;im 
saga yaz1lacakur. 

12.3 Bu tamm1 incelerken okur birkac �eye dikkat goster­
melidir. 

1) Su an icin a priori, safbir tamm soz konusudur ve 
bu tammda �u veya bu tamd1k sa}71.mIZ1 hemen "ayirt 
etme"yi istemek ne faydah ne de mumkundur. 

Bir omek vereyim: Madde olarak 1 ordinalini (on­
tolojik bile�imi (0), yani bo�lugun tekligidir) ve bi.;im 
olarak, her kumenin parcas1 oldugu gibi (bkz. 7.9) 
l'in de bir par.;as1 olan 0 ordinalini veya bo�lugu ala­
hm. Yukandaki uzla�1m uyannca Sayim1z N = (1, O) 
�eklindedir. Tamma (bir ordinal ve bu ordinalin bir 
par.;asmm verili olmas1) uygun olarak sadece N'nin 
bir sayt oldugunu biliyoruz. "l"  ve "O" gostergeleri 
dogrudan hicbir Sayiya referans degildir, cunku Sayi­
larm soz konusu oldugunu daha hicbir �ekilde sap­
tamad1k. Gercekte her biri kendi adma bir madde ve 
bir bi.;ime i�aret etmesiyle bu 1 ve 0 gostergeleri Sa­
ytlar olarak sunulmazlar, .;unkii bunlann yaz1mmda 
her Sayinm ikili temel verilmi�ligini -bir madde ve bir 
bi.;im- ayirt edemeyiz. Bir Sayi iki i�aret, maddesinin 
ve bi.;iminin i�aretini ta�1mak zorundadtr: halbuki "O" 
gibi "l"  de sadece bir i�arettir. Dolay1s1yla 1 veya O'i 
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"tamd1g1m1z" gerek(:esiyle ne olursa olsun (1, O) Sayi­
smda herhangi bir ah�1ld1k sayiyi "tammak" tamamen 
aldatlCldir. Su an i(:in (1 ,  0) ile sadece tammda tespit 
edildigi haliyle Sayi kavramma uygun olan soyut bir 
Sayi ornegimiz vardu. 

Platon'un magarasmdaki mahkO.mlarm ldea'dan 
(Sayidan) ampirik dunyaya (sayilar) geri donmesi gibi, 
i;ok daha ileride, 14. Bolumde (1 ,  0) Sayismm, bildigi­
miz negatif -1 sayismm ger(:ek kavram1 oldugunu gos­
terecegiz. Fakat bulundugumuz noktada okurun veri­
len ornekleri Saymm tammma <lair basit a(:1klamalar 
olarak du�tmmesi ve sayilann ampirik magarasma geri 
donmeye (:ah�mamas1 temel bir onemdedir. 

2) Bir Sayimn maddesi bir ordinaldir; burada gizem­
li hi(:bir �ey kalmayacak �ekilde ordinaller hakkmda 
yeterince konu�tuk. Gelgelelim bir Sayimn tekil bi(:i­
mi sadece o ordinalin bir par(:as1, ordinalde i(:erilen bir 
kume olmak zorundadu. Genel par(:a (veya altkume) 
kavram1 ozellikle belirsizdir ve maddenin sonsuz oldu­
gu durumda sezgi i(:in hi(:bir tutunma noktas1 sagla­
maz. Ozel olarak: 

- bu par(:a bo�luk olabilir (bkz. yukandaki ornek); 
- bu par(:a ordinalin tamam1 olabilir; madde olarak 

OJ limit ordinali ve bi(:im olarak yine aym ordinal alm­
d1gmda (kendisinin "toplam par(:as1"),  N = (OJ, OJ) �ek­
linde yazilan tamamen uygun (tamma uygun) bir Sayi 
elde ederiz; 16. bolumde bu Saymm bizzat OJ ordinali 
oldugunu kabul etmek i(:in mukemmel nedenler oldu­
gunu gorecegiz, fakat �u an i(:in hi(:bir �ey a�ikar degil; 

- bu par(:a hi(:bir �ekilde tek bir par(:a veya baglan­
t1h olmak zorunda degildir; sa(:1lm1�, delikli, dagm1k 
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elemanlardan olu�uyor, vb. olabilir; ornegin bic;im 

olarak 3, 587 ve 1 165 tam saytlanndan olu�an kii­

meyi alabiliriz. Bu fie; sonlu ordinal ro'nin elemamdu 

ve dolayis1yla kiimelendiklerinde w'nin bir parc;as1m 
olu�tururlar. Dogru Sayim1z N = (w, (3 , 587, 1 165)) 
olacakur ve burada bic;imde iic; eleman tamamen bir­

birinden ayndu. 

12.4 Bu bic;im olas1hklan Sayiya dair bir gorselle�tirmeyi 
giic;le�tirir. �g1da verilen uzamsal c;izimler iizerine 
dii�iinebiliriz: 

ordinal-madde ordinal·madde 

I) Bicimi baglanuh olan sayi 2) Bicimi sactlm� olan sayi 

ordinal-madde ordinal-madde 

3) Bicimi ho� olan sayi 4) Bicimi butun maddeyi alan sayi 

Fakat en basiti ku�kusuz c;izgisel bir duzenlemeye 
ba�vurmakur. 
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Bu temsil, Saymm varhgmm pkug1 evrensel seri ola­
rak kavranan ordinal �izgisellige dayamr. 

Varsayilan orijini 0 ordinali olan bir yandogru, "or­
dinaller aks1"m temsil edecek. Bu aks iizerinde bir yil­
diz, * i�aretiyle Saymm maddesini, yani bir W ordinali­
ni i�aretleyecegiz. Kahn bir �izgiyle Sayinm maddesinin 
par�as1 olan bi�imini i�aretleyecegiz. Kahn �izgiyle i�a­
retlenmemi� geri kalan yerler at1g1 temsil edecek. Ozel 
bir ordinali gostermek istedigimizde. bunu yandogru 
iizerinde kii�iik bir �emberle i�aretleyerek yapacag1z ve 
ordinalin ad1 ya altta ya da iistte olacak. Bu uzla�1mlarla 
sayi a�ag1daki �ekildeki gibi goriinecektir: 

W=ordinal-madde 

. 
...... ___ � ___ ....... 

auk 

* .. 
ordinaller 

Bir kez daha soylersek, bu tiir bir �izim zihne yar­
d1mc1 olabilir fakat kisa zamanda yiik olmaya ba�lar. 
Ogrencilerin kiimeler iizerindeki i�lemleri (birle�im, 
kesi�im, vs.) de�ifre etmekte kulland1g1 me�hur "Venn 
diyagramlan"yla payla�ug1 ana kusur, bir kiimenin bir 
par�as1m bir tiir siirekli biitiin, kompakt bir kom�u­
luk olarak tahayyiil etmeye ah�tumas1du. Halbuki bir 
par�a i�in yegane gereklilik, par�as1 oldugu kiimenin 
elemanlanm i�ermesidir. Bu elemanlar tamamen sa�il­
m1�, ilk kiimenin dort ayn ko�esine yayilm1� olabilir ve 
bir par�anm gorsel �emas1 soz konusu saphma i�aret 
etmek i�in delikli, par�ah, boliinmii� olabilmelidir. Bu 
durumda �izimin ne yaz1k ki hi�bir sezgisel katk1s1 ol­
mayacaktu: Sadece bin;ok par�a oldugu izlenimi ortaya 
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c1kacakur. Benim cizgilerime ve kalm i;izgilerime ba­
kild1gmda kavramda bir Saymm bii;iminin surekli bir 
dilim olmas1 i<;in hii;bir neden olmad1g1 ve upk1 auk 
gibi onun da ordinal-maddenin butun alanma sac1lm1� 
olabilecegi asla gozden kai;mamahdu. 

Omegin, maddesi w limit ordinali olan ve bii;imi 
(3, 587, 1 165) ui;lusu olan yukanda soz ettigimiz Sayi 
a�ag1 yukan a�g1daki gibi temsil edilmelidir (tabii, w 
sonsuzlugunun bir i;izimde "olcekde�" olmamas1 gibi 
ek bir gu<;luk vardir) : 

0 3 587 1 165 

• +....__ __ + __ __.+ 
bi�im 

ordinaller 

12.5 Simdi bahsedeceklerimiz bu tammm felsefi bir izahma 
vakfedilmi�tir. 

Sayiyi yazarken ha� harfi buyiik yazmamla ba�la­
yahm. 

Sayi kavramm1 belirlemek ii;in giri�ilen butun i;aba­
larda terminoloji sorunlan ara�urmacmm smma ola­
yin ag1rhg1m ylikler. 

Omegin, "irrasyonel sayilar" adm1 ele alahm. Mate­
matiksel rasyonelligin kalbinde boyle bir adlanduma 
olmas1 gercekten �a�iruc1dir. Dedekind tarafmdan icat 
edilen "kesim" doktrini, irrasyonel sayi kavrammm bu­
tlinuyle rasyonel ve ispata dayanan belirleniminden ba�­
ka bir �ey degildir. Oklid'in Elemanlar eserinde oranlar 
teorisi ii;in de ayms1 soz konusudur. Rasyonelligi �effaf, 
hatta paradigmatik olan bu matematik metinlerinde "ir­
rasyonel"in aruk hicbir anlami olmad1g1 ai;1kur. 
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Burada semptom olarak beliren �eyin tam da adlan­
dmna ile anlamlandmna [signification] arasmdaki ra­
dikal fark oldugunu soyleyebiliriz. Bir anlamlandmna 
daima durumun dili, kurulu ve aktanlan bilgilerin dili 
iizerinden dagit1hr. Bir adlandumaysa bir anlamlandu­
ma eksikliginde bir olayi tespit etmek, olayin vuku bu­
lu�una karar vermek amac1yla, duruma hesaplanamaz 
bir rastlant1 katan soz konusu olay yitip gitmek1 [eva-

1 "Siirreel" diye adlandmlan sayilann incelenmesi i"in temel ba�vuru 
kitab1, H. Gonshor, An introduction to the theory of surreal numbers, 
Cambridge University Press, 1986. 

Gonshor ve benim Sayilar olarak dii�undugum bu sayilar iizerinde �u 
an "ah�an tum teorisyenlerin bunlan reel sayilarm bir "iist-cismi" ola­
rak tasavvur etmesi benimkinden hayli farkh bir sunumla sonu"lamr. 

Bu sayilann yarat1c1s1 Conway'in ba�lang1�taki du�uncesi "surreel" 
sayilan dogrudan kesimle tammlamakt1. Bir sayi, kesim ko�ullanna 
uyan iki sayi kumesi "ifti olarak tammlanacaktlr ("iftteki "sag" kume­
nin her sayis1, "sol" kumenin her sayismdan daha ku"iiktiir). Elbette 
bu tammm ikili dongiiselligini ortadan kaldumak gerekir (sayi, sayi­
dan hareketle tammlamr ve tamm yap1lmadan sayilar arasmdaki e�it­
sizlikten bahsedilir). Bu donguden kurtulmayi saglayan i�lemci elbette 
sonluotesi tumevanmdu ve bu da ka"1mlmaz olarak ordinallerin sah­
neye girmesine neden olur. Aslmda Conway Sayilan, bunlann kanonik 
temsilinden hareketle, yani benim tabirimle "yap1sal" karakterinden 
hareketle takdim eder: alt-Saytlanndan hareketle tekille�tirilmeleri. 

D. E. Knuth'un Surreal numbers adh kitab1 (Addison-Wesley, 1974) 

Conway'in sunumunun diyalog bi"iminde "pedagojik" bir versiyonunu 
verir. Bu kitap mesele uzerinde bir "ara�t1rmac1" zihniyeti yaratmayi 
hedefler, fakat ordinal seri kullamm1m gizledigi i"in bir hayli "apra�1k­
tlr. Aynca bana gore Sayilann icadmm dehasma kar�1 olarak yarat1h�"1 
ve ilerici bir mantik kurar (once s1fir, sonra 1 ve -1, vs. "yaratihr"). 

Gonshor'sa birebir bir "kodlama"dan hareket ederken hen kavram1 
ve kavramm felsefi konu�lanmas1 arayi�1mda kume teorisi "izgisinde 
yer ahyorum. 

Teknik olarak Gonshor ilerleN yontemihi reel sayilann 2 tabamnda 
genelle�tirir. Reel bir sayi 1 ve 0 gostergelerinin sayilabilir sonsuz bir 
dizisi olarak sunulabilir. Gonshor'un fikri, sayilabilir dizilerle k1s1tlan­
mak yerine herhangi bir ordinal uzunlugundaki bu dizileri du�unmektir. 
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nouissement] lizereyken ortaya pkar. Dile, hi�bir �eyin 
kendisini haz1rlamad1g1 o �eyi raptiyeleyen "�iirsel" bir 
icat, ek bir gosterendir adlanduma. lcadma dayanak 
olan olay sonsuza dek yok oldugunda, bir adland1rma 
anlamland1rmalann bo�lugunda kahr. 

Nitekim Antik Yunan dunyasmda sayiya <lair bliylik 
kriz amnda, baz1 ili�kilerin (ornegin, bir karenin ko�e­
geniyle kenan arasmdaki il�ki) var olan sayi kodunda 
"sayilabilir" olmad1gm1 gosteren gizemli ve zorunlu o 
olay vuku buldugunda alogos kelimesi gelerek matema­
tiksel durumu doyurdu ve a�u. Bu kelime, hi�bir logos'u 

Dolayis1yla + ve - gostergelerinden hareket eder ve W ordinalinin 
elemanlannda indisli boyle bir gostergeler dizisini "W uzunlukta sur­
reel sayi" olarak adlandmr. 

+ gostergeli ordinal indisleri benim Saymm bii;:imi olarak adlandu­
d1g1m �eyin elemanlanna, - gostergeli ordinal indisleri atigm eleman­
lanna tekabUl eder. Ordinal "uzunlugu" benim Sayinm maddesi diye 
adland1rd1g1m �eye kar�1hk gelir. 

Omegin: Maddesi 4 ve bii;:imi 0 ve 3 elemanlanm ii;:eren ve benim 
( 4,(0,3)) diye yazd1g1m Sayi, Gonshor'da + - - + �eklinde yazilacaktu. 

Elbette siirreel sayilarla Sayilar "aym �eydir". Fakat Gonshor'un bun­
lan Frege ve daha sonra Peano'nun aritmetigi turiinde kayitlar veya 
i�aretler gibi ele ald1g1 soylenebilir. Buradaki ilham kaynag1 ideogra­
fiktir. Bense Cantor'un izinden sayilan i;:oklu-varhklan a.;1smdan ele 
ahyorum ve benim ilham kaynag1m ontolojik veya Platoncu. 

Teknik geli�tirme bile olduki;:a farkh sonlamr; geri;:i sonui;:lar her 
zaman bir versiyondan digerine terciime edilebilir. Ornegin, + veya 
- gostergeleriyle bo�lugu i�aretleyemeyen Gonshor ii;:in gostergelerin 
"bo� dizisi"ni anmasmm zorunlu olmas1 onemsiz degildir; benimse 
(O,O) yazmam yeterlidir. Sayiya dair ontolojik yakla�1mm kavramsal 
avantaj1, kiime teorisinin temel iki bagmus1 olan ait olma, e ve ii;:erme, 
c bagmulan d1�mdaki her tiirlii gostergeden, tum ek birebirle�tirme­
den kurtulabilmesidir. 

Ku�kusuz bu, Gonshor ii;:in siirreel sayilar teorisinin bir tiir teknik 
uzmanhkken benim ii;:in kiime teorisinin ontolojik misyonunun Say1 
kavramm1 ii;:erecek �ekilde tamamen dogal bir uzanus1 olmasm1 a.;1klar. 
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olmasa da sayi olduguna karar verilebilecek �eye �aret 
ediyordu. Du�uncenin yeni bir durumuna, anlamlan­
d1rma ic;ermeyen bir adlanduma kaydediyordu: bir sayi 
olmayan sayi. 

0 zamandan soma bu kelime matematik diline ol­
dugu haliyle yerle�ti. Tamnmaz halde, ama ayakta ka­
larak tercumeleri katetti. Ozellikle "rasyonel" kelimesi 
Yunanca logos'tan pek az �eyi muhafaza etmi� oldugu 
ic;in kulland1g1m1z "irrasyonel" kelimesi, alogos adlan­
dumasmm onemini o kadar yans1tmaz. Daha onemlisi, 
soz konusu adlanduma sonunda tekanlamh bir anlam 
kazanm1�tu. Fakat bu anlamlanduma ile anlam1 ta�1-
yan kelimede onunla apkc;a c;eli�en �ey arasmdaki tezat 
hala devam etmekte ve benim yapt1g1m gibi tekrar et­
kin hale getirilebilmektedir. Soz konusu tezat, hakika­
tin kurucu bir olayinm dildeki izidir. 

"Reel" sayilar veya "sanal" [imaginaire] sayilar ic;in 
de aymsmm gec;erli oldugu kolayhkla gosterilebilir. 
Cantor'un a/den sonraki ordinalleri "sonluotesi" sa­
yilar diye adland1rma nedenleri (icad1 arac1hg1yla son­
suzun kutsalhgma darbe indirdigine <lair Cantor'un 
farkmdahg1yla ili�kili nedenler) bile bizim ic;in yava� 
yava� anla�Ilmaz hale gelmektedir. 

Sayi teorisinde bir adlandumamn izi ile anlamlan­
dumanm tortulan arasmdaki mesaf enin ortaya c;1kma 
s1khg1, sayiya <lair du�uncenin gerc;ek bir olay sahas1 
olduguna �aret eder: Matematikte, oturmu� dil ve bil­
gilerin anlamdan yoksun olarak gordugu ve yazg1s1 sa­
dece �iirsel ve sayi ustu bir adlandumayi dayanak alan 
bir olayin a�mhg1yla duzenli olarak darbe alan c;ok ozel 
bir hassasiyet ve guvencesizlik bolgesini temsil eder. 
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Bunun nedeni saymm, varhk bi<;:imleri arasmda tam 
da duzenlen�i arac1hg1yla du�uncemize aplan �ey ol­
mas1dir (bkz. 10.20) . Aynca du�uncenin sayida fazlahk 
olarak kar�d�ttgt her �eyin, olaysal bir durakla varhk 
rejimini kesintiye ugratan her �eyin du�uncenin duze­
nini bozma gibi etkileri vardir. 

12.6 Savundugum Sayt doktrini, terminolojim ve felsefi du­
�uncede ona verdigim yanki <;:ok farkh olsa bile, ozun­
de J. H. Conway'in 1970'lerde icat ettigi "surreel sa­
yilar"m doktrininden farkh degildir (bkz. 1 .7) . Kesin 
surette matematiksel duzlemde yeni herhangi bir �ey 
urettigimi hi<;:bir �ekilde ileri surmuyorum. 0 halde 
"surreel sayt" ad1m neden kISaca buyflk harfli "Sayt" 
olarak degi�tiriyorum? 

Bu temelinde �iirsel bir tartl�madir. Conway tara­
fmdan 6nerilen adland1rma bana gore .;ok dar, tabir 
caizse hayalperest turden bir adland1rma ("surreel" 
elbette akla "surrealist" tabirini getiriyor) ; halbuki bu 
ke�fin muthi� niteligi hence heybetli destan turune 
veya Sayinm krallara yak1�ir beliri�ine i�aret etmesini 
gerektiriyor. 

Daha teknik olarak "surreel" ad1, bir ardt�zk geni�le­
meler uzerinden sureklilik �eklindeki a�m anlam yflklu 
fikre yakalanm1� gibi gorunuyor. Yeni saytlann, (ordi­
nalleri kapsad1g1 i<;:in) reel saytlan "kapsamas1" dola­
yts1yla "surreel" s1fat1 kendisini dayat1yor gorunuyor; 
sanki fethedilen yeni uzam eskisinin bir uzant1s1ym1� 
gibi. Surreel propagandas1 yapmaya .;ah�an Gonshor 
(bkz. 1 .  7) kitabmda "art1k surreellerin hem reel sayi­
lan hem de ordinalleri kapsayan bir cisim olu�turdugu 
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ger�egini, bu heyecan verici olguyu biliyoruz" diye ilan 
eder. Fakat bu ke�ifte -en azmdan filozof i.;:in- heye­
can verici olan, reel sayilar ve ordinallerin cebirsel bir 
araya getirili�inin �ok otesine gitmektedir. Soz konu­
su olan bizzat sayi fikrinin ba�tan gozden ge.;:irilmesi, 
sayiyi sonunda �oklu-varhgm birle�ik figiiru olarak 
dii�iinme imkamdu. Reel sayilar ve ordinallerin bu fi­
giirden geliyor olmas1 meselenin en onemsiz yam, basit 
bir sonu�tur. Ostelik, kotii adlandmlm1� "siirreeller"in, 
reel sayilar ve ordinaller d1�mda �imdiye kadar kimse­
nin var oldugunu dii�iinmedigi ve geriye doniik olarak 
ah�ild1k tarihsel sayilanmiz1 sayisal varhgm savurgan 
.;:e�itliliginde minik bir pkanm gibi gosteren sonsuz­
ca sonsuz bir sayi kalabahg1m i�ermesi nedeniyle daha 
da onemsizdir. Bir ornek vermekle yetinelim: Siirreel 
sayilar sadece sonsuz kii�iik sayilara dair degil, en az 
ordinallerin "yukanya dogru" resmettigi kadar engin 
olan, "a�ag1ya dogru" bir sayisal yigm resmeden son­
suzca sonsuz kii�iik sayilara dair de eksiksiz bir doktri­
ne olanak verir. 

Siyasal bir imge kullanahm: "Siirreel" adland1rmas1 
bana olay kar�1smda "reformcu" muhafazayi karakte­
rize eden eski anlamlandmnalara o baghhkla, o ol�ii­
liiliikle damgalanm1� gibi geliyor. Halbuki burada ko­
pu�un dilini, "devrimci" dili benimsemek gerektigine 
inamyorum ya da gerektigini iddia ediyorum. Dolayi­
s1yla cereyan eden �eyin, dii�iincemizde Sayinm dog­
masmdan ba�ka bir �ey olmad1gm1 soyleyecegim. 

Son olarak Sayimn ha� harfinin biiyiik yaz1lmas1, 
kapsad1g1 cinslerin tiirunii (tam sayilar, rasyonel sayi­
lar, reel sayilar, ordinaller, sonsuz kii�iik sayilar, vs.) 
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ayirt etmekten -ki geri;ekten de bunlar arasmda boyle 
bir aynm getirmektedir- ziyade, bir adlanduma (bu­
rada Sayi) ile ge�mi�te kendileri de bir adlandirma ol­
duktan sonra sayilann adlanmn ald1g1 �e�itli anlamlar 
arasmdaki mesafeyi vurgular. 

12.7 Ozerinde boyle bahse girdigim Sayi kelimesinin tam­
m1m �imdi me�rula�urmaya �ah�ahm: "Bir Sayi, bir 
ordinalle o ordinalin bir par�asmm ortak verilmi�ligin­
den olu�ur." 

Ordinaller dogal �oklugun ontolojik �emas1du. Bir 
ordinal, ontolojik durumda bir-olarak-sayilan, tutarh 
dogal bir birimdir (kume teorisi) . Bu birimler (�oklu­
gun yalm tutarhhgmm, �okluklann kendisini olu�tu­
ran veya sunumuna ait olan "kumelenmesi"nin sayisal 
olmayan anlammda birimler) Sayimn maddesini, Sayi­
nm olmasma dayanak olan �eyi veya daha kesin bir �e­
kilde soylersek Sayinm i�inde bir kesme uygulad1g1 �eyi 
saglar. Bunu tasavvur etmenin en basit yolu, bir Sayi­
nm ordinal dogal maddesinden bu maddenin tutarh 
bir biriminin par�as1, kism1, bolumu olarak bir bi�imi, 
yani bir ordinali �ekip ald1g1m du�unmektir. 

12.8 Eskilikleri, evrensellikleri, (aynnt1da gizli olan iirkutu­
cu bir karma�1khkla) basitlikleri nedeniyle dogal tam 
sayilar bize rehberlik eder. Varhklarma gore dii�iinul­
dugiinde dogal tam sayilarm, ordinallerin sonsuzca 
sonsuz alanmda tekil bir kesmeden ibaret oldugunu 
gormii�tuk ( 1 1 .  bolum) : bu alandan sadece ilk varhk 
noktasm1 (bo�luk) ve di�andan ilk limit ordinal, w ile 
sm1rlanm1� "ilk" ard1�1khklan muhafaza eden kesme. 
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Keza dogal tam sayilann dogal <;okluklann smus1z do­
kusunda sadece sonlu olam <;ekip ald1gm1 ve yahtt1g1m 
da gorduk. 

Neden bu yolda devam etmeyelim? Aynk bir pro­
sedurler anar�isi (cebirsel, topolojik, kume teorisi . .  . ,  
bkz. 1 . 13) kullanmaktansa Sayi kavramm1 bir kesme 
yontemiyle ordinallere uniform bir �ekilde baglamak 
kesinlikle daha rasyonel olacaktir. 

Elbette bunun olanaklt olmas1 gerekir. "Olanakh" 
ne demektir? Bu yolda al�ild1k sayilanm1zla yeniden 
kar�ila�mam1z anlamma gelir. Ontolojik bir sadelik 
ugruna, ne rasyonel sayilan ne reel sayilan kapsayan 
bir Sayi kavramm1 dayatmak kesinlikle keyfi olacaktir. 
Fakat dogal bir <;oklukta kesme olarak Sayi, tam sayi­
lar kadar rasyonel ( veya kesirli) sayilan, negatif tam 
sayilar kadar reel sayilan, ordinaller kadar sonsuz ku­
<;uk sayilan da tammland1g1 anda kammca hi<;bir �ey 
boyle bir kavramm matematiksel birligi ve felsefi yeni­
ligini yenemez. 

Aynca "kesme" fikrinin tamamen ontolojik sadeligi, 
girdigimiz bahsin iyi bir bahis oldugunu dogrular. Bir 
Sayinm bir yandan bir ordinal (bu, Sayinm sunumun 
dogal bi<;imine ait olu�unun imzas1dir) ote yandan bu 
ordinalin bir par<;asmdan (bu, dogal maddede "bi<;im­
lendirme" olarak kesmedir) olw�uyor oldugunu soyle­
mek, Sayiyi tammlamak i<;in sadece <;oklugun ontoloji­
sinin basit, "temel" kategorilerini kullamr. 

12.9 Boylelikle Sayi, Doganm varhk bi<;imlerindeki sonsuz 
savurganhg1 ile katetme ve ol<;me konumunda oldu­
gumuz �ey arasmdaki arac1 olarak belirir. En azmdan 
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varhgmm kISlth bir alanmcla, dii�iincemizi dogal var­
hk-olarak-varhgm kavram�1 ve ol�iimii i�in uyumlu 
hale getiren �eydir. Fizigin tamam1 bunu dogrular. 

12.10 Aristoteles'in dili (Madde ve Bi�im), Sayi fikrini de�ifre 
etmek i�in ku�kusuz en etkili olan dildir. Bilhassa bizi 

materyalist metaforlara yerle�tirme gibi bir avantaj1 
vardir. Platon'dan bu yana ve a�ikar gizemi nedeniy­
le Sayimn, Dogaya clair biitiin idealist temsillerin kalbi 
oldugunu biliyorken bu goz ard1 edilebilecek bir unsur 
degildir. Kitabm ba�mcla hat1rlatt1gim iizere, Sermaye­
nin yasas1 altmda bugiin oldugu haline, yani sayilabilir 
olamn ideolojisinin dii�iiniilmeyen clayanagma donii�­
mesi de bu temsiller arasmcladu. 

Bir ordinal daima, Sayinm uzerinde kesme yapt1g1 
�ey oldugu i�in, herhangi bir Sayi verildiginde bu Sa­
yinm maddesi olan bir ordinalin daima var oldugunu 
soyleyecegiz. "Madde" tabiri burada tamamen kesin iki 
anlam ahr. Bir yandan, ordinal Sayimn "temeli" , Sayi­
nm bi�iminin kesildigi �eydir. Dolayis1yla bir ordinal, 
onun sonucu olan, ondan �ekip pkanlan bir Sayinm, 
bu �ekip �1kanlmamn ilkesi olarak var olmas1m sagla­
yan �eydir. Ote yandan bir ordinalin biitiin elemanlan­
nm ordinal oldugunu biliyoruz (bkz. 8.5). Sayimn sa­
)'1.Salhg1, kestigi �ey, bi�imi bir ordinalin bir par�as1ysa, 
upk1 bir kumenin bir par�asmm biitiin elemanlarmm 
o kumenin elemanlan olmas1 gibi, bir sa)'lmn kestigi 
�eyin de tamamen ordinallerden olu�tugu ortaya �1kar. 
Bu kez "madde", ilk madde anlamma gelir. Sa)'lsal kes­
menin bile�enleri soz konusu oldugunda i�imiz sadece 
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ordinallerledir. Kesme bir ordinal uzerinde gercekle�ir 
ve kesilen �eyin elemanlan da ordinallerdir. Maddesi­
nin kategorileri bak1mmdan Sayi ba�tan a�ag1 dogaldu. 

12.11 Aristotelesci metafor kolayhkla gen�letilebilir: Dogal 
kaynagm1 gosteren ve maddesini saglayan ordinalde 
sayisal kesmenin urununun, Sayinm bi{imi oldugunu 
soyleyecegiz. Sayinm kendisi daha ziyade kesme hare­
ketidir; bu nedenle Sayiyi maddesi (bir ordinal) ve bi­
cimi ( 0 ordinalin bir parcas1) ciftiyle temsil ediyoruz. 
Fakat bicim, Sayimn dogal talimattan ka{masmt sagla­
yan veya en azmdan kacmasm1 miimkiin kilan �eyi yo­
gunla�tmr. Zira bir ordinalin herhangi bir belirsiz par­
cas1 olan bicim, dogal bir birim i{inde, genelde dogal 
olmayan bir cokluk has1l eder. 

Aslmda bicim, bir ordinalin elemanlan arasmdan 
secilip almm1� bir ordinaller kumesinden ibarettir. Bu 
secme maddenin bir k1sm1m ayirt eder. Gelgelelim her 
ordinal bir ordinaller kumesi (yani kendisinden once 
gelenlerin kumesi, bkz. 1 1 .2) olsa da biitiin ordinaller 
kiimesinin bir ordinal oldugu dogru. degildir. Bir ordinal­
de delik yoktur, O'dan kendisine kadar (kendisi haric) 
onu onceleyen biitiin ordinaller ona aittir. Ostelik bu, 
bir ordinalin kendi "uzunlugunun" ad1 olmasmm ne­
denidir. Sayet tersine, ordinallerden olu�an herhangi 
bir kumeyi ahrsamz cok sayida ordinalin kumede eksik 
olmas1, kumenin her tarafmda delikler olmas1 kuvvetle 
muhtemeldir. Dolayis1yla bu bir ordinal olmayacakt1r. 
Sonuc olarak bir Sayimn bicimi cogunlukla bir ordi­
nal degildir, sadece maddesi ordinaldir. Materyalist 
bir felsefede beklenebilecegi gibi homojen olan, eksik 
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ii;ermeyen, diizenli olan maddedir ve delikli, kuralsiz, 
dogal olmayan bii;imdir. Madde daima bu limitlerin 
ii;inden i;1kanhp ahmyor olsa da Saymm bii;imiyle ge­
nel olarak dogal varhgm limitlerini ihlal ederiz. 

12.12 Sayet bii;im, Sayi denen kesmeyle bir ordinalden i;ekip 
pkanlan bir pari;aysa, dogal bir kiimenin i;ogunlukla 
dogal olmayan bir altkiimesiyse geriye bir art1k bua­
ku; bii;imin ordinal maddede oydugu heykelin tala�­
lan gibi bir �eyler vardu. Bu kalmt1 ba�lang1i;taki ordi­
nalin, Sayimn bii;iminin elemanlan olrnayan eleman­
larmdan olu�ur. Ya da �oyle soyleyebiliriz: Bu kahnt1, 
maddenin bii;ime almmam1� kISm1du. Bunu, Sayimn 
atigi olarak adlandmyoruz. 

Aym bii;im gibi, bir Sayimn aug1 da ordinallerden 
olu�an bir i;okluktur. Yine bii;im gibi, auk da i;ogun­
lukla bir ordinal degildir (aynca at1gm dogal olrnas1 
paradoksal olacakur; geri;i bii;imin ordinal-maddede 
hii;bir delik olmadan W ordinalinden itibaren tum or­
dinalleri kestigi i;ok ozel durumda dogal olacaktu). 
At1k, Madde ile Bii;im arasmdaki basitfarkla elde edilir. 

Bu durumda bii;im ve augm birbirinin yerine gei;ebi­
lir oldugu soylenerek itiraz edilebilir. Bir anlamda olan 
aslmda budur. <;:agda� sanat eski bir bii;imle donanm1� 
eserlerin at1gm1 eserler olarak sergileyerek Sayinm bi­
le�imindeki bu belirsizligi farkma varmadan du�un­
mii�tii. Belirli bir Sayi ii;in at1k ile bii;imi nihai olarak 
ayiran �ey, Say1lar iizerindeki s1ra duzeni yasasmdan 
kaynaklamr; bu yasayi 13. bolumde inceleyecegiz. 

Bii;im ile auk birlikte almd1gmda ya da bii;im ile at1k 
birle�tirildiginde maddeyi, yani kalk1� noktasmdaki or-
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dinali geri verdigini bir kez daha belirtelim. Madde, bi­
c;im ve at1ktan olu�an kume teorisi yap1smdaki bu uc;lu, 
sayisal kesmenin tamam1dIT. 

12.13 Bu yorumlarm 1�1gmda Sayi kavramma <lair ara�tITma 
plammmn ana hatlanm c;izebiliriz: 

- lki Sayinm farkm1 olu�turan �eyi incelemek ve 
bunlan serile�tiren s1rahhk yasas1 uzerine du�unmek: 
Bu yasa olmadan sonlu ozneler olarak Sayilann bilgi­
sinde hic;bir ilerleme umudumuz olmazd1. 

- Cebiri, Sayinm i�lemsel boyutunu (toplama, c;arp­
ma, vs.) kurmak: Bu cebir olmadan, ozellikle de sayina 
ideolojisiyle smITlanm1� ki�iler olarak, Sayinm bir sayi 
olacagma kimse inanmazd1. Bununla birlikte Sayimn 
varhgmm i�lemlerden evvel geldigi, Sayimn oncelikle 
Doganm temeli uzerine bir du�unce, Sayimn madde­
si olarak du�unulebilecek dogal bir birim uzerinde bir 
bic;im c;ikanp alan bir kesme oldugu hususunda taviz 
vermeyecegiz. 

- Sayilann sonsuzca sonsuz kalabahgmda, varhgm 
sayisal bic;imlerdeki inamlmaz savurganhgmda tarihsel 
sayilanmm, dogal sayilan, bagil sayilan (negatif sayi­
lar) , rasyonel sayilan (kesirli sayilar) , reel sayilan, or­
dinalleri tekrar bulmak. 

- Bildigimiz veya kulland1g1m1za k1yasla sonsuzca 
daha c;ok Sayi oldugunu, tarihsel sayimmn, varhgm Sa­
yilardaki a�mhg1 kar�ISmda c;ok yoksul oldugunu gos­
termek. Boylelikle Sayimn du�unceye hakiki bir uzam 
ac;t1gm1 ve bu du�uncenin fiili i�lemlerde, kume teorisi 
ontolojisinin du�unceye saglad1g1 haliyle c;oklu-varhg1-
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nm muktedir oldugu butun Sayi turlerinin sadece mi­
nik bir k1smm1 apklad1gm1 kesinle�tirmek. 

12.14 Bu plan tamamland1gmda du�iinulebilir ve du�unii­
lemez yonleriyle Saymm buruk mutlulugunu tada­
cag1z. Sayi varhga teslim edilecek ve olayin sayis1z/ 
sayilamaz [ in-nombrable] sonucuna dogru y\iziimiizii 
donebilecegiz. 
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Ordinal kumeleri fizerine 
ek apklama 

NL Sayi kavrammm merkezinde, "bir ordinalin pan;as1" ,  
yani belirli bir ordinal O.zerinden i;ekip almm� ordi­
nallerden olu�an herhangi bir ko.me kavram1 bulunur. 
Bir ordinalin tum elemanlan ordinal oldugu ir;in, "bir 
ordinalin pari;as1" nosyonunda hakim olan "bir ordi­
naller kO.mesi" nosyonunu dogru �ekilde ele almak 
amac1yla birkar; apklama zorunlu. 

N2. Bir ordinaller kO.mesinin bir ordinal olmas1 it;in ko.me­
de hit;bir delik olmamasmm, belirtilen ordinale kadar 
ordinalleri birbirine baglayan ait olma zincirinde hir;­
bir ordinalin eksik olmamasmm gerektigini ve yettigini 
belirtmi�tik. 

NJ. Ait olma, ordinaller arasmda bir tam sirahhk oldugu 
it;in, her ordinaller kumesi ait olma ili�kisiyle tam s1ra­
lanm1�t1r. lt;inde delik olup olmamas1 hir;bir �eyi de­
gi�tirmez. X bir ordinaller kiimesiyse ve x1 ve x2 bu ko.­
menin elemanlanysa daima ya x1 E x2 ya x2 E x1 ya da 
x1 = x2 olacaktu. Dolayis1yla bir Saymm bir;imi ve at1g1 
en az maddesi kadar ait olma O.zerinden tam sirahdu. 
Bit;imin ve at1gm dogal olmayan karakterini belirleyen 
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�ey deliklerdir, suahhk degil. Dogal sunumun evren­
sel dolamkhg1, Saymm butun bile�enlerine yasas1m 
kaydeder. Fakal Sayilann buylik bir kISmm1 varhgm 
bulunuyle dogal alanmdan eksilten �ey bunlarm bi­
-;imini (ve dolayis1yla auklanm) etkileyen eksiklerde­
dir. Bir Sayi, dogal dokuda delikli olmas1 bak1mmdan 
dogal degildir. 

N4. Her ordinaller kumesinin bir minimal elemam vardu. 
Bir kez daha bu, dogal �okluklann minimallik ilkesi 
denen buylik yasasmdan kaynaklamr (bkz. 8. 10). X 
tammlanm1� bir ordinaller kumesi olsun ve P "X'e ail 
olma" ozelligi olsun. Bu ozellige sahip bir ordinal var­
sa (bunun i�in X'in ho� olmamas1 yelerlidir) o halde 
ozellige sahip olan bir en ku-;uk ordinal vardu. Bu en 
kii-;uk ordinali, X'in minimal ordinali olarak adlandm­
yoruz: X'in biillin ordinallerine aittir, fakal X'in hi�bir 
ordinali ona ail degildir. 

Minimal elemanm var olmas1, delik . olup olmama­
s1yla alakah degildir. Bundan dolayi bir saymm bi�i­
minin minimal elamanmdan veya al1gmm minimal 
elamamndan her zaman soz edebiliriz. Sayinm madde­
sinin minimal elemam ise, madde bir ordinal oldugu 
i-;in, daima ho� kume, O'du. 

N5. Fakal belirli bir ordinaller kumesinin her zaman maksi­
mal elemamnm olmad1gma dikkal elmeliyiz. Daha once 
bir limit ordinalin (ki bir ordinaller kumesidir) hi�bir 
maksimal elemam olmad1gm1 gormii�luk (bkz. 9. 14) . 
A fortiori ordinallerden olu�an herhangi bir kiime son­
suzca "apk" olabilir ve biiliin digerlerine hakim olan 
hi-;bir eleman kapsamayabilir. 
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N6. Tersine, ordinallerden olu�an bir X kfimesinin daima 
bir ust smm vardu. "Ost smu" tabiri, X'in bfitiin ordi­
nallerinden daha bfiyiik olan ordinallerin en kfi�figfi 
anlamma gelir. Burada yine fist smmn varhg1, mini­
mallik ilkesiyle garanti edilir. P "X'e ait olan bfitfin or­
dinallerden daha bfiyiik olma" ozelligi olsun. Bu ozel­
lige sahip olacak bir ordinal kesinlikle olacaktu, aksi 
takdirde X hfitfin ordinallerin kiimesine e�it olurdu, 
ki bu da tutars1zdu. Dolayis1yla P ozelligini ta�1yan bir 
en kfi�fik ordinal vardu; X'in bfitfin elemanlanndan 
daha bfiyiik olanlar arasmda en ku�fik olandu ve bun­
dan dolayi X'in fist smmdu. Bu list smm sup(X) ile 
gosterecegiz. 

N7. Bir ordinalin bir oz par�as1 (ordinalin kendisi olmayan 
bir par�a, ger�ekten k1smi olan bir par�a) bir ordinaldir 
ve dolayis1yla ba�taki ordinale aittir. 

Bunun tersinin, ordinallerin tammmm bir par�as1 
oldugunu daha once gormfi�tfik. Ordinaller ge�i�lidir 
ve bundan dolayi bir ordinale ait olan her ordinal aym 
zamanda bu ordinalin bir par�as1du. Simdi bir ordina­
lin oz par�as1 olan her ordinalin o ordinale ait oldugu­
nu ispatlamak istiyoruz. Bu da, ordinaller arasmda ait 
olma fizerinden s1rahhgm, it;:erilme uzerinden sirahhga 
denk oldugu anlamma geliyor. 

wl ordinalinin w2 ordinalinin bir par�as1 oldugunu 
varsayahm; W1 c Wr Ait olma ordinaller fizerinde bir 
tam s1rahhk oldugu ve W1, W2'den farkh oldugu i�in 
(�finkfi W2'nin bir oz par�as1du) mfimkfin olan iki du­
rum vardu: 
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- Ya W1 e W2'dir ve teorem dogrudur; W2 ordinalin­
de i<;erilen W 1 ordinali aym zamanda ona aittir, par<;a 
aym zamanda bir elemandir. 

- Ya da W2 e W1'dir. Fakat W1 ge<;�li oldugu i<;in bu­
nun sonucu W 2 c W1 �eklindedir. Halbuki W 1 c W 2 ol­
dugunu biliyoruz. Bir kume bir ba�ka kume tarafmdan 
i<;eriliyorsa ve aym zamanda o ba�ka kumeyi i<;eriyorsa 
sezgisel olarak goruldugu gibi bunlar e�it demektir ve 
okur bunu tek bir satirda ispatlayabilecektir. Gelgele­
lim w •. wse e�it olamaz <;iinku onun bir oz par<;as1du. 
Oyleyse dogru durum birinci se<;enektir ve teorem is­
patlanm1�ur. 

Oyleyse ordinallerle ugra�1yorken birinin digerine 
ait oldugunu soylemekle birinin digeri tarafmdan i<;e­
rildigini soylemek aym kap1ya <;1kar. Ya da: Bir ordinal 
(par<;a olarak) bir ba�ka ordinali temsil ediyorsa aym 
zamanda onu sunuyordur (eleman olarak) . Bu bir or­
dinalin, eleman olmayan par<;alan olmas1m engellemez. 
Basit<;e soylersek, bu par<;alar ordinal de degildir. Or­
negin delikli, bo�luk i<;eren kumeler veya bir ordinal 
zincirinin ortasmdan ba�layan veya sadece birka<; ayn 
elemam sunan, vb. kumeler soz konusu olabilir. Genel­
de bir Saymm bi<;iminde olan budur. 

Buna ragmen bir Saymm bi<;imi bir ordinalse, onceki 
soylediklerimizden bu bi<;imin sadece maddenin (ba�­
taki ordinalin) bir par<;as1 degil, aym zamanda bir ele­
mam da oldugu sonucu <;1kar. Sonu<; olarak bu bi<;im 
<;ok hususidir, zira maddenin bir "hucresi"yle ozde�tir. 
Bu durumda Sayi, Dogadan <;ekip almm1� bir temsilden 
ziyade basil bir dogal sunumdur. 
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13.1 Bir Sayi tamamen maddesi (bi(:iminin almd1g1 ordinal) 
ve bi(:imi tarafmdan belirlenir. At1k, madde ile bi(:imin 
fark1yla elde edilir. Bundan dolayi dedigimiz gibi Sayi­
yi N = (W, F(N)) bi(:iminde yazmak (:ogunlukla (:Ok 
pratiktir; burada W ordinal-madde ve F(N) bi(:imdir. 
D(N) ile gosterilen at1k, W - F(N)'e e�ittir. 

Bu ko�ullarda iki Sayimn fark1 nas1l du�unulmeli? 
Aym madde ve aym bi(:ime sahiplerse dogal olarak oz­
de� olduklanm koyutlayacag1z. Ozde� degillerse a�ag1-
daki se(:enekler mumkun olabilir: 

- Aym maddeye sahip olmad1klan i(:in ozde� olma­
yabilirler. wl birinin, w2 digerinin ordinal-maddesi 
olsun. W1 ve W2 gibi iki ordinal ait olmaya gore, ama 
aym zamanda gormu� oldugumuz gibi (bkz. N7) i(:e­
rilmeye gore duzenlenir: ya wl c w2 ya da w2 c wl 
olmahdir. Oyleyse bu durumda W1 ile W2'yi farkh kila­
nm, W2 -W1 kumesi veya W1 -W2 kumesi oldugu soy­
lenebilir. Bir ordinalin butun elemanlan ordinal oldu­
gu i(:in W1 ile W2'yi, dolayis1yla bu ordinallerin madde­
sini olu�turdugu N1 ve N2 sayilanm farkh kilan, W2'ye 
ait olan ama W1'e ait olmayan (W1 c W2 durumunda) 
veya W1'e ait olan ama W2'ye ait olmayan ( W2 c W1 
durumunda) ordinallerdir; 
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- Aym maddeye sahip olmalarma ragmen aym bii;i­
me sahip olmad1klan ii;in ozde� olmayabilirler. Bu du­
rumda birinin bii;iminde olan ve digerinin bii;iminde 
olmayan elemanlar (dolayis1yla ordinaller; zira bir Sa­
ymm ilk maddesi bu ui; bile�endeki ordinallerden olu­
�ur; madde, bii;im ve at1k) vardu. Fakat madde aym 
oldugu ii;in birinin bii;iminde oldugu halde digerinin 
bii;iminde olmayan butun elemanlar, onun at1gmda­
du; w e F(N1) ve w � F(N2) ise, o halde W e D(N) 
olmahdu. N1 ve N2 gibi iki Saymm fark1m olu�turan, 
birinin bii;iminde olan ve digerinin atigmda olan ordi­
naller kumesidir. 

Dolayis1yla iki Sayimn farkmm ordinaller bak1mm­
dan du�unulebilecegi goruluyor. Bir ordinal, birinin 
maddesindeyse ama digerinin maddesinde degilse ya 
da birinin bii;iminde ve digerinin augmdaysa iki Sayi 
arasmdaki f ark1 olu�turur. 

13.2 Herhangi iki Sayiyi alahm. Birinin maddesindeyse ama 
digerinin maddesinde degilse ya da birinin bii;iminde 
ve digerinin atigmdaysa (bu, ikisinin de maddesinde 
oldugu anlamma gelir, i;unku bii;im ve at1k maddenin 
pari;alandu) bir w ordinalinin bu iki sayiyi ayird1g1m 
soyleyecegiz. 

13.3 Omek verelim. 
NI' ordinal-maddesi 2 ve bii;imi (O) . olan (2, (O)) 

Sayis1 olsun. Bu geri;ekten de bir Sayidu, i;unkO 2 bir 
ordinaldir (varhg1 (0,(0)) olan sonlu ordinaldir, bkz. 
1 1 .5) ve (O) �eklinde gosterilen O'm tekligi bu ordina­
lin bir pari;as1du (bkz. 7.1 1). Bu N1 sayismm maddesi 
2 ordinalidir ve bii;imi (0) pari;as1d1r. 
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N2, (co, 2) Sayis1 olsun. Bunun bir Sayi oldugu dog­
rudur, zira OJ bir ordinaldir (ilk limit ordinal) ve co'nin 
bir elemam olan 2 ordinali aym zamanda bir pan;adir 
(ordinallerin geci�liligi) . Bu N2 sayismm maddesi co ve 
bicimi (O, (O)) = 2 parcas1dir. 

co ordinali N1 ile N2 Sayilanm aymnaz. Aslmda co 
kesinlikle N1'in (sonlu ardil ordinal 2 olan) maddesin­
de degildir, fakat aym zamanda N2'nin maddesinde de 
degildir, zira bu madde co' dir ve hicbir kiime kendisine 
ait olamaz: Dolayis1yla OJ E OJ olamaz. 

0 ordinali de (ho� kume) N1 ile N2 Sayilanm aytr­
maz. Gercekten de 0, her ikisinin biciminde de yer ahr. 
N1'in bicimi, tek elemam 0 olan (O) tekligidir. Dola­
yis1yla 0 bu bicime aittir. Ote yandan 0, N2'nin bicimi 
olan 2 ordinalinin bir elemamdir. Dolayis1yla 0, N2'nin 
de bicimindedir. 

Fakat (1 tam sayis1 olan) (O) ordinali, N1 ile N2 Sa­
yilanm aymr. Gercekten de (0), 2 ordinalinin bir ele­
mamdir ve dolayis1yla N2'nin bicimine aittir. Fakat tam 
da (O) �eklinde olan N1'in bicimine ait olamaz, cun­
ku kendi kendine ait olma, (O) e (O) imkans1zdir. (0), 
N1'in (2 ordinali olan) maddesinin bir elemam oldugu 
halde biciminde bulunmad1g1 icin at1gmdadir. 

13.4 lki Sayi ve herhangi bir ordinal verildiginde soz konu­
su ordinalin iki Sayiyi ayinp ayirmad1g1m daima bile­
biliriz. N1 ve N2 Sayilarsa, "N1 ile N2'yi ayirma" ozelligi 
tam tammlanm1�tir. 

Fakat N1 ile N2'yi ayiran bir ordinal varsa (dolayi­
s1yla N1 ile N2 farkhysa), dogal cokluklann cok onemli 
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. bir yasas1 oldugu i�in surekli kulland1g1miz minimallik 
ilkesi geregince (bkz. 8. 10), bu Saydan ayuan bir en 
ku�uk ordinal vardu. Ya da ba�ka bir deyi�le "N1 ile 
N2 Sayilanm ayirma" ozelligi i�in bir minimal ordinal 
vard1r. 

13.5 <;ok onemli bir tamm: lki Sayiyi ayiran en ku�uk ordi­
nali, iki Sayinm ayirtac1 olarak adlanduacag1z. 

Ayirta� kavrammm onemi �udur: lki Sayi arasmdaki 
fark du�uncesini, tek bir ordinalin incelenmesine indir­
ger. Farkm bu "minimal nokta"s1, iki Sayi arasmdaki 
kar�ila�tlrmamn global degil, yerel olarak ele ahnmas1-
na olanak verir. Ayirtacm var olmas1, iki sayimn farkh 
oldugu sonucuna varmak i�in yeterlidir. 

13.6 Bir omek daha. 
Yukandaki omekte kulland1grmiz N1 ve N2'yi alahm 

(bkz. 13.3): N1 = (2,(0)) ve N2 = (co, 2). Bunlann ayir­
tac1 nedir? 

- O'm N1 ile N2'yi ayirmad1g1m gorduk. 
- Aynca (O)'m ikisini ayird1g1m da gorduk. (O)'dan 

daha ku�uk tek ordinal 0 oldugu ve bu da N1 ile N2'yi 
ayinnad1gi i�in, (O) kesinlikle bu ikisini ayiran en ku­
�uk ordinaldir. 

Dolayis1yla (O)'m (2,(0)) ile (co, 2) Sayilannm ayir­
tac1 oldugunu soyleyecegiz. 

Ayirtacm konumuna i�aret edelim: N1 ve N2 Sayila­
nnm maddesindedir, fakat N2'nin bi�imindeyken N1'in 
at1gmdadu. 

Simdi a�ag1daki gibi iki sayiyi du�unelim (S(W), W 
ordinalinin ardd ordinalini gostermektedir, bkz. 9.5): 
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- N3 = (S(co) ,co) . Maddesi S(co) ve bic;:imi co'dir. Her 
ordinal, ardilmm elemam oldugu ve bir ordinalin bu­
tun elemanlan ordinalin bir parc;:as1 oldugu ic;:in (gec;:i�­
lilik) bu, S(co)'nin bir parc;:as1dir. 

- N4 = (S(S(co)) ,co). Maddesi, co'nin ardilmm ard1h­
dir ve bic;:imi co'dir. 

N3 ile N4'un ayirtac1 nedir? lki Sayi aym bic;:ime sa­
hiptir: co. Fakat bu bic;:im farkh maddelerden almm1�tir: 
S(co) ile S(S(co)) .  S(co) ordinaline kadar bu iki Sayi ic;:in 
her �ey "aym" �ekilde geli�ir. Bu ordinal N4'un madde­
sindedir c;:unku S(co) E S(S(co));  ama N3'un maddesinde 
degildir c;:unku S(co) ft S(co).  Dolay1s1yla S(co), N3 ile 
N4'un fark1m olu�turan en kuc;:uk ordinaldir; bu iki Sa­
ymm ayirtac1dir. 

N3 ile N4'un ayirtacmm konumuna i�aret edelim: 
S(co), N3'un maddesinde degildir ama N4'un maddesin­
dedir. Fakat bu kez N4'fin co �eklinde olan bi(iminde 
degildir. Dolayis1yla at1gmdadir. 

Ayirtacm ordinal noktasalhg1 ile k1yaslanan Sayilar­
daki konumunun bile�imi, bize Sayilarm smirs1z ala­
nmda sirahhk kavrammm anahtanm verecektir. 

13.7 Tum bunlara daha kesin bir bic;:im verelim. 
N Sayismm gerc;:ekle�tirdigi sayisal kesmenin lie;: bo­

yutu (madde, bic;:im, at1k) ac;:ismdan bir W ordinalinin 
i�gal ettigi konumu, N SaylSl bak1mmdan W ordinalinin 
konumu olarak adlandiracag1z ve L( w ,N) ile gosterece­
giz. Konum ic;:in mumkun uc;: durum oldugu a�ikardir: 

- Ya w ordinali, N Sayismm maddesi olan W ordi­
nalinin elemam degildir. Bu durumda madde d1�mda 
konumland1gm1 soyleyecegiz: L(w,N) = hM(N). 
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- Ya w ordinali, W maddesh�indedir ve Saymm bi�i­
mine aittir. L(w,N) = F(N). 

- Ya da w ordinali, W maddesi i�inde olmasma rag­
men Saymm augmdadir. L(w,N) = D(N).  

Soz konusu olan N sayis1 hakkmda herhangi bir 
muglakhk olmad1gmda L( w) = D gibi basit�e yazabil­
memiz mumkun olacak. Bu, w'nin (bahsettigimiz sayi 
i�in) konumunun, (bu Sayimn) at1gma ait oldugu an­
lamma gelecek. 

Bir N Sayis1 verildiginde N i�in her ordinal konum­
lanm1�t1r, zira "madde d�1" konumu kabul ediyoruz. 

Bir ordinal N1 ile N2 gibi iki sayiyi ayird1gmda (bkz. 
13.2) bunun anlam1 �ok basit�e iki Sayi bak1mmdan 
konumunun aym olmad1g1dir. Iki Sayiyi ayiran bir w 
ordinali i�in olanakh konumlann tablosu a�ag1da gos­
terilmektedir (konumlar hM, F ve D �eklindedir): 

L (w,N1) L (w,N2) 
F D 

F hM 

D F 

D hM 

hM F 

hM D 

N1 ile N2'nin ayirtac1 bunlan ayiran en ku�uk ordinal ol­
dugu i\:in, illa tabloda yaz1h konum "\:iftleri"nden birin­
de olmak zorundadir. Mesela N 1'in at1gmdaysa N2'nin ya 
bi\:iminde ya da maddesinin d1�mda olmahdir. 
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13.8 Saytlar uzerinde szrahhgm tammt. 
N1 ve N2 gibi iki Sayi alahm ve w bunlann ayirtac1 

olsun (ayirta� kavram1 �ok merkezi oldugu i�in gerek­
tiginde 13.4, 13.5 ve 13.6 maddelerini tekrar okuyun) . 

N1 ve N2 Sayilan i�in w ayirtacmm konumu a�ag1-
daki u� durumdan birine giriyorsa N1'in N2'den daha 
ku�uk oldugu soylenecek ve N1 < N2 yazilacak: 

- L(w,N1) = D(N1) ve L(w,N2) = F(N2): aytrtai; N/in 
atigtnda ve N2'nin bii;iminde. 

- L(w,N1) = hM(N1) ve L(w,N2) = F(N): aytrtai; N/in 
maddesinin dt$tnda ve N2'nin bii;iminde. 

- L(w,N1) = D(N1) ve L(w,N2) = hM(N2) :  ayzrtai; 
N/in atigmda ve N2'nin maddesinin dt$tnda. 

lki Sayinm ayirtacmm mumkun konumlanna <lair 
13. 7'deki tablonun i�aret ettikleriyle bu ii� durumu 
dikkatli bir �ekilde kar�1la�tmn. 

13.9 N1 < N2 bagmt1smm bir suahhk bagmt1s1 oldugu a�i­
kar degildir. Fakat bu hususu tesis etmeden once, du­
�fince i�in soz konusu bagmtmm karakteristiklerini 
a�1ga �1karabiliriz. 

Ayirta�, iki Sayimn fark1 kavram1m tek bir noktada 
(bir ordinalde) bir araya getirir. Burada one surulen 
sirahhk bu noktamn konumuna, dolayis1yla bir tur 
farktn topolojisine baghdu. Zira, her N Sayism1, "po­
zitif' sayisalhg1 te�kil eden kesme jestinde, bu jestin 
maddeden �ekip ald1g1 �ey bi�im oldugu i�in, eger iki 
Sayinm ayirtac1 birinin bi�imindeyse daima bu Sayi­
nm digerinden "daha buylik" oldugunu du�unecegiz. 
Ger�ekten de ayirta� oteki sayida ya at1ktadu ya da 
madde d1�mdadu. 
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Tersine, bir Saymm at1g1, bit;iminin kesmesinin sa­
dece pasif bir sonucudur, sayisal jestin istemeden or­
taya t;1kan kalmus1du. Edim olarak saymm maddeye 
b1rakt1gi �eydir. lki Saymm ayutac1 birinin at1gmdaysa 
daima bu Sayimn digerinden "daha kfit;fik" oldugunu 
dii�finecegiz. Bu diger sayida ayirtac; ya bit;imdedir ya 
da madde d1�mda. 

13.10 Sayinm sayisalhg1 olarak du�finulen bit;imin, pasif ter­
si olarak du�finulen auk fizerindeki aktif fistfinlfigfi 
bak1mmdan butUn sirahhg1 belirleyen bu kavrayi�m 
gorOnfi�te paradoksal bir sonucu, ayirtat;lan N1'in 
atlgmda ve N2'nin maddesinin di�mdaysa N1 sayismm 
N2'den daha kuc;uk olacag1du. Bu "paradoks", "madde 
d�1" konumunun hepsi arasmda en kayitsm oldugu­
na inamlmasmdan kaynaklamr. Ne bit;iminde ne de 
at1gmda olan "madde d�1" bir ordinal, sayisal jestten 
etkilenmez bile. Oyleyse aukta yer alan ve dolayis1yla 
en azmdan Sayinm maddesinde bulunan bir ordinal­
den daha da pas if, bic;imin sayisal t;ekip pkarma i�le­
minden daha az etkileniyor degil midir? hM konumu 
Sayiyla ili�kili olarak hi(ligin bir figfirO, augm pasif fi­
guriinden ontolojik olarak daha "a�ag1da" yer alan bir 
figur degil midir? 

13. 1 1  Bu "paradoks" hissi temel bir noktayi unutur: "Madde 
d1�1" konumu, bizzat maddeyi i(erir, zira bir W ordinali 
kendisinin elemam degildir. Hit; kimse maddenin, Sayi­
nm jestine "kayitsiz" oldugunu savunamaz: Madde, Sa­
yinm ilk gerc;egidir, Sayi ondan hareketle var olur, var­
hgm1 sayisal kesmeye ac;an dogal c;okluktur. lki Sayimn 
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ayutac1, bunlann biri i-;in "hM"de konumlandigmda 
daima ikisinden birinin bizzat maddesi soz konusudur. 

N1 ve N2'nin ayirtac1 N2'nin maddesinin d�mdaysa, 
nedeni N1'in maddesinde (bi-;iminde veya at1gmda) 
olmas1d1r. Aksi takdirde, yani iki Sayinm maddesinin 
d1�mda olsayd1 bu sayilan ayirmazdl. Dolayis1yla ayir­
ta-; kesinlikle N1'in maddesinde ve N2'nin maddesinin 
d1�mda olan en ku-;uk ordinaldir. Bu a-;1k-;a NJ madde­
sinde olan WJ ordinalinin N2 maddesinde olan W2 ordi­
nalinden daha buyuh oldugu anlamma gelir. Aksi tak­
dirde W1'de, W2'de olmayan bir ordinal olamazd1, zira 
bir ordinal kendisinden once gelen butun ordinalleri 
eleman olarak kapsar (bkz. 1 1 .2). Dolayis1yla w2 E wl 
olur (ordinaller uzerindeki suahhk bagmus1 ait olma­
dir) . Fakat W2, W2'ye ait olmayan en ku-;uk ordinaldir; 
W2'den ku-;uk butun ordinaller tam da W2'nin eleman­
lanm olu�turur. Son olarak, W2, W1'dedir ve W2'de 
olmayan en ku-;uk olan elemandir. Dolayis1yla N1'in 
maddesi olan W1'de yer alan ama N2'nin maddesi olan 
W2'de yer almayan, yani N2

'nin maddesinin d�mda yer 
alan en ku-;uk ordinaldir. N2'nin maddesi olan W2, NJ ile 
N2'nin ay1rtac1dzr. 

Bu ispatm genel bir ge-;erliligi vardu: N1 ile N2'nin 
ayirtacmm N1'in at1gmda ve N2'nin maddesinin d1�m­
da olmas1 nedeniyle, ne zaman N1'in N2'den "daha ku­
¢k" veya N1 < N2 oldugunu soylersek bu, soz honusu 
ayirtacm N2'nin ordinal-maddesi oldugu anlamma gelir. 
Aynca bu bagmt1 me�rudur, -;unku bir Sayinm madde­
si, sayisal kesmenin uzerinde i�lem yapt1g1 bir-ordinal, 
at1gm pasifligine ontolojik olarak ustun olan ilk varh­
gm bir kaht1du. 

192 



Say1 ve Say1lar 

Dolayis1yla D < hM < F yom1nde konumlan s1rala­
mak felsefi olarak bir temele dayanmaktadu: Kesmenin 
olumlayic1 sayisalhg1 olan bi<;im, madde d1�ma ustfm­
dur ve o da augm pasifliginden ustundur, zira gen;ek­
te bu "madde d1�1" , ordinal olarak bUtununde bir-ola­
rak-sayilan maddenin kendisidir. 

Di; durumumuzda temellendirilen (ayirtai; D(N1) ve 
F(N/de oldugunda; D(N1) ve hM(N)'de oldugunda; 
hM(N1) ve F(N/de oldugunda) N1 < N2 bagmt1s1, do­
gal maddede bir bii;imin kesmesi olarak Sayinm varh­
gma temellendirilmi� bir hiyerar�i kaydeder. 

13.12 Simdi N1 < N2 bagrnt1smm, terimin matematiksel an­
lam1yla ger<;ekten bir suahhk bagmt1s1 oldugunu tesis 
etmek gerekiyor: yani Sayilan seri haline getirdigini. 
Bu ise �u 11<; soruya olumlu yamt vermeye kar�1hk gelir: 

1) Bagmu tam mtdtr?2 Ya da: N1 ve N2 gibi herhangi iki 
farkh Sayi verildiginde daima ya N1 < N2 ya da N2 < N1 
oluyor mu? 

2) Bagmt1 yans1mayan bir bagmu m1? Ya da: N1 < N1 
elde etmek imkans1z m1? 

2 Kitap boyunca, bagmtmm iki farklt terimi daima bu bagmuyla bir­
birine bagland1gmda bir bagmtmm (-;ogunlukla suahhk bagmusmm) 
"tam" oldugunu soyleyecegim. Boylelikle ordinaller uzerinde E bagm­
usmm veya Sayilarda < bagmusmm tam oldugunu soyleyecegim. 

Baz1 zamanlar aynca yans1yan, yani her terimi kendisine baglayan bir 
bagmu da "tam" bagmu olarak adlandmhr. Omegin dogal tam sayilar­
da s; (ku-;uk veya e�it) bagmus1 boyledir. 

Yalmzca farkh terimler i-;in bag gerektiren ve kendisinin kendisiyle 
bagm1 (yans1yan bagmu) d1�layan benim tamm1ma bagh kalmak ilgi­
lendigimiz meselede daha pratik olacaktu. Bir s1ra bagmt1s1 soz konu­
su oldugunda bu, sirahhk aksiyomlannm kesin sirahhk aksiyomlan 
oldugu anlamma gelir. 
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3) Bagmu ge(i�li midir? Ya da: N1 < N2 bagmt1s1 ve N2 
< N3 bagmtIS1 N1 < N3 bagmt1sm1 gerektiriyor mu? 

Bu 11.; nokta ispatlamrsa 13 .l l'de ortaya konan fel­
sefi me�rulukla matematiksel (dolayis1yla ontolojik) 
me�rulugu .;ak1�tum1� oluruz. Ya da daha ziyade, Sa­
yilann suahhg1yla ili�kili olarak, hep i.;inde kalmaya 
.;abalad1g1m1z durumu elde etmi� olacag1z: "Matema­
tik ontolojidir" �eklindeki felsefe onerme .;er.;evesinde 
soylenenlerin, matematiksel .;1kanmlar zinciri .;er.;eve­
sinde soylenenlerle uyum i.;inde kalabilecegi durum. 
Ya da varhk olarak varhgm bilimi s1fat1yla matematigin 
yorumlam�mm ger.;ekle temas noktasmm, boyle bir 
bilimin fiili du�iincelerini ornek ald1g1 durum. 

13.13 < bagmus1 tamdir. 
N1 < N2 e�itsizligi i.;in durum tablosuna son bir kez 

daha bakahm. Bu tablo N1 ve N2'nin ayirtacmm konu­
munu sabitler. 

NI Ni 
1 .  durum D F 

2. durum hM F 

3. durum D hM 

Bagmtmm tam oldugunu gostermek, iki farkh Sayi 
verildiginde bunlardan birinin daima digerinden "daha 
ku.;uk" oldugunu gostermektir. 

N3 ve N4 rastgele se.;ilmi� iki Sayi ve w bunlann ayir­
tac1 olan ordinal olsun. D.; durum miimkiindiir: 

- Ayirta.; w, N3'iin augmdadu. Bu durumda, 
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a) ya N4'un bi�imindedir ve N3 < N4 olur (bkz. tablo) ;  
b) ya N4'un maddesinin d�mdadu ve N3 < N4 olur (yu­
kandaki gibi) . 

- Ayuta� w, N3'un bi�imindedir. Bu durumda, 
a) ya N4'un atigmdadu ve N4 < N3 olur (yukandaki 
gibi); 
b) ya N4'un maddesinin d1�mdadu ve N4 < N3 olur (yu­
kandaki gibi). 

- Ayirta� w, N3'un maddesinin d1�mdadu. Bu du­
rumda, 
a) ya N4'un bi�imindedir ve N3 < N4 olur (yukandaki 
gibi) ; 
b) ya N4'un at1gmdadu ve N4 < N3 olur (yukandaki gibi) . 

Biitun durumlan tukettigimizde N3 ve N4 Sayilan 
arasmdaki < bagmt1smm her zaman tammh oldugunu 
goruyoruz. Bu bagmt1, Sayilar alanmda tamdu, < ile 
birbirine baglanmayan iki farkh Sayi yoktur. 

13.14 Sayilar arasmdaki e�itsizlikler hakkmda daha h1zh akil 
yi'lri'ltme ah�kanhgm1 kazanmak iyi bir �ey. Omegin 
�oyle diyebiliriz: w ayirtac1 iki Sayidan birinin at1gm­
daysa tablo (tek mumkun olan 1 .  ve 3. durumlar) soz 
konusu Sayinm digerinden daha ku�uk oldugunu gos­
terir. Eger w iki Sayidan birinin bi�imindeyse tablo (tek 
miimkun olan 1 .  ve 2. durumlar) soz konusu Sayinm 
digerinden daha buynk oldugunu gosterir. w'nin iki Sa­
yidan birinin maddesinin d1�mda oldugu durumu bir 
kenara b1rakm1�1z gibi goruniiyor. Fakat hayir, �iinku 
illa digerinin at1gmda veya bi�iminde olmahdu (her 
ikisinin maddesinin d1�mda olsayd1 bunlan ayirmazd1) 
ve boylelikle onceki durumlardan birine geri doneriz. 
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lki Sayiyi < bagmtlSlyla kar�ila�tirmak ic;in �u �ekil­
de ilerleyecegiz: Once ayirtacm ikisinden birinin bic;i­
minde olup olmad1gma bakacag1z, eger oyleyse o Sayi­
nm daha buylik oldugu sonucuna hemen varabiliriz. 
Durum boyle degilse, ikisinden birinin at1gmda olup 
olmad1gma bakacag1z; eger oyleyse o Sayimn daha ku­
c;uk oldugu sonucuna varabiliriz. l�imiz bitmi�tir, ba�­
ka mumkun durum yoktur. 

13.15 < bagmt1s1, yans1mayan bir bagmt1dir. 
Bu nokta onemsizdir. N1 < N1 olamaz, c;unku bagm­

ll, ayirtacm varhg1 ve konumu uzerine temellenir; ayir­
tac;sa N1 ile kendisi "arasmda" var olamaz. 

13.16 Say1lann < bagmt1s1yla k1yaslanmasmda ah�tirma yap­
mak ic;in 13.6'daki orneklerimizi kullanahm. Madde ve 
bic;im c;ifti yoluyla notasyonu kullanarak a�ag1daki dort 
Sayiyi elde etmi�tik: 

N1 = (2,(0)) 
N2 = (w,2) 
N3 = (S(m),w) 
N4 = (S(S(w)) ,w) 

N1 ile N2'nin ayirtac1 (O)'dir. N1'in augmda ve N2'nin 
bic;imindedir. Dolayis1yla N1 < N2• 

N3 ile N4'un ayirtac1 S(w)'dir. N3'un maddesinin d1-
�mda ve N4'un at1gmdadir. Dolayis1yla N4 < N3• 

N3 ile N1'in ayirtac1 (O)'dir. N1'in augmda ve N3'un 
bic;imindedir. Dolayis1yla N1 < Ny 

N4 ile N2'nin ayirtac1 2'dir (neden?). N2'nin at1gmda 
ve N4'un bic;imindedir. Dolayis1yla N2 < N4• 

Okur geri kalan kar�1la�urmalan kendisi yapabilir. 
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Bir Saymm biiyiik olmasmm nedeninin, o Saymm 
maddesinin "daha biiyiik" olmas1yla ilgili olmad1g1 
fark edilecektir. Nitekim N.;un ordinal-maddesi, ro'nin 
ard1hnm ard1hdu ve bu da, N 4'iin maddesi olan ro'nin 
ard1hndan daha biiyiiktiir. Gelgelelim, N4 < N3• 

Bu ornekte daha da carp1c1 olan N3 ile N4'iin hici­
minin aym olmas1du (ro'dir) . Oyleyse �u "yasa"yi elde 
edebiliriz: Bi(im aym kahrken madde artarsa Sayt aza­
hr. Genel durumda boyle oldugunu ispatlamak ashnda 
kolaydu. (Wl'X) bir N1 sayis1 ve (W2,X) bir N2 sayis1 
olsun; W1 e W2 ve X aym ordinaller kiimesi olsun (yani 
W1 ve W2'nin ortak bir parcas1) . Bu iki Sayinm ayirtac1 
ikisinin de biciminde bulunamaz, cunkii aym X bicimi­
ne sahiptirler: X'in bir elemam onlan ayiramaz (N1 ve 
N2 icin konumlan aymdu, yani bicimdedirler). Dolayi­
s1yla birinin at1gmda ve digerinin maddesinin d1�mda­
du. Ayirtacm, W1'e ait olmayan ve W2'de olan (ciinkii 
W1 e W) en kiiciik ordinal olan W1'in ta kendisi oldu­
gu ac1ktu. W1 zorunlu olarak N2'nin augmda (ciinkii 
maddesine ait olsa da X'e, yani bicimine ait degildir) ve 
N1'in maddesinin d1�mdadir. Bundan dolayi, N2 < N1• 

Bu, bir (W, X) sayism1 � oranma yakmla�tmr. Ni­
tekim bu oranm, W paydasmm artmlmas1yla azald1gm1 
biliyoruz. Fakat dikkatli olahm; bu cok uzak bir analo­
jidir, zira � burada hicbir anlama gelmez. 

Yine de bu analojiden ilham alarak, madde aym kahr 
ve bi(im artarsa -eski X bil;iminin, yeni X' bi(iminde i(e­
rilmesi anlammda- Saymm artacagt ispatlanabilecektir. 
Bu kez "oram" artuan "pay"m artmas1du. Bu ispatm 
ayrmt1lanm okura buak1yorum. Sadece ayutacm X' 
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bir;imine ait olan ve X bir;imine ait olmayan en kur;uk 
ordinal olduguna i�aret etmek yeterli: Ayutar; ikinci sa­
ymm bir;iminde ve birincisinin at1gmdadu; dolayis1yla 
ikincisi daha buynktur. 

Bu tespitler felsefi bak1mdan temellendirilmi�tir. 
Daha buynk bir maddeden aym bir;imi uretmek aslmda 
ne demektir? Sayisal kesme jestinin buyttk bir madde­
den (daha buynk bir ordinalden) aslmda daha az bir 
maddeyle elde edilebilecek bir bir;imi r;ekip pkarabil­
digi anlamma gelir. Dolayis1yla bu jest daha az yogun, 
daha az zarif, daha az etkilidir. Bu jesti i�aretleyen Sa­
ymm daha a�ag1 olarak du�unulmesi me�rudur. Bunun 
tersi de ar,;1ktu: Ba�taki maddeyle daha geni�, ilkinin 
elemanlarmm yam sira ba�kalanm da kapsayan bir bi­
r;im elde etmek, daha etkili bir kesme hareketi te�kil 
eder. Daha ustun bir Sayiyla i�aretlenmesi me�rudur. 

Dolayis1yla < bagmtis1 matematik alamnda Sayilann 
kar�1la�tmlmasmm ontolojik bak1mdan rasyonel du­
zenleni�ini ifade eder. 

13.17 < bagmt1s1 ge(:i�lidir. 
Nl' N2, ve N3 Sayilan verildiginde, N1 < N2 ve N2 < N3 

ise o halde N1 < N3 oldugunu gostermek soz konusu­
dur. Her �ey elbette ayirtar;larm konumuna bagh olacak. 
N1 ile N2'nin ayirtac1m w(l ,2) , N2 ile N3'un ayirtacm1 
w(2,3) ve N1 ile N3'un ayirtac1m w(l ,3) ile gosterecegiz. 

a) Birinci �ama. w(l ,2) ve w(2,3)'ten daha kur;uk 
olan bir ordinal N1 ile N3'u ayirmaz. 

lki Saymm ayirtac1, bu iki Sayiyi ayiran en ku(:uk or­
dinaldir (ordinallerin sirahhg1, yani ait olmaya gore) . 
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Eger bir W ordinali w(l ,2)'den daha kcu;ukse N1 ile 
N2'yi ayumaz. Konumu (F, D veya hM) N1  ve N2'de 
aymdir. Aym zamanda w(2,3)'ten de daha ku(:ukse N2 
ile N3'u de ayirm1yor demektir. Konumu N2 ve N3'te 
aymdir. Dolayis1yla konumu Nl' N2 ve N3'te aymd1r ve 
N1 ile N3'u aymnaz. 

b) Birinci a�amamn sonucu: N1 ile N3'u ayiran 
w(l,3), w(l ,2) ve w(2,3)'den daha ku(:uk olamaz. Do­
layis1yla en azmdan bu ikisinden en kii{iik olana e$ittir. 

c) Ikinci Q$ama. w(l,2) ve w(2,3) ordinallerinin en 
ku(:ug\i N1 ile N3'u ayinr. 

Gosterim a(:1smdan pratik olmas1 amac1yla bu en 
ku(:uk ordinalin w(l ,2) oldugunu varsayahm (w(2,3) 
olsayd1 da akil ylirutme tarn tamamen aym olacaktir; 
okur i(:in harika bir ah�t1rma). w(l ,2) N1 ile N2'yi ayir­
d1g1 icin N1'deki konumu N2'deki konumundan fark­
hdir. Fakat w(2,3)'ten kucuk oldugu icin N2 ile N3'u 
ay1rmaz, zira N2 ile N3'un ayirtac1 olan w(2,3) bu iki Sa­
Y1Y1 ayiran en kucuk ordinaldir. Dolayis1yla w(l ,2)'nin 
N2 ve N3'teki konumu aymd1r. N2'deki konumu N1'de­
kinden farkh oldugu i(:in, N3 ve N2'de konumu aymysa, 
N3'teki konumu da N1'dekinden farkh olacaktir. Dola­
yis1yla w(l ,2) N1 ile N3'u ayinr. 

d) Oi;iincii Q$ama. N1 ile N3'un ayirtac1, yani w(l ,3) 
ger(:ekten de w(l ,2) ve w(2,3) ordinallerinin en kii{iigii­
ne e$ittir. 

w(l,3)'un en azmdan 
·
w(l ,2) ve w(2,3) ordinalle­

rinden en ku(:ugune e�it olmas1 gerektigini gorduk 
(birinci a�ama) . En ku(:uk ordinalin w(l ,2) oldugunu 
varsayd1k. Dolayis1yla w(l ,3) en azmdan w( l ,2)'ye e�it 
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olacaktH. Oysa w(l ,2) , N1 ile N3'll aymr (ikinci a�a­
ma) . w(l,3), N1 ile N3'iin ayirtac1, dolayis1yla bunlan 
ayiran en kiic;iik ordinal oldugu ve N1 ile N3'ii ayiran 
w(l ,2)'den daha kiic;iik olamayacag1 ic;in, w(l,2)'ye 
e�ittir. w(l,3) = w(l,2). 

e) Ek not. Diger tiirlii, yani w(2,3)'iin en kiic;iik ol­
dugunu varsaysayd1k aym nedenlerle w(l ,3) = w(2,3) 
oldugunu bulurduk. 

j) Dorduncii ve son a�ama. w(l,3) = w(l ,2) oldugunu 
biliyoruz. Bu �u �ekilde ifade edilebilir: N1 ile N2'nin 
ayirtac1 olan w(l ,2) aym zamanda N1 ile N3'iin de ayir­
tac1dir. 

N1 < N2 oldugunu biliyoruz. Dolayis1yla w(l ,2)'nin 
iki Sayidan en kiic;iigii olan N1'deki konumuna <lair iki 
miimkiin durum vardH: 

-Ya w(l ,2), N1'in atigmdadir. Fakat bu durumda N1 
ile N3'iin de ayirtac1 oldugu ic;in N1'in at1gmdaki konu­
mu N1 < N3 oldugu sonucuna varmam1za neden olur 
(bu konuda, bkz. 13. 14) . 

- Ya da w(l ,2) , N1'in maddesinin d1�mdadH. Bu 
durumda mutlaka N2'nin bic;iminde olmahdH, c;unkii 
N1 < N2• Fakat w(2,3)'ten kiic;iik olan w(l ,2) , N2 ile 
N3'ii ayirmaz. Dolayis1yla aym zamanda N3'iin bic;imin­
de olmahdH. N1 ile N3'iin ayirtac1 oldugu ic;in, N1'in 
maddesinde ve N3'iin bic;iminde olduguna gore, N1 < N3 
oldugu sonucu c;1kar. 

N1 < N2 ve N2 < N3 ise o halde N1 < N3 oldugunu 
ispatlam1� olduk. Bir bonus olarak daha incelikli bir 
sonuc; da elde etmi� olduk: N1 ile N3'iin ayirtac1, N1 ile 
N2'nin ve N2 ile N3'iin ayirtac;lan arasmda en kiic;iik ola­
nma e�ittir. 
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13.18 lnat1,;1 bir okurla yukandaki ispata ili�kin bir diyalog: 

OKUR: Ba�tan sona N1 ile N3'un ayirtacmm var oldu­
gunu varsayiyorsunuz. Bu hi1,; de apk degil. N1 < N2 
oldugu i1,;in N1 ile N2'nin ayirtacmm var oldugunu go­
ruyorum. N2 ile N3'un ayirtac1 i1,;in de ayms1 ge1,;erli. 
Fakat nihayetinde N 1 = N3 olmas1 gayet mumkiin ve 
bu durumda w(l ,3) ayirtac1 olmayacakur. Bagmt1 bir 
dongii olacakur: N1 < N2 < N1• 
BEN: Bu sa1,;ma. N1 ile N2'nin ayirtac1, N1 < N2 olacak 
�ekilde N1 ve N2'de konumlanm�sa N2 < N1 olamaz. 
Dolayis1yla N1 zorunlu olarak N3'ten farkhdu ve bunla­
nn ayirtac1 vardir. 

OKUR: Tamam kabul ediyorum, fakat hala tatmin ol­
mu� degilim. lkinci a�amamzda w(l,2) ve w(2,3) ayir­
ta1,;lanndan birinin aralannda en kii1,;iik ayirta1,; oldu­
gunu varsayiyorsunuz. Fakat bu ikisinden birinin en 
kii1,;iik olmamas1 miimkiin olabilir: Bunun i1,;in e$it ol­
malan yeterlidir. Beni kand1rmamza. izin vermek iste­
medigim i1,;in size bir ornek haz1rlad1m. A�ag1daki iii,; 
Sayiyi dii�iiniin: 

- NI' maddesi 2 ve bi1,;imi l 'in tekligi olan (2,(1)) 
Sayis1 olsun. Yazd1klanmz1 okudum ve 1 ordinalinin 
2 ordinalinin bir elemam oldugunu (bkz. 1 1 .5) ve bir 
elemanm tekliginin bir par1,;a oldugunu (bkz. 7. 1 1) bi­
liyorum. Dolayis1yla elimizde bir ordinal ile o ordinalin 
bir pan;asmdan olu�an bir 1,;ift olduguna gore bu ger-
1,;ekten de bir Sayidir (bkz. 12. 1 1) .  

- N2, maddesi bo�luk ve bi1,;imi bo�luk olan (0,0) 
Sayis1 olsun. Bu da bir Sayidir! (:iinkii madde olan 0 
bir ordinaldir ve 0 her kiimenin evrensel par1,;as1dir 
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(bkz. 7 .9) ve buna bir kume oldugunu bildigim O'm 
kendisi de dahildir. Oyleyse 0, bicim icin de uygundur. 

- NJ, (2,1)  Sayis1 olsun. Kar�1 pkmamz mumkun de­
gil, cunku 2 bir ordinaldir ve 2'nin bir elemam olan 
(yine 1 1 .5) 1 onun bir parcas1dir, cunku her ordinal 
geci�lidir. 

Fakat o da ne! N 1 ile N2'nin ayirtac1 O'd1r: 0, 2'nin 
maddesinin elemam olsa da, (1)  tekliginin tek elema­
m 1 olduguna gore bicimde yer almad1g1 icin N1'in at1-
gmdadir. Aynca N2'nin maddesinin d1�mdadir, cunku 
bu madde O'dir ve 0 onun bir elemam olamaz. Oyleyse 
Ni < Ni. 

N2 ile N3'un ayirtac1 yine, biraz once gordugumuz 
gibi N2'nin maddesinin d1�mda olan ve 0 E 1 oldugu 
icin N3'un biciminde olan O'dir. Bundan dolayi, N2 < NJ 
olur. 

l�te size N1 < N2 ve N2 < NJ oldugu halde, 13.Tdeki 
notasyonlarmm kullamrsak w(l ,2) ile w(2,3)'un e�it 
oldugu somut bir durum. Dolayis1yla aralarmdan biri 
daha kucuk degildir ve boylelikle akil y11rutme yonte­
miniz coker. 

BEN: Zekice! Neticede orneginizde geci�liligin dogru­
land1gm1 teslim ediyorsunuz. Zira N1 ile NJ'un ayirta­
c1, N1'in at1gmda ve NJ'un biciminde olan O'dir. Oyle ki 
N1 < NJ elde edilir. 

OKUR: Ben size ilke uzerinden bir itiraz yoneltiyorum, 
siz ise ampirik bir yorumla yamt veriyorsunuz !  Ver­
digim ornek, N, ile N2 ve N2 ile N3 arasmda en kucuk 
ayirtacm daima tespit edilebilecegi olgusuna dayanan 
genel ak1l y11rutme tarzmm tahrip ediyor. Size boyle 
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yapamayacag1miz bir durum gosteriyorum. Bu durum­
da get;i�liligin belki �ans eseri get;erli olmas1 sizin hit;­
bir �ey ispatlamamt� oldugunuzu gosterir. 

BEN: Yine de w(l,3)'un, w(l ,2) ve w(2,3)'den daha kii­
t;iik olamayacagm1 soyledigim birinci a�amam1 kabul 
ediyorsunuz, degil mi? 

OKUR: E�it iki ayutac1 birbirine baglamas1 mumkun 
oldugu it;in, bu "ve"nin bana biraz ku�kulu gorun­
mesi haricinde evet. Ornegime bakt1gmizda bu ifade 
"w(l ,3), O'dan ve O'dan kut;uk olamaz" olacakur, ki bu 
da sat;madu. 

BEN: Aynca O'dan kut;uk olmas1 da . . .  Arna neyse. Fa­
kat w(l,2), orneginizde oldugu gibi w(2,3)'e e�itse, 
w(l,3)'un w(l,2) yani w(2,3)'ten daha kiit;lik olamaya­
cagm1 kabul ediyor musunuz? <;unku bu ortak ayirtat;­
tan daha kiit;iik hit;bir ordinal N1, N2 ve N3'u ayirmaz. 

OKUR: Elbette. 

BEN: Fakat w(l,2) , N1 ile N2'yi ayird1gina gore N1'deki 
konumu N2'deki konumuyla aym olamaz degil mi? 

OKUR: Nasil aym olabilir ki? 

BEN: Aynca e�it oldugu w(2,3) ad1yla N2 ile N3'ii de 
ayinr ve konumu ikisinde aym degildir, oyle mi? 

OKUR: Ben de aynen boyle dedim. 

BEN: Bu konumlan biraz inceleyelim. N1 < N2 oldugu 
it;in w(l ,2) N1'in ya at1gmda ya da maddesinin d1�mda 
olacaktir. Fakat maddesinin d1�mda olabilir mi? 

OKUR (biraz du�undukten soma) : Olamaz .  (:unku 
N1'de madde d1�mda olsayd1, N2'nin bi(:iminde olmak 
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zorunda olurdu, zira N1 < N2 oldugunu biliyoruz. Fa­
kat N2 ile N3'0.n ayutac1 da o oldugu ve N2 < N3 oldugu 
i.;:in, 13. 14'te a.;:1kland1g1 gibi N2'nin bi.;:iminde de ola­
maz. Dolayis1yla N1'in at1gmda olmahdu ve . . .  

BEN: . . .  N2'nin bi�iminde olmad1gma gore maddesinin 
d1�mda olmahdu. Fakat N3'te nasil bir konumu vardu? 

OKUR (biraz dO.�O.ndO.kten sonra): Bi.;:imde. <::unko. 
aym zamanda w(2,3) de olan bu w(l ,2) , N2 ile N3'0.n 
ayirtac1du. N2'nin maddesi d1�mda oldugu ve N2 < N3 
oldugu i.;:in N3'0.n bi.;:iminde olmahdu. 

BEN: Harika! l�te w(l ,3)0.n daha ko..;:o.k olamayacag1 ve 
N1'in at1gmda ve N3'0.n bi�iminde bulunan bir w(l ,2) . 
Dolayis1yla N1  ile N3'0. ayinr. Bu da . . .  

OKUR: Tamam tamam, anlad1m. Zaten w(2,3)'le ozde� 
oldugu i.;:in w(l ,3)'le de ozde� olmahdu. Ve bu genel 
ayirta.;: (N1 ile N2'nin, N2 ile N3'0.n ve N1 ile N3'0.n ayir­
tac1) N/in at1gmda ve N3'un bi.;:iminde oldugu i.;:in bu 
ozde�lik N1 < N3 olmas1m gerektirir. Anla�t1k. 

BEN: Orneginizin tam da soyledigi bu: 0, N1-N2 ve N2-
N3 .;:iftlerinin ortak ayirtac1yd1. Aynca N1 ile N3'0.n de 
ayirtac1du. N1'in at1gmda, N2'nin maddesinin d1�mda 
ve N3'0.n bi�iminde konumlanm1�tu. Bu da N1 < N2 < 
N3 zincirini dayatu. 

OKUR: Yine de anlatt1klanmza bir sO.rO. ekleme yap­
mak zorunda kaldm1z. 

BEN: Bu akil yo.ro.tmenin bir alt bolO.mO.ydo., ama ilke 
aymdu. Fakat matematikte atlayarak ilerlememek la­
z1m, .;:O.nko. neyi atlad1g1m1Zl bilmeyiz. 
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13.19 < bagmus1 tam, yans1mas1z ve ge�i�li oldugu i�in mate­
matiksel anlamda bir suahhk bagmus1du. N1 ile N2'nin 
ayirtacmm konumuyla N1 < N2 bagmusmm ge�erli ol­
dugunu dogrulad1g1m1zda "NP N2'den kfl�flktfir" de­
memizi tamamen me�rula�urm1� olduk. 

Dolayis1yla gorecegimiz gibi her ne kadar smusiz, 
ona k1yasla me�hur "sflreklilik" ufak ve delikli kalacak 
kadar tarif edilemez dflzeyde bir yogunlukla doymu� 
olursa olsun Sayilar evreni yine de bir s1rahhgm seri 
yasas1 kapsammda bfltflnflyle kavranabilir. 

Aynca bu suahhgm, fl� olanakh sahayla (F, D ve 
hM) ili�kili olarak yalnizca bir ordinalin (ayirta�) ko­
numunun incelenmesine dayanmas1, Saydar evrenini 
dfl�flnme kapasitemize dair guvence veren bir sade­
liktedir. 

Bu s1rahhgm, bir minimum manug1 (iki Sayinm far­
km1 i�aretleyen en kfl�flk ordinal olarak ayirta�) ile bir 
konumlar manugm1 (sayisal kesmenin fl� bile�eni) bir 
araya getirmesiyle sozlflk s1ralamasma benzemesi �ok 
�arp1c1d1r. Aynca saf matematiksel gosterimlerde de bu 
bi�imde sunulur.3 

Fonik veya yaz1sal birimlerin bir alfabesine ba�vura­
rak kelimeleri dflzenleyen sozluk s1ralamas1, Lacan'da 
�ok onemli olan gosteren ile harf arasmdaki farkla ili�­
kilidir. 4 Ger�ekten de Sayi bir gosteren gibidir ve i�sel 
"pozisyonlan" 11� konumdur: madde, bi�im ve at1k. 

3 Gonshor i�in s1rahhk kolayhkla sozliiksel olarak sunulur, �iinkii siir­
reel sayilar bir + ve - gostergeleri dizisi olarak sunulur (bkz. 12. bo­
liim, n. 1) .  

4 Bu konuda, bkz. J . -C . Milner, Libertes, Lettre, Matiere, Perroquet kon­
ferans1, Paris, Haziran 1985. 
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Harfleriyse ordinallerdir. Tek ba�ma bu, ordinallerden 
olu�an her tiirlii kiimeyi, ordinal "kelimeleri" gibi o 
kadar anar�ik bir �eyi sira diizenine sokmam1za ola­
nak verir. 

Sayet Sayi, varhgmda yakalanan Dogamn dii�iince­
mize kendisini a�t1g1 ortamsa, bunun delili ku�kusuz 
Sayilann sirahhg1dir, �iinkii bir ve ii�iin basit bi�imi 
arac1hg1yla Sayinm ger�ekle�tirdigi kesmede, Gali­
leo'dan bu yana materyalizmin hakiki sahas1 olarak ta­
mnan, pozisyon ile harfin o diyalektigi vardir. Doga, 
bir yazmm kurmacasmda kendisini savurganca verme­
yi kabul eder ve Sayida varhgm en kaydedilmi� omegini 
tammak gerekir: 

iki parmak 
�1khyor bo�lukta, 
miisvedde def terlerinde 
diinya k1m1ld1yor, her �ey 
sadece sana bagh5 

5 Paul Celan, Enclos du temps [Zeitgehoft], {:ev. M. Broda, Clivages, 1985. 
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14. Alt-Sayi kavram1 

14.1 Alt-yap1 kavram1, hatta (kategoriler teorisinde6) alt­
nesne kavram1 1,;agda� matematigin butiin k1s1mlannda 
temeldir. Bir grubun alt-gruplanmn, topolojik bir uza­
mm alt-uzamlanmn, vb. belirlenmesinin biiyiik onemi 
bilinir. Yakm zamandaki matematigin en derin teorem­
lerinin biiyiik bir k1sm1, a�1m veya sunum teorem­
leridir: bir yapmm nihayetinde daha basit alt-yapilann 
bile�imi olarak sunulmaya olanak verdigini veya bir ya­
pmm dizi ya da daha once tammlanm1� yapilann iirii­
nii olarak ayn�tmlabildigini ispatlamak. Aksiyomatik 
olarak sunulan bir yap1yi aym tiirden ama daha basit 
alt-yapilar halinde tamamen "t,;ozmeyi" ba�ard1g1m1zda 
dii�iincenin zarafeti zirve noktasma pkar. Sonlu grup 
teorisi boyle 1,;oziimlere enfes omekler saglar. 

Temeldeki fikir �udur: Matematigin "maddesi" saf 
veya farks1z 1,;okluk oldugu it,;in yapilar ka1,;1mlmaz ola­
rak yapilanm1� kiimelerle homojendir. Matematiksel 

6 Kategoriler teorisi tum matematigi kume teorisel olmayan yap1sal bir 
i;:en;:evede tekrar formule etmeye i;:ah�u ve kalk1� noktas1 "yap1 turleri" 
olan "nesneler" ve yapilar arasmda uygulamalar veya morfizmler olan 
"oklar"d1r. Alt-yap1 kavram1 boylelikle alt-nesne kavramma tercume 
edilebilir. Bir "alt-nesne" aslmda belirli oklar ii;:in bir denklik sm1hd1r. 
Omegin, bkz. J. L. Bell, Toposes and local set theories, Oxford, Claren­
don Press, 1988, ozellikle sayfa 49-58 arasmdaki argumanlar. 
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onloloji fmilerdir: Bir yanda onceden verilmi� "nesne­
ler" ve ole yanda bu nesnelerin eklemlendigi yapISal 
baglanular yoklur. Polansiyel olarak her �ey, s1rf bo�­
luktan onilii olan nileliksiz <;:okluga indirgenebilir. Do­
layis1yla dii�iincenin lalbikinin, basil ve karma�1ga <lair 
aksiyomalik lammm mecrasmda karma�1k <;:okluklar­
dan daha basil <;:okluklara goliirmeklen olu�mas1 kap­
mlmazdir. Yap1 kavram1 soz konusu mecrayi diizenler: 
Temel yapilandirmalar ile daha girifl yap1landirmalan 
ayirl eder. Son olarak varhk olarak varhga <lair dii�iin­
cenin slralejik meselesi, her <;:okluk t;:okluklar <;:oklugu 
oldugu i<;:in (Bir'in hi<;:bir varhg1 yoklur), sunulan bir 
<;:oklugun hangi <;:okluklann sunumunu lemin ettigini 
ayirl elmeklir. Ayn�1m, <;:ozme veya sunum leoremleri 
buna dayamr. 

Bir malemalik<;:inin "nesne" diye adlandud1g1, all­
<;:okluklan <;:ogunlukla <;:ok opak bir larzda birbirine do­
layan bir <;:okluklan ibarettir. Nesne, dolamkhg1 dii�iin­
ceye engel olan ve "nesne"nin sunumsal kombinasyo­
nunu lemin ettigi <;:oklu-bolgelere miimkiin oldugunca 
ayn�tmlmast gereken bir <;:okluklar pakelidir. Nesne 
fanlazmas1 olarak adlandmlabilecek "nesnel" illiizyon, 
<;:okluklarm birbirine dolamkhg1 ile dil mecrasmda bi­
zim bu dolamkhga ayn�lmc1 eri�imimiz arasmdaki ilk 
mesafeden kaynaklamr. Aksiyomalik olarak sunulan 
kavramlar, ayirma i�lemcileri olan yap1 liirlerini belir­
ler ve bir "nesne"yi alt-yap1larm eklemlenmesi olarak 
sergilemeye olanak verir; bu alt-yap1larsa dil mecras1-
na baglannda alt-<;:okluklann gizil olarak var oldugu­
nu goslerir. 
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Bir yapmm i;e�itli kombinasyon i�lemcilerine (alt­
gruplardan olu�an ii; ii;e ge�mi� diziler, kompakt 
uzamlann sonu veya sonsuz liriinleri, vb.) gore alt-ya­
pilar olarak i;ozulebilmesi du�uncenin kaydedilmi� 
stratejisinde kar�1 kar�1ya kald1g1 �eyin, saf i;okluklann 
sonsuz dolamkhg1 figurunde varhk olarak varhk oldu­
gu geri;eginin kati i�aretidir. "Nesne"sinin sunumsal 
dugOmlinli ba�lang1i;ta opak bir tarzda gizledigi alt-ya­
p1larla baglant1h ii;kinligi saptad1gmda bir rnatematiki;i 
"nesneyi du�undugunu" (ya da "problemi anlad1gm1") 
soyleyecektir. Aynca, sadece kurucu giriftligi sayesin­
de kesin yapilar i;e�itliligine i;ozulu�line direnmesiyle 
nesne olan nesnenin bir ayn�1m1, nesne fantazisinin 
oldurulmesi soz konusudur. Du�lince alt-yapilar arac1-
hg1yla nesneyi azleder ve yOzlinli varhga <loner. 

14.2 Yaygm kabulunde sayi kavrami yapisal tiirde degildir. 
Grup veya vektorel uzamdan soz edildigi gibi "sayisal 
yap1"dan soz edilmez. Gunumuzde "sayi teorisi" olarak 
adlandmlan olgu, aguhk merkezi ashnda cebirin bir 
k1sm1 -halkalar teorisi ve idealler teorisi- olan tutars1z 
bir kumedir. Bilhassa, "sayi" bir yap1 tlirlinli belirtme­
digi ii;in alt-sayi kavram1 yoktur. 

Sonui; olarak, say1 kavram1 Antik Yunan'dan bu ya­
na matematigin geri;eki;i, hatta ampirist vizyonunun 
ana s1gmag1 olagelmi�tir. Sayi ya "verili" bir kendilik 
gibi ahmr ya da matematiksel adland1rmalarm yalmzca 
simgesel veya i�lemsel bir degeri oldugunun kamt1 ola­
rak du�unulur. Salt cebirsel ele ahm�1yla ili�kili olarak 
"sayi" kendiligi, kendi Ozerine kapamr. Sayilar elbette 
cebir kurallarma gore birle�tirilirler. Fakat 7 + 5 = 12 
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olmasmdan (bu ifade ister analitik ister sentetik olsun) 
7 ve S'in, 12'nin "alt-yapilan" oldugu sonucu \:Ikmaz. 
Nesnelligin en inat\:I illuzyonu, seri uretimi tutarhh­
gm1 temin eden 7, 5 ve 12'nin ayn�tmlamaz i�aretler 
oldugu kams1du. 

Dolayis1yla sayinm yap1sal karakterini ortaya koy­
mak, ampirik noktasalhg1yla baglanm kesmek, sayiyi 
basit nesne bi\:iminde kopanp almak matematige <lair 
ontolojik bir vizyon i\:in buyiik bir zafer olacakur. 
"Sayi" yiiklemini saf \:Oklugun repertuvan pkanlabi­
len bir turu haline getiren bu program, en onemli amm 
alt-sayi kavrammm belirlenmesinde ya�ayacaktlr. Bu 
kavram sayisalhg1, matematiksel du�iincenin biiyiik 
yap1sal kategorileriyle, du�uncenin sayesinde saf \:Ok­
lugun dolamkhg1m ayird1g1 ve \:OZdiigii kategorilerle 
(grup, cisim, uzam . . .  ) aym duzeye ta�1yacaktu. 

14.3 Sayi kavrammm bizim giri�tigimiz haliyle kume teori­
sel sunumu ger\:ekten de belirli bir Sayimn alt-Sayila­
nna <lair kesin bir tamma olanak verir. Daha da iyisi: 
Ad1m ad1m gosterecegimiz gibi, bir Sayz alt-Sayzlan ta­
rafmdan tehanlamh �ehilde tammlamr. Sayimn, o Sayiya 
i\:kin Sayilardan hareketle bir sunumu vardu. Boyle­
likle Sayi da ayn�1m veya sunum teoremlerine olanak 
verir. Sayi yapzlandmhr. 

14.4 Alt-Sayz havramt. 
Alt-Sayiya <lair genel fikir olduk\:a basittir: Belirli 

bir sayiyi maddesinin bir noktasmda "bolumlersek" 
ve bu boliim noktasmdan "onceki" her �eyi muhafaza 
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edersek bir alt-Sayi elde ederiz. Bir Sayinm maddesi bir 
ordinal oldugu icin bir boliimleme "noktas1" bu ordi­
nalin bir elemamdu, dolayis1yla daha kiiciik bir ordi­
naldir. "Boliimlemeden once" gelenler, boliimlemeye 
dayanak olandan daha kiiciik ordinallerden olu�ur. Fa­
kat belirli bir ordinalden daha kiiciik ordinaller tam da 
soz konusu ordinalin elemanlandu. Eger w boliimleme 
noktas1ysa ondan once gelenler w'nin biitiin elemanla­
rmdan olu�acag1 icin, w'nin kendisinden ba�ka bir �ey 
degildir. Dolayis1yla w noktasmda boliimleme yapild1-
gmda, w olan yeni bir ordinal maddesi elde edilir; el­
bette kesme yapt1g1m1zdan daha k1s1th bir madde. 

Fakat bu maddede sayisal kesme, bicim ac1smdan 
ne olmaktadu? Burada da cok basit bir dii�iince yii­
riirliiktedir: Yeni Sayimn bicimi olarak, boliimlenmi� 
Sayinm biciminde olan ve boliimlemeden "once" gelen 
ordinaller muhafaza edilecektir. Bir alt-Sayi gercekten 
de bir Saymm, boliimlenmi� Sayinm biitiin karakteris­
tiklerini w'ye kadar (dolayis1yla 0 ile w arasmda) mu­
hafaza eden w noktasmdaki bir boliimii olacakur. 

Tiim bunlara daha kesin bir bicim verelim. N1 = 
(W1, F(N1)) bir Sayi olsun ve w,  (N1'in maddesinde 
olan) W1'e ait bir ordinal olsun. N 1'i geri kalan hicbir 
�eyi degi�tirmeyip sadece w'den kiiciik ordinalleri mu­
hafaza ederek w noktasmda boliimleyelim: Yeni Sayi­
nm biciminin elemanlan F(N/in w'den kiii;:iik eleman­
lan olacaktu. Burada biitiin ordinal kiimelerinin (dola­
yis1yla da her Sayinm biciminin) sahip oldugu ozelligi 
kullamyoruz (bkz. N3): Ordinallerden olu�tugu i�in 
elemanlan E bagmtlSlyla diizenlenecektir. Dolayis1yla 
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"F(N1)'in w ordinalinden ku.;uk biitiin ordinalleri"n­
den bahsetmek mant1khdu. A�ag1daki .;izim (bkz. 
12.4) bunu gosterir. 

w WI 
Sap: ••-------�,.,._ _____ _,_�IE--

I 
I 
I 

Alt-Sap: ••-------...,,..·�------
w 

w'nin elemam oldugu bir E ordinaller kumesinin w 
noktasmdaki bolumunu E/w ile gosterelim. E/w, sade­
ce E'nin w'den ku.;uk elemanlanm (ama dikkat, w'nin 
kendisini degil) kapsar. N1'in bolumlenmesiyle elde 
edilen ve notasyonumuzla N/w (bu, w'nin N1'in W1 
maddesinde olmas1, w e W1 elde etmemiz gerektigi 
anlamma gelir) olarak adlandiracag1m1z saymm kodu 
(w, F(N1)/w) �eklinde olacak. Maddesi bolumleme 
noktas1 ve W1'den once gelen ordinal olan w'dir ve bi­
.;imi, N1'in bi.;iminin w'den daha ku.;uk olan butun 
ordinallerinden olu�ur. Aym �ekilde at1g1, N1'in at1-
gmda olan w'den ku.;uk biitiin ordinallerden olu�ur. 

Bu (w, F(N1)/w) Sayismm, w ordinaline hadar (w ha­
rit;:) tam da N1 "gibi" oldugu fark edilecektir: Ger.;ekten 
de w'ye kadar, N1'in bi.;iminde olanlar (w, F(N1)/w) Sa­
yismm da bi.;imindedir ve birincisinin at1gmda olanlar 
ikincisinin de at1gmdadir. Bolumlemeyle elde edilen 
yeni Sayi ozetle N1'in bir "ilk bolumlemesi",  N1'in "ba�­
lang1c1"mn tam kopyas1du. 

N1 ve N2 gibi iki sayi olsun. N1 = N/w olacak �ekil­
de bir w ordinali varsa, yani N1 w noktasmda N2'nin 
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bir bolumuyse N1'in, N2'nin bir alt-Saytst oldugunu 
soyleyecegiz. Ya da: N 1'in bir alt-Sayis1, N1'in bir N/w 
bolumudur. 

14.5 N1'in maddesinde bulunan her w ordinali i�in, dolayi­
s1yla W1'in her elemam i�in N1'in sadece ve sadece bir 
alt-Sayis1 tammlanabilir. Boylelikle N1'in tam W1 tane 
alt-Sayis1 vardir, zira bir ordinal kendisinden once ge­
len ordinallerin "sayism1 verir". Genel olarak bir Sayi, 
maddesindeki ordinal kadar alt-Sayi ahr. 

14.6 N/w, N1'in bir alt-Sayis1 olsun. w'nin N/w ile N1'in 
ayirtac1 oldugu apkur (bkz. tammlar ve �izim), �un­
ku w mertebesine kadar bu iki Sayi ozde�tir. N/w'nin 
maddesi w'dir. Dolayis1yla w, N /w'nin maddesinin d1-
�mdadir. N1 ile N/w alt-Sayis1 arasmdaki sirahhk ba­
gmtISI tamamen w'nin N 1 sayismdaki konumuna, bi�i­
minde veya at1gmda olmasma bagh olacaktir. 

Dolayis1yla belirli bir N1 Sayis1 i�in alt-Sayinm iki 
tiirii vardir: 

- N/w2 alt-Sayilan: oyle ki, hem maddesi hem de bu 
alt-Sayilar ve N1 arasmda ayirta� olan w2, N/in bi(imin­
dedir. Bu alt-Sayilar N 1 sayismdan kii(iiktiir ( w 2 ayirtac1 
N/w2'nin maddesinin d1�mda ve N1'in bi�imindedir) . 

- N/w3 alt-Sayilan: oyle ki, w3, N/in attgmdadtr. Bu 
alt-Sayilar N1 sayismdan buyiiktiir (w3 ayirtac1 N1'in at1-
gmda ve N /w 2'nin maddesinin d1�mdadir) . 

Birinci turdeki bir N/w2 alt-Sayis1 bir dii�iik alt-Sayi 
olarak adlandmlacaktir. lkinci turdeki bir alt-Sayi bir 
yiiksek alt-Sayi olarak adlandmlacaktir. A�ag1daki �i­
zim bir du�uk ve bir yliksek alt-Sayiyi gostermektedir: 
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w2 w3 WI 
N1 Sayis1: e ' ' * 

I I 
I I 

N/w2 alt-Sayisre * I 
I (dii�iik) w2 I 
I 

N/w3 alt-Sayis1 e • 
(yiiksek) w3 

N1'in bi�imindeki (w2 bi�imde olmahdir) elemanlar 
kadar dii$iik alt-Sayi oldugu ve N1'in augmdaki (w3 
at1kta olmahdir) elemanlar kadar yiiksek alt-Sayi oldu­
gu a$ikardir. 

N1'in dii$iik alt-Sayilarmm kiimesini NJ Saytslntn 
dii�iik kiimesi diye adlandiracag1z ve Ba(N1) ile gostere­
cegiz. Yiiksek alt-Sayilar kiimesini, NJ Saytsmm yiiksek 
kiimesi diye adlandiracagiz ve Ht(N1) ile gosterecegiz. 

14.7 En miihim nokta $U. N bir Sayi, Ba(N) onun dii$iik kii­
mesi ve Ht(N) yiiksek kiimesi olsun. N, dii$iik kiimesi 
ile yiiksek kiimesi olan Sayi kiimeleri "arasmda" yer 
alan minimal maddeli biricik Say1d1r. 

Bu onerme tam olarak $U anlama gelir: 
a) N, Ba(N) ile Ht(N) "arasmda" yer ahr; yani biri­

nin biitiin Sayilanndan daha biiyiik ve digerinin biitiin 
Sayilanndan daha kii�iiktiir. 

b) Ba(N) ile Ht(N) arasmda yer alan biitiin diger Sa­
yilarm maddesi, N'nin maddesinden daha biiyiiktiir. 
Dolayis1yla N, dii$iik kiimesiyle yiiksek kiimesi arasm­
daki arahg1 i$gal eden �inimal maddeli biricik Sayidir. 
Boylelikle bir N Sayis1, dii$iik kiimesiyle yiiksek kiime-
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si arasmda bir "kesme"dir; "madde denk kabul edildi­
ginde" tammlanm1� bir kesme. Ba(N) ve Ht(N) �eklin­
de olan iki alt-Sayi kiimesi, konumu (ikisi arasmda) ve 
maddi minimallik uzerinden bizzat N'yi tammlar. 

14.8 N'nin du�uk ve yiiksek kumesi arasmda olmas1 elbet­
te onemsizdir, zira tamm geregi butun du�uk alt-Sayi­
lar N'den kuc;:uktur ve butftn yiiksek alt-Sayilar N'den 
buyiiktur. Bfttftn mesele, N'nin boyle konumlanm1� 
Sayilar arasmda minimal maddeye sahip olan tek Sayi 
oldugunu ortaya koymaktIT. 

14.9 Ana lemma: N1 bir Sayi ve N2, N1'den kuc;:uk ve maddesi 
de N1'in maddesinden kuc;:uk olan b�ka bir Sayi olsun 
(N2 < N1 ve M(N) < M(N1)). Bu durumda ya N2, N1'in 
du�uk kumesinin bir Sayis1dIT ya da N2 ile N1  arasmda 
N1'in bir du�uk kume Sayis1 vardu. 

w, N1 ile N2'nin ayirtac1 olsun. N2'nin maddesi N1'in 
maddesinden du�uk olarak varsayild1g1 ic;:in ve N2 < 
N1 oldugu ic;:in w zorunlu olarak N1'in bic;:imindedir 
(N2'nin augmda ve N1'in maddesi d1�mda olamaz c;:un­
ku bu durumda N2'nin maddesinde ve N1'in maddesi 
d1�mda olacaktIT, fakat bu durum M(N) < M(N1) yii­
zunden imkans1zdIT). N/w alt-Sayism1 ele alahm. w, 
N1'in bic;:iminde oldugu ic;:in N/in bir du�uk alt-Sayis1-
dIT (N1'den daha kuc;:uktur). 

w'ye kadar (w haric;:) NI ile N2 ozde�tir. W, N2'nin 
maddesi d1�mdaysa, yani maddesine e�itse N2, N/w 
alt-Sayisma e�ittir, dolayis1yla N1'in bir du�uk alt-Sa­
y1s1dIT. Eger w, N2'nin at1gmdaysa N2, N/w alt-Sayi­
smdan kuc;:uk demektir, zira N1 ile N2, w'ye kadar (w 
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harii;) ozde� oldugu ii;in ve aym zamanda w'ye kadar 
(w harii;) N1'in w'de bir bohimlemesi olan N/w'ye de 
ozde� oldugu ii;in N2 ile N/w'nin ayntac1 mutlaka 
w'dir. Fakat w,  N/w'nin maddesi d1�mdadu ve biraz 
once N2'nin at1gmda oldugunu varsaym1�t1k. Dolayi­
s1yla N2 < N /w. 

Boylelikle N2'nin ya N1'in du�uk bir Sayis1 oldugu ya 
da N1'in du�uk bir Sayismdan kui;uk oldugu ispatlan­
m1� olur. 

14.10 Tamamen benzer bir akil ylin1tme, N1 < N2 ise ve N2'nin 
maddesi N1'in maddesinden kui;ukse bu durumda ya 
N2, N1'in y"Uksek bir Sayis1du ya da N1 ile N2 arasmda 
N1'in yliksek bir Sayis1 var olmahdu. 

14.11 Sonui;: N1'den kui;uk (benzer �ekilde, buylik) her 
Sayi, eger N 1'in maddesinden daha kui;uk bir madde­
ye sahipse, ya N1'in du�uk (benzer �ekilde, yliksek) 
bir Sayis1 olacag1 ya da kendisiyle N1 arasmda du�uk 
(benzer �ekilde, yliksek) bir Sayi gelecegi ii;in bu Sa­
yilardan hii;birinin hem Ba(N1) ile Ht(N) "arasmda" 
yer almas1 (dolayis1yla Ba'nm her elemanmdan bu­
y-uk ve Ht'nin her elemanmdan kui;uk olmas1) hem 
de N1'in maddesinden daha kui;uk bir maddeye sahip 
olmas1 imkans1zdu. Bundan, du�uk kumesiyle yliksek 
kumesi arasmda yer alan N1'in, bu durumdaki butun 
Sayilar bak1mmdan minimal maddeye sahip oldugu 
sonucu pkar. 

14.12 Simdi N 1'in du�uk kumesiyle yliksek kumesi arasmda 
yer alan minimal maddeli biricik Sayi oldugunu ispat­
layahm. 
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N 1'in dii�iik ve yiiksek kumesi arasmda yer alan ve 
NI ile aym maddeye sahip ba�ka bir N2 sayismm var ol­
dugu�u varsayahm. Bu durum, notasyonumuzu biraz 
zorlayarak, a�ag1daki gibi temsil edilebilir: 

Ba(NI) < N2 < N1 < Ht(NI) 

N2'nin maddesi NI'in maddesiyle aym oldugu i<;in NI 
ileN;nin ayirtac1 olan w zorunlu olarak N2'nin at1gmda 
ve N/in bir;imindedir. Bundan N/w alt-Sayismm N1'in 
dii�iik kumesinde oldugu sonucu pkar. Bu alt-Sayi 
a<;ik<;a N2'den biiyiiktiir (bir kez daha ayirtar;lan w, 
N2'nin atigmda ve N/w'nin maddesinin d1�mdadir) . 
Dolayis1yla N2'nin NI'in her dii�iik Sayismdan daha bii­
yiik oldugu yanh�tir. 

Ba(N1) < NI < N2 < Ht(NI) 

gibi bir siralanma olsayd1 benzer �ekilde N1'in, N2'den 
daha kiit;iik bir yiiksek Sayismm var oldugunu gostere­
bilirdik (okur ir;in iyi bir ah�t1rma) .  

Bundan, NI'in gerr;ekten de Ba(NI) ile Ht(NI) arasm­
da yer alan minimal maddeli biricik Sayi oldugu sonu­
cu r;1kar. 

"Madde denk kabul edildiginde" -yani konum "ara­
da" olarak sabitlendiginde bu maddenin biricik mini­
malligi olarak- N 1, dii�iik ve yiiksek kiimesi olan bu iki 
Sayi kumesinin kesmesiyle tespit edilebilir. Bunu �oyle 
yazacag1z: N1 = Ba(N1)/Ht(N1). Ba(NI)/Ht(N1) kesmesi­
nin N1'in kanonik sunumu oldugunu soyleyecegiz. 

14.13 N1'in kanonik sunumunun onemli bir ozelligi, Ba ve 
Ht'nin butun elemanlanmn N/in alt-Say1lan olmas1, 

2 1 7  



Saymm Ontolojisi: Tamm, Snahhk, Kesim, Turler 

dolayis1yla maddesi N1'in maddesinden daha kiic;iik 
olan Sayilar olmas1du. Her Sayi, o Sayinm maddesin­
den daha kiic;iik maddelerden alman Sayilardan hare­
ketle temsil edilebilir. 

Kanonik sunum, Sayimn gerc;ekle�tirdigi kesmeden 
daha k1sith kesmeler arac1hg1yla Saymm a�ag1dan ve 
yukandan c;erc;evelenmesidir. 

Her Sayi, alt-Sayilar kiimelerinde bir kesimdir, her 
Sayi kendisine tabi ve ii;kin olan iki Sayi serisinin limi­
tinde faaliyet gosterir. 

Boylelikle Sayi kavrammm yap1salla�tmlmas1 ta­
mamlamr. Bir Sayimn dogal i;okluklarda kesme olarak 
tespit edilebilir olmasmm yam sua bu kesme, aym tiir­
den iki kesme serisi arasmda bir kesim noktas1 olarak 
sunulmaya olanak verir. Bir Sayi tamamen alt-Sayilan­
nm eklem yerinden hareketle dii�iiniilebilir. Sayi basit 
bir kendilik olmanm otesinde ayn�1m teoremleriyle 
ilgilidir: alt-yapilannm eklemlenme noktas1 olarak dii­
�iince ii;in yeri tespit edilebilir bir yapi. 

Bir Sayi, ic;kin sayisal belirlenimlerini bir-sonui; ola­
rak gosterir. 
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15.  Kesim: Temel teorem 

15.l Sayilar kalabahgma dalahm. 
Ilk yorum, tabir caizse Sayilann sayis1 hakkmda. Bu 

sayi bir Sayi degildir, hatta tutarh bir �okluk bile degil­
dir. Sayilar sayisizdu/saydamazdu. 

Ger�ekten de bir Sayi bir ordinalle o ordinalin bir 
par�asmdan olu�an bir �ift oldugu i�in, en az farkh 
ordinal sayis1 kadar Sayi olmasmm d1�mda, {Ok daha 
fazlast da vardu; fakat bu "daha fazlas1" anlamm smu­
lanmn otesine ge�er. Her ordinal i�in o ordinalin farkh 
par�alan kadar farkh Sayim1z olacakur: W Sayilar i�in 
maddeyi sabitleyen bir ordinalse bu maddede sayzsal 
kesmeyle fiilen �ekip almabilecek p(W) (Wnin par�a­
lannm kiimesi) bi�im olacaktir. 

Fakat ordinallerin bir kume olu�turmad1gm1 bili­
yoruz. "Biitiin" ordinaller kume teorisi anlammda bir 
derlemede bir olarak sayilamazlar. Ba�ka bir deyi�le, 
ordinaller tutarsiz bir �okluk olu�turur. Keza bunun 
sonucunda Sayilar da. 

Fakat aynca herhangi bir �okluk verildiginde bu 
�oklugun par�alannm kiimesinin miktanm tam ola­
rak bilmeyiz. Elbette her ko�ulda ilk ba�taki kiimenin 
miktanndan daha biiyiik oldugunu biliriz ( Cantor'un 
teoremi): daima p(W) > W olacaktu. Fakat "ne kadar" 
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daha fazladir? Bu fazlahgm kume teorisinin temel ak­
siyomlanndan hareketle karar verilemez oldugu is­
patlanm1�tl (Godel ve Cohen'in teoremleri) . Bununla 
birlikte p(W)'nin Wden "son derece" buyftk oldugunu 
ileri surmek soz konusu aksiyomlara uygundur. Aym 
zamanda "minimal" duzeyde daha huyftk oldugunu 
ileri surmek de uygundur.7 

Son olarak her ordinal i.;:in, maddesi bu ordinal olan 
mumkun Say1lar, ordinalin kendisindeki elemanlardan 
her ko�ulda daha fazla olacaktir. Mevcut ko�ullarda bu 
"fazla"mn sadece degerine <lair karar verebiliriz. Yani 
Sayilarm sayis1 bir tutars1zhklar tutars1zhg1d1r. 

Aslmda bu en basit �ekilde �oyle soylenebilir: Say1, 
Varhkla e�-kaplamltd1r. Sayi da tipk1 varhk olarak var­
hgm genel bi.;:imi olan saf .;:okluk gibi tutars1zdir, her 
yere sa.;:1hr ve .;:ogahr. 

15.2 Sayilann boyle tutarsiz bir kalabahg1, digerlerinin "or­
tasmdan" alman kesin bir Sayimn tespit edilmesiyle il-

7 Sonsuz bir kumenin par�alarmdan olu�an kumenin kardinalligi mese­
lesi, Cantor'dan bu yana kiime teorisinde merkezt bir konumdadu. Bu 
kardinalligin ba�langwtaki kiimenin kardinalliginden daha buyiik olan 
en kiiplk kardinal -soz konusu kumenin niceligini ol�enin kardinalinin 
ard1h olan kardinal- oldugunu soyleyen "minimal" hipotez, unlu "su­
reklilik hipotezi"dir (lngilizce literatiirde CH olarak k1salnhr). 

P. J. Cohen'in �ah�malanndan bu yana sureklilik hipotezinin, teori­
nin klasik aksiyomlan temelinde karar verilemez oldugu biliniyor. Bir 
�el�kiye yol a�madan bu hipotez ne kabul edilebilir ne reddedilebilir. 

Bu mesele uzerinde ozellikle anla�1hr bir metin olan K. Godel'in 
"Cantor'un slireklilik problemi nedir?" adh metnine ba�vurulabilir. 
lngilizce metin ilk yaym tarihi olan 1947'den sonra s1k s1k tekrar ya­
yimlanm1�nr. Omegin, P. Benacerraf ve H. Putman (ed.), Philosophy of 
mathematics, Cambridge University Press, 2. bask1, 1983, s. 470-486. 
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gili gu�lukleri ongormemizi saglar. Her Sayi sagmdan 
(kendisinden daha buyiik Sayilar) ve solundan (daha 
ku.;uk Sayilar) bask1 yapan kalabahk i�ine saplanm�­
tir. Hi�bir Sayi net bir �ekilde bir ba�kasmm ardmdan 
gelmez. Sayisal alamn her mikro bolgesi, Sayllann sa­
yis1z bir kalabahg1yla istila edilmi�tir. Sayisal topoloji 
bilhassa yogundur. Sorun da bundan kaynaklamr: Sayi 
kumeleriyle ili�kili olarak bir Sayiyi tespit etmek mum­
kun mudur? Yoksa Sayi dizileri, sonsuz Sayi kumeleri 
du�unuldugu anda hi�bir belirli Sayimn bu dizilerden 
tekanlamh bir �ekilde �ekip ahnamayacag1 bir durum­
da m1yizdir? Sayilann sayis1z/sayilamaz kalabahg1 bizi 
zorunlu olarak "her ger.;ekligin �ozulup eridigi o belir­
siz dalgalara"8 m1 goturur? 

Sayi-otesi tutarsizhk boylelikle kesimi du�unmeye 
sevk eder. Hi�bir �eyin artik sayamad1g1 kadar yogun 
bir dokuyu bir noktada kesmek mumkun mudur? Ke­
sim arac1hg1yla tekil bir Sayi belirlenebilir mi? 

15.3 Bu sorun hi.;bir �ekilde ne akademiktir ne de Sayi du­
�uncesine mahsustur. Her gun bize "modem toplum­
lanmmn karma�1khgmm" bunlarda herhangi bir ke­
sim ger�ekle�tirmemize mani oldugu soylenir. <;;:agda� 
muhafazakarhk art1k kurulu duzenin kutsalhg1m degil, 
yogunlugunu bir bahane olarak one surer. Her turlu 
yerel kesim ger.;ekte "toplumsal dokunun yirt1lmas1" -
dir, der. Dogal yasalan (pazar, i�tah, tahakkum) kendi 
haline birakm, .;unku bunlan bir noktada kesmek im­
kans1zdir. Her nokta, bir kesimin netligini destekleye­
meyecek kadar ba�ka noktalara bag1mhdir. 

8 Mallarme, Un coup de des jamais n'abolira le hasard,-i;n 

221  



Saymm Ontoloj isi :  Tamm, Suahhk, Kesim, Tiirler 

Sayilarm a�m yogun orgiisiinde kesim iizerine dii­
�iinmek bu argiimanlann yamlt1c1 oldugu sonucuna 
varmam1z1 saglayacak. Her nokta, yogun Sayi kiimele­
rini aymr, her Sayi bir kesimin yeridir ve diger taraftan 
her kesim sadece ve sadece tek bir Sayiyi tayin eder. 
"Belirsiz dalgalar" degil, "bir bun;". 

15.4 Bu sorunun aym zamanda karma�1k bir felsefi kokeni 
vardir: surekli biiyiikliikle aynk biiyiikliik arasmdaki 
diyalektik. Siirekliligin varhg1, ayirt edilebilir nokta­
lardan degil, daha ziyade birbirine dolamk "kom�u­
luklardan" olu�acak �ekilde s1k1 kayna�masmda ah­
mrsa ard1�1k i�aretlerini sayan aynk nicelikten ayn�1k 
olarak dii�iiniilmelidir. Geometri ile aritmetik z1thgm1 
kapsayan ve temellendiren bu z1thk, Hegel dahil nice­
ligin filozoflan ii;in gizemli geri;ek konumunda kal­
m1�tir. Kant'ta da sonm;ta duyusalhgm bii;imlerinin 
ikililigine dayanak olur: Uzam, siirekliligin a�kmsal 
figiiriiyken sayiya kaynak olan zaman, aynk ard1�1kh­
gm figiiriidiir. 

Modern dii�iincedeki yazg1s1 devasa olan9 olaganiis­
tii derin kesim kavram1, aynk/siirekli i;iftini niceliksel 
alanm kurucu i;eli�kisi olarak goren diyalektik �ema­
yi yerinden eder ve tekrar temellendirir. Bu kavram 
siirekliligin dokusunda veya sonsuzca kii(:iik kom�u-

9 Kesim kavram1 ve noktasal miidahale ile durumlann siirekliligi ara­
smdaki ili�kiyi tammlama tam biitiin hakikat prosediirlerini kateder. 
Kmlma siyaseti veya devrimci siyasette, sanatsal yenilik veya moder­
nite temasmda, bilimsel krizler ve yeniden tesis temasmda veya a�ksal 
aynhk figfiriinde ortaya pkt1g1 tespit edilebilir. Her sadakat aym za­
manda bir kesim sfirecidir. 
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luklardan olu�an yogun orgfide bir tekillik, dolayis1yla 
ayirt edilebilir olana bir dayanak meydana getirir. Du­
�fincenin olagan sirasm1 tersine �evirerek sureklilikteki 
bir tiir kesintinin bir tfir aynkhg1 tayin ettigini gosterir. 
Surekliligin noktalardan olu�tugunu ileri surmek yeri­
ne siireklilikteki noktalan belirler ve hatta sureklilikte 
bir kesimden hareketle noktasalhg1 tammlar. Kesim 
kavram1, bile$im sorunsah yerine biitiinleme sorunsahm 
getirir: Bir nokta, onceden verili olan bir sfireklilikte 
bir birle�me noktasm1 veya algilanabilir olmayan bir 
bo�lugu "doldurur". 

15.5 Kesim kavram1 irrasyonel sayilan tammlamak amac1y­
la Dedekind

1
0 tarafmdan icat edilmi�ti. 

Dedekind rasyonel sayilardan hareket eder. Pozitif 
bir rasyonel sayinm, p ve q dogal tam sayilar olmak 
uzere, l_ bi�iminde oldugunu biliyoruz. Rasyonel sa-

q 
yilar s1ra duzenlerinin yogun olmas1 nedeniyle surek-
lilige <lair bize bir ilk imge sunarlar. Yogun bir sira 
duzeni, sirah iki eleman arasma daima fi�fincfi bir ele­
man ve bu ozelligin yinelenmesiyle sonsuz eleman ge­
lebilecek �ekilde bir duzendir. 0 rasyonel sayism1 (O'm 
rasyonel olmasmm nedeni, aym zamanda _Q_ kesri ol-

1 
p 

mas1dir) ve 2 rasyonel sayis1m ahrsamz o < _!_ �eklin-
2 

dedir. Fakat � ,  ! , t• vs. sayilan, yani � bi�imindeki 

sonsuz sayi 0 ile � arasma gelecektir. 

10 Dedekind'in kesim fikri iizerine temel metni 1872 tarihlidir; "Siirekli­
lik ve irrasyonel Sayilar" . Les Nombres, que sont-ils et a quoi servent-ils? 
adh kitapta Frans1zcaya terciime edilmi�tir, a.g.e. 
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Yogunluk dogrudan niceliksel bir ozelligi ifade et­
mez: Rasyonel sayilann sonsuzlugu sayilabilir turden­
dir ve dogal tam sayilann sonsuzundan daha buynk 
degildir: halbuki tam sayilar, sadece sonlu ordinaller 
olarak hi1,;bir yogun s1ra duzeni sunmazlar: n ile n+ 1 
arasmda bir dogal tam sayi yoktur. Yogunluk, s1ra du­
zeninin topolojik bir ozelligidir: Basit "bir ad1m daha" 
fikrini, bir terimin tamamen belirlenmi� takipt;isi fikri­
ni d1�lar. Her terimin bir kom�ular sonsuzluguna "ya­
p1�masm1" saglayan bir tur genel kayna�ma arz eder. 
Bir sira duzeninin yogunlugu topolojik bir ozellikken 
ard1�1khk cebirsel bir ozelliktir. Yogunluk "yan surek­
li"dir, zira bir rasyonele ba�ka rasyonellerle istedigimiz 
kadar yakla�abiliriz. lki rasyonel sayi arasmda ve daha 
genel olarak yogun bir sira diizenindeki iki terim ara­
smda b�ka tarden sayilar veya terimler i1,;in yer olmad1-
g1m hissederiz, 1,;iinku ne kadar ku1,;uk olursa olsun her 
arahk halihazuda bir rasyoneller sonsuzluguyla veya 
yogun suah bir terimler sonsuzluguyla doludur. 

Dedekind tam da rasyonellerin bu yan siirekliligin­
de kesim arac1hg1yla rasyonellerin gorunii�te tamam­
lanamaz yogunlugunu tamamlayacak ek "noktalar" ta­
mmlayacak ve yan-siireklilikte kesintilerle "hakiki" bir 
siireklilik elde edecektir. 

16. boliimde prosedure ayrmtilanyla geri donece­
giz. Sematik olarak soyleyecek olursak: Dedekind R1 
ve R2 gibi aynk rasyonel sayilar kiimeleri du�iiniir; 
R1'in biitiin elemanlan R2'nin elemanlanndan kii1,;iik­
tiir, aynca R1'in i1,;sel bir maksimum rasyonel sayis1 ve 
�'nin i1,;sel bir minimum rasyonel sayis1 yoktur; bun-
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lar biri yukanya dogru, digeri �ag1ya dogru "ac;1k" iki 
kumedir. Dedekind boylelikle bir reel sayiyi, R1 ile � 
arasmdaki bir kesimin yerini i�gal ediyor olarak tes­
pit eder. Bu reel sayi, R1'in iist limiti ve aym zamanda 
�'nin alt limiti olacaktir. Bu in�ada rasyonellerin sna 
duzeninin yogunlugu temel bir rol oynar; bize yogun­
luk ile kesimin birbirini d�lamak �oyle dursun, du­
�uncede e�le�tigini ogretir. 

Bununla birlikte soz konusu prosedurun rasyonel 
sayilann bilindigini varsayarak reel sayilan tammlama­
y1 hedefledigine �aret etmemiz gerekir. Dedekind'in 
kesimi tamamen bir tamamlama i�lemidir: Hi{bir $eyin, 
hic;bir rasyonel sayinm olmad1g1 yerde, "fazladan" olan 
bir �eyin ad1 ortaya c;1kar. R/R2 kesimiyle tammlanan 
reel sayi, sadece rasyonellerin tarafmdan du�uniildu­
gunde yogunluk i{indeki bir bo$lugu, dolayis1yla hic;bir 
�eyin tamkhk etmedigi bir bo�lugu t1kar. Kesim bu ne­
denle ilk yogunlugu "tamamlayan" yeni bir sayi tiiru­
nu temellendirir ve geriye donuk olarak soz konusu yo­
gunlugun, ic;inde delikler bulunmayacak kadar yogun 
olmad1gma i�aret eder. 

15.6 Sayilann tutars1z alamm "tamamlamayi" veya Saymm 
gorunmez gediklerini adlandnacak, Sayi d1�mda bir 
hiper-Sayi temellendirmeyi ummam1z miimkiin degil. 
Varhkla e�-kaplamh oldugu ic;in (bkz. 15.1)  Sayilan­
m1z tamamlanamazdir. ButUn Say1lar zaten oradadn. 
Bu ko�ullarda bir kesim ne anlama gelebilir? 

Bununla birlikte Sayilarda kesime dair c;ok giic;hi bir 
kavram vardn. Bu kavram, bir Sayimn alt-Sayilan ara­
smdaki ayirt edici tekilligi, dii�iik ve yiiksek kumesi ara-

225 



Saymm Ontolojisi: Tamm, Suahhk, Kesim, Turler 

smdaki kesim olarak kimliginde soz konusu olan (bkz. 
14. bolum) "madde denk almd1gmda" kavram1du. 

Bu kesim kavram1, noktasal bir kesimin kesinligi ve 
birligiyle Sayilann tutars1z kalabahg1m eklemleyen ve 
Saymm ontolojisinin temel teoremi ad1m hak eden a�ag1-
daki teoremde sunulmaktadir: 

B (a�ag1) ve H (yukan) ile gosterilen ve B kumesinin 

her Sayis1 H kumesinin her sayismdan kui;uk (tabii 

ki Sayilann sua duzeninde) olacak �ekilde iki Sayi 

kumesi verildiginde daima B ile H "arasmda" yer 

alan minimal maddeli tek bir N Sayis1 vardu. "Ara­
smda" yer almak, N'nin B'nin her elemamndan daha 

buyu.k ve H'nin her elemamndan daha kui;uk oldu­

gu anlamma gelir. 

N Sayis1 elbette B ile H arasmda olan tek sayi degil­
dir. Sayisal kalabahk o kadar buy1'.ik, yogunluk o kadar 
y11ksektir ki boyle bir yalmzhg1 du�unmek bile mum­
kun degildir. Fakat bu Sayi kendi maddesiyle orada bu­
lunan tek sayidu. Butun digerlerinin maddesi, mad­
deler ordinaller oldugu il;in kesin bir anlamda onun­
kinden daha buy1'.ikt1'.ir: N'nin ordinal-maddesi "B ile 
H Sayi kumeleri arasmda yer alan bir Sayinm maddesi 
olma" ozelligi apsmdan minimaldir. 

Burada minimallik olmas1 bizi �a�utmayacaktu: Bu, 
ordinallerin klasik bir terkibidir. Sa�ut1c1 olan: 

- boyle bir Sayinm var olmas1; 
- bu Sayinm biricik olmas1d1r. 
Bu Sayinm var olmas1 kesimin ilkesini temellendirir. 

Eger iki Sayi kumesi B ve H gibiyse (B'nin her Sayis1, 
H'nin her sayismdan ku<;ukse) , Sayilann s1ra duzeni-
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nin devasa yogunluguna ragmen B veya H'ye ait olma­
yip B ile H "arasmda" var olan bir �eyden soz edebiliriz. 
Dolayis1yla bu sua duzeninin hiper-yogun dokusunu 
kesmek mumkundur. 

Biriciklik (madde denk kabul edildiginde, yani mi­
nimal maddenin Sayi-kesiminin biricikligi) her �eyin 
kayn�ma i�inde oldugu, yogun ko�uluklar i�inde 
oldugu tam o yerde bir-olarak-sayilmamn sebatm1, oz­
de�le�me ilkesini temellendirir. Bir kesim, bir Sayiyi 
Sayi kumelerinden hareketle tayin eder. Tutars1zhgm 
s1mrlanna kadar zorland1gmda bile hi�bir karma�1kh­
gm, en ince sonsuz ku�uk civarlara kadar goturuldu­
gunde bile hi�bir yogunlugun bir noktada kesimi ya­
saklayamad1gm1 ileri surecegiz. 

15.7 Bu bolumun geri kalam temel teoremin ispatma vakfe­
dilmi�tir; kitabm biraz ka�1k olan yegane teoremi.11 

Ostelik ispatm but\in aynnulanm verme niyetinde 
degilim. Bununla birlikte Sayi matematiginin kalbinde­
yiz ve burada kesimi du�fmmek i�in i�e ko�ulanlar ma­
tematiksel ontolojiyi hayli a�an bir kavramsal oneme 
sahip. Bu tun hakikat prosedurleri kesimle ilerler ve bu­
rada her kesim stratejisinin soyut modeli elimizdedir. 
Okurdan beklenen entelektuel �abanm onu Spinozac1 
bir guzellige goturecegine eminim. 

1 1  H. Gonshor'un An introduction to the theory of surreal numbers, a.g.e. 
adh kanonik kitabmda izah, temel teoremin ispatiyla ba�lar. Hem daha 
once dedigim gibi kiime teoriselden ziyade yiizii hesaplamaya doniik 
bir yakla�1m benimsedigi hem de varolu� ispatiyla yetinmeyip, kesim 
olan Sayiyi tam olarak belirlemeyi (daha "konstriiktiP' bir ispat olarak 
adlandmr bunu) hedefledigi i(:in Gonshor'un iislubu bir hayli farkh­
d1r. Bu belirleme kayg1s1 bir(:ok durumun incelenmesini zorunlu k1lar. 
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15.8 Bir Saytlar kiimesinin iist smm. 
T opolojik tiirden soru�turmalar i(:inde oldugumuz 

i(:in ve ozellikle bir Sayilar kiimesinden daha biiyiik 
( veya daha kii(:iik) sayilan nasil bulacag1mm ken­
dimize sordugumuz i(:in en basil kavramla, iist smu 
kavram1yla ba�layahm: Bir Sayi kiimesi verildiginde, 
kiimenin biitiin Sayilanndan daha biiyiik "biricik" bir 
Sayidan bahsetmenin anlam1 var m1du? 

Sayi kalabahg1 dikkate almd1gmda bir kez daha 
"madde denk almd1gmda" kavrammdan yararlanma­
hyiz. Sunu ispatlayacag1z: Eger B bir Say1 kiimesiyse, 
B kiimesinin biitiin sayilanndan daha biiyiik minimal 
maddeli biricik Sayi olan bir N sayis1 vardir. N'yi, B'nin 
iist smm olarak adlanduacag1z. Ost smmn �a�ut1c1 bir 
ozelligi daha kar�1m1za pkacak: Dst smu daima (W, 
W) �eklinde yazilan bir sayidu; yani bi(:imi maddesinin 
tamammdan olu�an bir Sayi.12 

15.9 B bir Sayi kiimesi olsun. Su �ekilde tammlanm1� ordi­
nali ele alahm: "B kiimesinin her N Sayis1 i(:in w 1 e W 
var olacak �ekilde N'nin ya at1gmda ya da maddesinin 
d1�mda olacak, en kii(:iik W ordinali". 

Boyle bir W ordinali vardu, (:iinkii B bir kiimedir, 
dolaytstyla da tutarltdtr. W var olmasayd1 bu, biitiin or­
dinallerin B'nin en az bir N Sayismm bi(:iminde top­
lanmas1 anlamma gelirdi. Fakat "biitiin ordinaller" 
tutars1z bir (:okluktur ve sonu(: olarak bu durumda B 
de tutars1z bir (:okluk olacaku ve dolayis1yla bir kiime 
olarak dii�iiniilemeyecekti. 

12 16. bolumde bir B kiimesinin (Wl'W1) �eklinde olan ust smmnm bir 
ordinal oldugunu gorecegiz. Bu \:Ok \:arp1c1 bir sonu\:tur. 
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W gibi bir "en kuc;uk"un var olmas1, ordinallere 
mahsus minimallik ozelliginin bir sonucudur. 

W belirlendikten sonra (W,W) sa)71.sm1 du�unelim. 
Bu sa)71, B kumesinin her Sayismdan daha buyliktiir. 
Ashna bak1hrsa Wnin tamm1 geregi, B'nin her N Sa)71-
s1 ic;in, at1gmda veya maddesinin d1�mda olan w1 e W 
vardu. Gelgelelim (W,W)'nin bic;imi W oldugu ic;in her 
w1 e W ,  (W,W)'nin bic;imindedir. B'nin bir N Sayis1 
ile (W,W)'nin ayirtac1, zorunlu olarak N'nin augmda 
veya maddesinin d1�mda olan en kuc;uk w1 e Wdir. Bu 
wl' (W,W)'nin bic;iminde oldugu ic;in, at1k (veya mad­
de d�1)/bic;im ili�kisi (W,W)'nin N'den buylik olmasm1 
zorunlu kilar. 

B'nin her Sayismdan daha buylik bir Sayi, yani 
(W,W) var oldugu ic;in, ordinallerin minimalligi ozel­
ligi nedeniyle en azmdan minimal maddeli bir ordinal 
vardu. 

(W1,X) "B'nin her Sayismdan daha buylik olan bir 
Sa)71.mn maddesi olma" ozelligi ic;in minimal maddeli 
bir Sayi olsun. Bu Sa)71.mn bic;iminin aslmda W1'e e�it 
oldugunu ileri suriiyorum. 

X, W1'den farkhysa, dolayis1yla Sa)71.nm bic;imi bU­
tun maddesi degilse nedeni at1kta olan en az bir w2 e 
W1 sayis1 oldugundandu. 0 halde w2'de bolumlemeyle 
elde edilen (W1,X) alt-Sayism1, yani (w2,X/w) alt-Sa­
yism1 du�unelim. w2, (Wl'

X)'in at1gmda oldugu ic;in, 
(w2,X/w) alt-Sayis1 (Wl'X)'in yliksek kumesindedir 
(bkz. 14.7) . Dolayis1yla (Wl'X)'ten daha buyliktiir ve 
a fortiori B'nin her sayismdan daha buyliktur, c;iinku 
halihazuda (W1 ,X) ic;in durum boyledir. 
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Fakat bu imkansizdir, zira (w2,X/w2) Sayismm mad­
desi, (Wl'X) sayismm maddesinden kii�iiktiir. Halbuki 
(W 1 ,X)'in B'nin her Sayismdan biiyiik sayilar i�in mini­
mal maddeye sahip oldugunu varsaym1�t1k. 

Ba�lang1�taki hipotezimiz reddedilmelidir: (Wl'X)'te 
at1kta olan hi�bir eleman olamaz, bu da bi�imin biitiin 
maddeyi i�gal ettigi ve Sayimn (W1 ,W1) �eklinde yazil­
mas1 gerektigi anlamma gelir. 

Dolayis1yla B kiimesinin biitiin Sayilarmdan biiyiik, 
minimal maddeye sahip tek bir Say1 vardir: Bu, W1'in 
soz konusu minimal madde oldugu (W1 ,W1) sayis1dir. 

Oyleyse bir Sayi kiimesinin fist smmndan bahsetme 
hakk1m1z vardir. Halihazirda biriciklik temas1, bir bari­
yer veya durak olarak Sayilann hiper-yogun kalabahg1-
na kaydolur. 

15.10 Bir Say1 kumesinin alt smm. 
Ost smir i�in kulland1g1m1za benzer bir akil yiiriit­

me, bir H Sayi kiimesinden kii�iik minimal maddeli bi­
ricik Sayiyi tammlamaya olanak verir. Bu, H kiimesinin 
alt smm olacaktir. Bu kez soz konusu Sayimn (W2,0) 
�eklinde yazild1g1m gorecegiz: Bu Sayimn bi�imi bo�­
luktur, sayisal kesme W2 maddesinden hi�bir �eyi �e­
kip almaz.13 

H bir Sayi kiimesi ve W �u �ekilde tammlanm1� or­
dinal olsun: "H kiimesinin her N Sayis1 i�in, N'nin ya 
bi�iminde ya da maddesinin d1�mda olacak w 1 e W var 
olacak �ekilde en kii�iik W ordinali" . H bir kiime ol-

13 Bir H kiimesinin alt smm, aslmda bir ordinalin negatifidir, yani bir 
-(W) Sayis1du. Bkz. 16. bolum. 
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dugu i.;in ve minimallik ilkesi geregi (bkz. yukanda) 
boyle bir W ordinali zorunlu olarak vardu. 

Maddesi W ve bi.;imi bo�luk olan (W,O) Sayis1, 
H'nin her Sayismdah daha kii.;iiktiir. Ashna bak1hrsa 
her w1 e W ordinali (W,O)'m at1gmdadu. H'nin her N 
Sayis1 i.;in, W'nin tamm1 geregi, ya N'nin bi.;iminde ya 
da N'nin maddesinin d�mda olan w1 e W vardu. En 
kii.;uk olan bu wl' N ile (W,O)'m ayirtac1du ve konumu 
(W,O)<N olmasm1 zorunlu kilar. 

Dolayis1yla H'nin her Sayismdan daha kii.;Uk bir 
Sayi vardu ve minimallik geregi minimal maddeli en az 
bir tane boyle sayi vardu: Bunu (W2,X) ile gosterelim. 

X'in zorunlu olarak ho� kiime oldugu kolayhkla 
gosterilebilir. Oyle olmasayd1 bu, (W2,X)'in bi.;iminde 
olan bir w3 e W2 var oldugu anlamma gelirdi. Fakat 
bu durumda w3'te bolumlemeyle elde edilen (W2,X)'in 
alt-Sayis1, yani (w3,X/w3),  (W2,X)'in du�uk kumesinde­
dir (bkz. 14.7). Dolayis1yla bu, (W2,X)'in maddesinden 
daha ku.;iik bir maddeye sahipken (W2,X)'ten ve dola­
yis1yla H'nin her Sayismdan daha ku.;uktur; bu ise soz 
konusu konum i.;in W2'nin minimalligi bak1mmdan 
imkans1zdu. 

Dolayis1yla H kumesinin biitiin Sayilanndan kii­
.;iik, minimal maddeye sahip biricik bir Sayt vardu: Bu, 
W2'nin soz konusu minimal madde oldugu (W2,0) sa­
yis1du. (W2,0) Sayis1, H kumesinin (madde denk oldu­
gunda) alt smmd1r. 

15.11 Temel teorem, birinci ktstm. Varltk. 
"Varhk" [existence] burada �u anlama gelir: B ile H 

gibi iki Sayi kiimesi arasmda yer alan en az bir Say1 
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vardH; notasyonu biraz suiistimal ederek B < N < H 
�eklinde yazabiliriz. 

B'nin her Sayis1, H'nin her Sayismdan daha ktu;uk 
olacak �ekilde B ve H iki Sayi kiimesi olsun. T eknigi­
miz B ile H arasmda, ele alman her bir W ordinali da­
hil hi.;bir �eyin N Sayism1 bir B Sayismdan kii.;iik veya 
bir H Sayismdan biiyiik olmaya zorlayamayacagmdan 
emin olacag1miz �ekilde ad1m ad1m, yani O'dan itibaren 
ordinal ordinal her bir ad1mda "ask1ya almm1�" bir N 
Sayis1 in�a etmekten olu�maktadH. Aynca, N prosedii­
riiniin O'dan Wye giden boliimlenmesinin B ve H'de 
alman farkh alt-Sayilarla kurdugu ili�kiye gore bir W 
ordinalini, in�a edilmekte olan N Sayismm bi.;imine 
veya at1gma yerle�tirmeyi "se.;erek", N'yi maddesi ar­
tan alt-Sayilanndan in�a edecegimizi de soyleyebiliriz. 

Temeldeki fikir, bir kesim in�asmm, soz konusu in­
�anm giizergahma dahil olan alt-yapilannyerel bir ege­
menligini zorunlu kild1g1dir. En azmdan kesim etkisini 
(temellendirici kesintileri) hedefledigi siirece bu, prati­
gin genel bir yasas1dir. 

Bu teknigin, kesimle bir tiir notrle$tinne prosedura 
arasmdaki bag1 a.;1ga .;ikarmak gibi .;ok biiyiik bir one­
mi vardir. N'nin, B'nin Sayilanyla H'nin Sayilan arasma 
girivermesi i.;in N'nin her noktasmda sirahhk ilkesinin 
B'nin Sayilanyla H'nin Sayilan arasmdaki aynm1 "notr­
le�tirdigi"ne dikkat edecegiz. Biitiin gu.;luk, ne zaman 
duracag1m1z1 veya kapam�m1 ask1ya ahrken katetmi� 
olacag1m1z N Sayismm maddesini ne zaman sabitleye­
cegimizi bilmektir. 

Dii�iincenin her alamnda yogun s1rah bir dokuda 
kesin bir kesim ger.;ekle�tirmek, ad1m ad1m bir dikkat-
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li araya sokma taktigi hesaplamak, daha sonra ara teri­
mi degi�tirilemez �ekilde sabitleyen bir durma nokta­
sm1 goze almaktir. Boylelikle kesim, arahgm notrlugu 
ile kesintinin atikligini birle�tirir. Du�uncenin buyiik 
strateji uzmanlan bu yiizden mutlaka hem bir gedigi 
nokta nokta acan ve gen�leten �eyin sabnnda hem de 
geri donu�uz veya fesih imkam olmadan onun varhg1-
m muhurleyen ve adlandiran �eyin ivecenliginde usta­
la�mak zorundadir. 

15.12 0 ordinalinden ba�layacag1z ve her defasmda bir f (W) 
degeri atayarak ordinalleri katedecegiz: Bu degerler F 
(bicim icin), D (auk icin) veya M (madde icin) olabilir. 
M degeri sadece bir kez, son olarak verilebilir, cunku 
i�a etmek istedigimiz N Sayis1mn sadece bir madde­
si vardir . . .  Bir W ordinali icin f (W) = F ise Wyi in�a 
edilecek N Sayismm bicimine koyacagiz, f (W) = D ise 
Wyi auga koyacag1z. M degeri atanana kadar N'nin 
alt-Sayilan "in�a halinde"dir. Bu prosedur her W ordi­
nali icin, prosedur devam ettikce N/W alt-Sayis1 geriye 
donuk olarak asla N'yi H'nin bir Sayismdan buyiik veya 
B'nin bir Sayismdan kucuk olmaya zorlam1yor gorune­
cek �ekilde bir konum degeri sabitlemeye denktir. 

Bir kesimin i�asmm stratejik sabn, global bir kesim 
�ansmdan odun vermeden araya yerel ek degerler sok­
maktan olu�ur. Nokta nokta ilerlese de degi�tirilemez 
ve genel bir durak olduguna geriye donuk olarak karar 
verilen bir 1;:ah�madir bu. 

B'nin ve H'nin Sayilanm gerekirse indislerle, Nb ve 
Nh �eklinde yazacag1z. Ni ise, B ile H arasmda in�a et­
mek istedigimiz ara Sayiya i�aret edecek. 

233 



Saymm Ontolojisi:  Tamm, Sirahhk, Kesim, Tiirler 

Belirli bir Nb Sayis1 ( ve Nh i�in de ayms1 soz ko­
nusu) i�in bir W ordinalinden daha kii�iik ordinal­
lere f tarafmdan atanan degerler (yani i�a halindeki 
Ni'de bu ordinallerin ald1g1 F veya D tiirii degerler) , 
Nb' de (ve Nh'de) ordinalleri konumland1ran degerlerse 
Wnin Ni ile Nb'yi (ve Nh) ozde$le�tirdigini soyleyece­
giz. Wnin Nb (ve Nh) ile Ni'yi ozde�le�tirmesi, her ko­
�ulda Wden daha kii�iik hi�bir ordinalin Nb (ve Nh) 
ile Ni'yi ayirmad1g1 anlamma gelir. Ozel olarak Nb veya 
Nh ile in�a halindeki Ni bolumiiniin (O'dan Wye kadar 
giden boliim) ayirtac1 Wden kii�uk ordinallerde yer 
alamaz. Bu da -aynca bu W ordinali noktasmda ozde�­
lik bagmtISmm en kolay i�lenir bicimidir- Wye kadar 
Ni/W "alt-Sayis1"mn Nb/W (ve Nh/W) alt-Sayisma oz­
d� oldugu anlamma gelir. 

Wnin Ni ile Nb'yi ozde�le�tirmesi olgusunu 
Id.(W,Nb) ile gosterecegiz. Aym �ey Nh i�in de gecer­
lidir. Id.(W,Nb)'nin Ni/W = Nb!W anlamma geldigini 
unutmayahm. 

Buradaki stratejik fikir, Nb (ve Nh) ile i�a halinde­
ki Ni'yi ozde�le�tiren bir ordinaller serisinin ne zaman 
"sonu"na gelsek f (W) i�in bir deger tercihinin B ile N 
arasmda olan ve tamamland1g1 varsayilan bir Ni konu­
mu �ans1m1zdan odiin vermemesini saglayarak suahhk 
i�in "notrle�tirilm�" bir Ni in�a etmektir. Sadece hi�­
bir ordinalin Ni'yi bir B Sayismdan kii�iik veya bir H 
SayISmdan buylik olmaya zorlayacak olumsuz ayirta� 
konumuna gelmemesine dikkat etmek gerekecek. Ke­
sim ihtimam1 burada arada olma konumuna <lair �an­
s1m kaybetme riskine girmemekten ibarettir. Bir kesim 
i�asmm "ad1m ad1m" fazmm ilkesi, �ans1m muhafaza 
etmektir. 
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15.13 A�g1da, O'dan itibaren ordinaller i�in Ni in�asmm ku­
rallanm veriyoruz: 

1 .  kural: Id. (w,Nb) ve W, Nb'nin maddesiyse f (W) = 

F. Ni/W'ye ozde� bir Nb/W'nin sonuna gelindiginde 
W, Nb'nin maddesi oldugu zaman W ordinalini Ni'nin 
bi�imine koyuyoruz. Yani, bi�ime ait olmayi siyah bir 
kareyle gosterirsek: 

2. kural: Id. (W,Nh) ve W, Nh'nin maddesiysef(W) = D. 
At1ga ait olmayi I i�retiyle gosterirsek �izim a�1kur: 

3. kural: 1 .  ve 2. kurallar belirli bir W i�in ge�erli de­
gilse, ama Id. (W,Nb) olacak �kilde bir Nb varsa W, 
Nb'nin bi�iminde olmak uzere f (W) = F. 1 .  ve 2. du­
rumlar ge�erli degilse Ni/Wye ozde� bir Nb/W'nin so­
nuna gelindiginde W, Nb'nin bi�iminde olursa W ordi­
nalini Ni'nin bi�imine koyuyoruz. 
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4. kural: 1. ve 2.  kurallar ge�erli degilse ve W, Nh'nin 
augmda olmak iizere Id. (W,Nh) olacak �ekilde bir Nh 
oldugundaf(W) = D: 

5. kural: llk dort kuraldan hi�biri ge�erli degilse bunun 
nedeni ele alman W i�in, Id.(W,Nb) olacak �ekilde hi�­
bir Nb'nin, Wye madde olarak ya da bi�imde sahip ol­
mamas1du ve Id.(W,Nh) olacak �ekilde hi�bir Nh'nin, 
Wye madde olarak ya da at1gmda sahip olmamas1dir. 
Bu ko�ullarda W noktasmda Id.(W,Nb) olacak �ekilde 
bir Nb varsa W, Nb'nin at1gmdadu ve Id.(W,Nb) ise W, 
Nh'nin bi�imindedir. Bu durumdaf(W) = M oldugunu 
soyleriz ve bu da Ni'nin in�asm1 tamamlar. 

Bu kurah gerek�elendirmek i�in �una i�aret edebili­
riz: Wnin boyle konumlandmlmad1g1 -yani W'nin at1k­
ta oldugu ( veya Nh i�in bi<,;imde oldugu)- her Nb ( ve 
her Nh), W bunlan Ni'yle ozde�le�tirmeyecegi �ekil­
deyse, bunun nedeni soz konusu Nb'ler ( ve Nh'ler) i�in 
Nb/W-:!- Ni/W olmas1du (benzer �ekilde Nh/W-::/:. Ni/W) . 
Ba�ka bir deyi�le bu Nb'ler ve Nh'ler zaten, W ordina­
linden once Ni'den ayirt edilmi�tir. Sadece Wnin at1k­
ta (ve benzer �ekilde bi�imde) oldugu Nb'ler ve Nh'ler 
ayirt edilmemi�tir. 

Bu apklama 5. kuraltn, Ni siirecinin kapanma karanm 
haklt olarak saltk verdigini soylemeye izin verir. Soyle 
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one surebiliriz: f(W) = M, dolayis1yla Wnin Ni'nin or­
dinal-maddesi oldugu, Ni'nin in�as1 surecinin durdugu 
yer oldugu tespit edilir. 

W, Ni'nin maddesiyse Wde kapand1g1 varsaydan Ni 
icin madde d�mda konumlanm1�tu. W, Ni'yi sadece 
Wnin attkta oldugu Nb'den veya Wnin bicimde oldu­
gu Nh'den ayirt eder. Ni'nin konumu, B ile H "arasm­
da" kalacaktu, zira sirahhk bagmusmm �emas1 tam da 
d < hM < F �eklindedir. Su cizim elde edilir: 

Kapam� tamamen mumkundur, cunku W ordinali­
nin otesinde her Nb ve Nh, Ni'den aynhr (Wden once 
1 .-4. kurallarla, W noktasmda 5. kuralla) ;  kurallanmiz 
soz konusu aynm daima Nb <  Ni < Nh yonCmde yaptla­
cak �kilde ayarlanm1�tir. 

Bu ayarlama yine de incelenmeyi gerektirir. 

15.14 Kurallanmmn aralarmda celi�kili olmad1gm1 dogrula­
mak temel bir onemdedir. 

Ornegin 1 .  ve 2. kurallanmm ele alahm. Sanssizhk 
sonucu aym anda hem Id. (W,Nb) hem de Id. (W,Nh) 

ortaya c1karsa ve W hem Nb'nin hem de Nh'nin mad­
desiyse Wyi Ni'nin bicimine ve at1gma koymam1z ge­
rekir . . .  

Fakat boyle bir durum ortaya .;1kamaz. (:unkii , eger 
W hem Nb'nin hem de Nh'nin maddesiyse B'nin her Sa­
y1s1, H'nin her Say1smdan kii.;iik oldugu i.;in Nb < Nh 
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olur. Aym W maddesine sahip olduklan ic;in ayirtac;lan 
Wden zorunlu olarak kuc;uktur ve bu da Nb ve Nh'de 
aym konuma sahip olmayan en az bir w 1 e W ordina­
li oldugu anlamma gelir. Dolayis1yla Nb/W ve Nh/W 
alt-Sayilannm ozde� olmas1 mumkun degildir. Bu ise, 
aym anda hem Id.(W,Nb) hem de Id.(W,Bh) olursa 
Ni/Wye ortak ozde�liklerini zorunlu kilar. Dolayis1yla 
1 .  ve 2. kural uyumludur. 

Fakat 3. ve 4. kurallan ele alahm. Bir �anss1zhk 
eseri 1 .  ve 2.  kuralm gec;erli olmad1g1 bir W varsa ve 
bir yandan Id.(W,Nb) ve Id.(W,Nh) olan Nb ve Nh 
var ve ote yandan W, Nb'nin bic;iminde ve W, Nh'nin 
at1gmdaysa Wyi Ni'nin hem bic;imine hem de at1gma 
koymak gerekir. 

Elbette boyle bir �anssizhgm vuku bulmas1 imkan­
sizdir. <::unku W, Nh'nin at1gmda ve Nb'nin bic;imin­
deyse Nb ile Nh'yi ayinr. Fakat, onlann ayirtac1 ola­
maz, aksi takdirde konumu geregi Nh < Nb olurdu, 
ama B < H olmas1 buna olanak vermez. Dolayis1yla 
ayirtac;, Wden daha kii(iiktur ve biraz once oldugu gibi 
Nb/W = Nh/W olmas1 imkans1zdir; halbuki Ni/Wye 
varsayilan ortak e�itlikleri bunu dayat1yordu. 

15.15 Simdi bu kurallarla Ni'nin B'nin biitiin Sayilan ile H'nin 
butun sayilan arasma, yani butun Nb'ler ile butfin 
Nh'ler arasma girme �ans1m1z1 koruyup korumad1g1m1-
z1 gorecegiz. 

1 .  kurah uygulad1g1m1zda W ordinaline F degerini 
veririz. Bu ku�kusuz Ni'yi B'nin bir sayismdan kuc;uk 
yapamaz zira eger W, Ni ile bir Nb'nin ayirtac1ysa 
Ni'nin bic;iniinde oldugu ic;in her zaman Nb < Ni ola­
cakllr. 
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Fakat Wyi bi.;;imine koydugumuz i.;;in Ni'nin H'nin 
bir Sayismdan daha buylik hale gelmesi riskine girmi� 
olmaz m1yiz? Bunun i.;;in Wnin Ni ile bir Nh'nin ayirta­
c1 olmas1 gerekir. Fakat bu durumda nihayetinde Wnin 
maddesi oldugu Nb (zira 1 .  kurah uyguluyoruz) ile 
Nh'nin ayirtac1 da olacakur. Halbuki Nb < Nh oldugu­
nu biliyoruz. Bunlann ayirtac1 eger Nb'nin maddesiyse 
Nh'nin bi.;;iminde olmas1 gerekir. W, Ni ile Nh'nin ayir­
tac1 oldugu i.;;in Wnin bu konumu Nh < Ni olmasm1 
engeller. 

Dolayis1yla 1 .  kurah uygulayarak Wnin in�a halin­
deki Ni sayismda boylelikle sabitlenmi� konumunun 
can stktn bir Ni < Nb veya vahim bir Nh < Ni gibi bir 
durumun ortaya pkmasma izin vermeyeceginden emi­
nizdir. Ni, B ile H "arasmda" kahr. 

Diger kurallann incelenmesi de aym sonu.;;lara go­
turur. Mesela 5. kurah inceleyelim (2., 3. ve 4. kurallar 
i.;;in yontem 1 .  kuraldakiyle aymdu. Notun14 ve ozel­
likle a�ag1daki �emamn yard1m1yla okur bunlarla ah�­
urmalar yapabilir). 

5. kural, ilk 4 kural ge.;;erli olmad1gmda sahneye 
.;;1kar. Ele ahnan W, Nb'nin maddesinde ( 1 .  kural) , 
Nh'nin maddesinde (2 . .  kural) , Nb'nin bi.;;iminde (3. 
kural) veya Nh'nin at1gmda ( 4. kural) konumlandml-

14 2. kural ii;:in akil yiiriitrne tam, 1 .  kurah dogrulayan ak1l yiiriitrne 
tarzmm tarn sirnetrigidir. 3. kurah ele alahrn: Id.(W,Nb) elde ederiz 
ve W, Nb'nin bii;:irnindedir. Wyi Ni'nin bii;:irnine koyuyorurn. Ni'nin 
boylelikle H'nin bir Sayismdan daha biiyiik hale gelrnesi riski ortaya 
i;:1krn1yor mu? Bu varsayilan Sayi Nh olsun. W, Ni ile Nh'nin ayirta­
c1 olrnah; bu da Nh ile Nb'nin de ayutac1 oldugu anlarnma gelir. W, 
Nb'nin bii;:iminde oldugu ii;:in Nh < Nb olur ve bu rniirnkiin degildir. 

4. kural ii;:in de aym yakla�1rn kullamhr. 
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dig1 ko�ullarda hi�bir Nb (veya Nh) ile Ni arasmda biz 
ozde�le�tirme ger�ekle�tirmez. Dolayis1yla Id. (W,Nb) 
veya Id.(W,Nh) olursa nedeni, Wnin Nb'nin at1gmda 
ve/veya Nh'nin bi�iminde olmas1du. Bu iki hipotez bu 
kez uyumludur: Soz konusu ozde�le�meler ger�ekle­
�ebilir ve W aym anda hem Nb'nin at1gmda hem de 
Nh'nin bi�iminde olabilir. Boylelikle 5. kural, Wyi Ni 
ara Sayismm maddesi olarak belirleyenf(W) = M kapa­
m� jestini dayatu. Boylelikle kapanan Ni' de W madde 
d�mda konumlamr. Bu se�im Ni'nin D < hM ili�kisi­
ne gore bir Nh'den du�uk olmasma neden olabilir mi? 
Hayir, �unku eger W, Nh'nin augmda olmak fizere bu 
Nh ile Ni'yi ayinyor olsayd1 4. kural ge�erli olurdu ve 
bu da 5. kuralm uygulanmas1m onlerdi. Benzer �ekilde 
hM < F ili�kisine gore Ni < Nb'de olamaz, zira W ayir­
tacmm bir Nb'deki konumu W i�in 5. kuralm degil 3.  
kurahn uygulanmas1m gerektirir. Gerektiginde uygula­
nan 5. kural sadece Ni < Nb'yi gerektirir. Aynca Nh < Ni 
sonucunu getiremeyecegi i�in Ni prosedurunfi B ile H 
arahgmda W noktasmda buaku. 

Boylelikle her W ordinal noktasmda kurallanmizm 
uygulanmas1 B ile H'nin ara konumunda Ni/W alt-Sa­
yilan bi�iminde Ni'yi "yerel olarak" konumlandmr. 
Ad1m ad1m �ah�mamiz Ni, Nh'yi ge�meden veya Nb 
tarafmdan ge�ilmeden devam eder. Bu tun in�a boyun­
ca �ans1m1z1 koruyoruz. A�ag1daki �izim kabaca Ni'nin 
nasil ilerledigini gostermektedir. C::izimin ust kismm­
da B'nin birka� Nb Sayis1, altmda H'nin birka� Nh Sa­
yis1 ve ortada da Ni sured gosteriliyor. W1'den W5'e 
kadar ordinaller suayla be� kuralm uyguland1g1 du­
rumlan gosteriyor. Kareler, yild1zlar ve �apraz �izgiler 
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bii,;im, madde ve aug1 gosteriyor. Bir nokta bir Nb'de 
veya Nh'de i�aretlendiginde bunun nedeninin soz ko­
nusu ordinal oncesinde Nb'nin (veya Nh) Ni'yle ozd� 
olmas1 (ordinal noktasmda ozde�lik bagmus1) oldugu 
haurlanacaktu. 

Ni-+ 

• w, 

I/ 
/ 

/ '/ 
7 / 

/ 
/ 

1. kural 2. kural 3. kural 4. kural � 

Rb, 
Rb, 
Rb, 

-.. 

Re, 
Ra2 

Ra, 

1. ve 2. kurallar Uk 4 kural ge�erli degilse ge�erli degilse 

Bu yakla�1mm tum inceligi, Ni'nin W noktasmda­
ki degerini (ozel olarak F degerini vererek) sadece H 
tarafmda herhangi bir etkiye yol a1,;mayacag1 garanti 
oldugunda artuarak riskleri azaltmakur; ve bu degeri 
(D degeri), sadece B tarafmdaki her turlu etki ortadan 
kalkugmda kui,;ultmektir. Boylelikle Ni, daima sira­
hhk etkilerinin maksimal notrle�tirilmesinde B ile H 
arasma girer. 

At1k (Nb) ile bii,;im (Nh) arasmda yer alan bir W ii,;in 
kapanma zamam geldiginde (5. kural) , bu olanagm ye­
rel olarak yasaklanmasma kar�1 korundugu ii,;in B ile 
H arasmda global olarak konumlanm� bir Saymm elde 
edilmesiyle geriye donuk olarak taktigi muhurleriz. 
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15.16 Temel teorem, ikinci kmm: biriciklik. 
B < H olacak �ekilde (notasyonu suistimal ederek) 

iki Sayi kO.mesi B ile H arasmda her ko�ulda en azmdan 
bir Sayimn var oldugunu ortaya koymaya izin veren ye­
rel notrle�tirici sabu ve global kapama karanndan olu­
�an stratejiyi anlatuk. Ordinallerin minimalligi ilkesi 
uyannca illa boyle bir minimal maddeli Sayi vardu: "B 
ile H arasmda konumlanm1� bir Saymm maddesi olma" 
ozelligini ve bu ozellik i�in minimal ordinali goz onO.n­
de tutacag1z. 

Geriye B ile H arasmda yer alan minimal maddeli bir 
Sayinm biricik oldugunu gostermek kahyor; bu da B ile 
H arasmdaki sayisal kesimi tespit etmemizi saglayacak. 

Boyle iki sayi oldugunu varsayahm: A�ag1daki gibi 
bir dO.zenleme kar�1miza pkacaktir: 

B < N1 < N2 < H 

Burada N1 ve N2 aym (soz konusu konum i�in mini­
mal) maddeye sahiptir. 

N1 ve N2 aym maddeye sahip oldugu i�in N1 < N2, 
ayirtacm N1'in at1gmda ve N2'nin bi�iminde olmasm1 
zorunlu kilar. Bu ayirta� w olsun. N1'in N/w alt-Sayi­
sm1 do.�o.nelim. w, N/in at1gmda oldugu i�in soz ko­
nusu alt-Sayi N1'in yo.ksek kO.mesine aittir, dolayis1yla 
N1'den daha bo.yo.ktO.r. Fakat w, N1 ile N2'nin ayirtac1 
oldugu, dolayis1yla bunlan ayirt eden en ko.�o.k ordi­
nal oldugu i�in w'ye kadar (w hari�) N1 ile N2 ozde�tir. 
Bundan N/w alt-Sayis1 ile N/w alt-Sayismm ozde� ol­
dugu sonucu pkar. Dolayis1yla N/w ile N2'nin ayirtac1 
ancak w olabilir ve w, N /w'nin maddesinin d1�mda 
ve N2'nin bi�imindedir. Bunun sonucunda N/w < N2 
elde ederiz. 
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Nihayetinde a�g1daki duzenlemeyle kar�ila�mz: 

B < N1 < N/w < N2 < H 

Bu, N/w'nin de B ile H arasmda yer ald1g1 anlam1-
na gelir. Fakat bu imkansizdu, i;unku maddesi, B ile H 
arasmda konum ii;in minimal oldugu varsayilan N1'in 
maddesinden kui;uktur. 

Ba�taki hipotezimizi reddetmemiz zorunludur: B ile 
H arasmda minimal maddeli iki Sayi yoktur, sadece bir 
tane vardu. 

B ve H adh iki kume, aralannda yer alan minimal 
maddeli bir Sayiyi tekanlamh olarak belirler. Bu sayi 
B ile H'nin kesimi olarak adlandmlacak ve N ,  B ile H 
arasmdaki biricik kesim olarak tespit edilebildigi her 
durumda N = B/H oldugunu ileri surecegiz. 

15.17 <,;:ok ozel bir kesim durumu bulunur: N1 < N2 olacak 
�ekilde N1 ve N2 Sayilanm ele alahm. Elemanlan sade­
ce N1 ve N2 olan B ve H kumelerini, yani (N1) ve (N) 
tekliklerini du�unun. Burada temel teoremin ko�ulla­
nndayizdu, yani N 1 ile N 2 arasmda minimal maddeli 
biricik bir N3 Sayis1 vardir. Boylece rasyoneller hak­
kmda bahsettigimiz klasik bir sirahhgm yogunlugu 
ko�ulu tekrar kar�1m1za pkar: lki Sayi arasmda daima 
bir ui;uncusu, dolayis1yla da bir sonsuz vardir. Bunun 
haricinde bizim ii;in ek bir belirlenim soz konusudur: 
N1 ile N2 arasmda daima minimal maddeli biricik bir 
Sayi vardir. 

Boylelikle her �eyin ongormeye olanak verdigi, ke­
simin biricikliginin sonsuzca en gui;lu kavram1 oldugu 
�eyi ileri suruyoruz: Say1lann Slra duzeni yogundur. 
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Fakat bundan daha derin olan �ey, dii�iince i-;in bu 
sayilamaz yogunluk, her Sayinm yakmmda tutars1zca 
var olan bu kayna�ma ile sayisalhkta hi-;bir bo�luk ol­
mayacak �ekilde dokuyu bir noktada kesen minimal 
maddeli Sayimn bir olarak sayilmas1 olanag1 arasmdaki 
korelasyondur. 

Burada "kesim", Sayimn Doga zemininde kestigi 
haliyle varhgm tutars1z dokusundaki dii�iincenin ke­
sigini adlandmr. Tekilligin bir kavram1dH. Belki de, 
en azmdan varhgm sHa diizeninde tekilligin yegane 
kavram1dH. Zira varhgm otesine ge-;en bir ba�ka tekil­
lik vardH: olay. 
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16.  Sayin1n yerinin sayilamaz buytisii 

16.1 Ba�lamadan once bir ozet. 
1) Bir Sayi, bir pan;as1 kesilmi� -Sayinm bi.;imi, 

F(N)- bir ordinaldir -Sayinm maddesi, M(N). Aynca 
ordinal-maddenin kesme d1�mda, bi.;im d1�mda kalan 
pan;asm1 da du�unebiliriz: Saymm aug1, D(N) . 

2) Bir N Sayis1yla il�kili olarak bir ordinalin konu­
mu, Saymm ui; "bile�eni"nden birindeki -bii;im, auk, 
madde- pozisyonudur (ait olmas1 veya ait olmamas1). 
Oi; konum bulunur: bi.;imde, aukta veya madde d1�mda. 

3) N1 ve N2 gibi iki Saymm ayirtac1, iki Sayida aym 
tarzda konumlanmam1� olan en ku.;uk ordinaldir. Eger 
ayirtai; yoksa nedeni iki Sayinm e�it olmas1du (madde­
leri, bi.;imleri ve dolayis1yla auklan aymdu) .  

4) A yirtacm konumuna gore iki farkh Sayi arasmda 
(gei;�li ve yans1mas1z) bir suahhk bagmus1 tamrnla­
nabilir. Bu N1 < N2 �eklinde gosterilir ve N1'in N2'den 
daha kui;uk oldugu soylenir. Bu bagmt1 Sayilar alamn­
da tarndu, yani herhangi iki farkh Sayi, N1 ve N2 veril­
diginde dairna ya N1 < N2ya da N2 < N1 olacaktu. 

5) Suahhk bagmus1 yogundur: N1 < N2 olacak �ekil­
de iki Sayi verildiginde dairna N1 ile N2 arasma giren bir 
N3 vardu: N1 < N3 < Ni-

6) N1 rnaddesi W1 olan bir Sayi olsun ve wl ' W1'den 
kui;uk bir ordinal olsun (w1 E W1) .  w1 harii; w1'e ka-
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dar N1 ile aym olan w1 maddeli Sayi (bu Sayinm bi�imi 
N1'in bi�iminde bulunan w1'den kii�iik ordinallerden 
olu�ur) N1'in bir alt-Sayis1 olarak adlandmlacaktir: 
N1'in w1 noktasmda bir "kesim"i olan N1'in alt-Sayisi. 
Bu alt-Sayi N/w1 ile gosterilecek. 

7) N1'in alt-Sayilan arasmda bazilan N1'den daha 
kii�iiktiir (wl' N1'in bi�iminde oldugunda), digerleri 
N1'den daha biiyiiktiir (wl' N1'in at1gmda oldugunda). 
Birinciler kiime olarak almd1gmda N1'in dii�iik kiime­
sini olu�turur ve Ba(N1) ile gosterilir; ikinciler N1'in 
yiiksek kiimesini olu�turur ve Ht(N) ile gosterilir. 

8) N1'in �u anlamda dii�iik ve yiiksek kiimelerinin 
kesimi oldugu gosterilir:  Dii�uk ve yiiksek kumele­
ri arasmda yer alan, Sayilann sirasma gore minimal 
maddeli Sayidir ( du�uk kumesindeki her Sayidan 
daha buyiik ve yiiksek kumesindeki her Sayidan daha 
ku�uktur). 

9) Genel olarak, birinci kiimedeki her �ey ikinci ku­
medeki her �eyden kii�uk olacak �ekilde iki Sayi kume­
si verildiginde bu iki kume arasmda yer alan minimal 
maddeli biricik bir N Sayis1 oldugu gosterilir. Bu iki 
kiime B ve H ise, soz konusu N Sayismm B ile H'nin 
kesimi oldugu soylenir ve N = B/H yaz1hr. Boylelikle 
N1 = Ba(N1)/Ht(N1) �eklindedir. Bu tekil kesim, N1'in 
kanonik sunumu olarak adlandmhr. 

16.2 Simdi Sayilann smus1z alamnda dola�acag1z ve bunla­
nn bazilanm ve ozellikle geleneksel Sayilan gosterece­
giz: dogal tam sayilar, negatif tam sayilar, ordinaller, 
rasyonel sayilar, reel sayilar. Fakat aynca Sayiya dair 
miras ald1g1m1z pratigin sonlulugu ve sefaletinin bizi 
ahkoydugu bir�ok ba�kas1m da. Sayilar i�inde sayilar 
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ne kadar da onemsiz kahyor! Saymm varhg1, katede­
bildigimiz k1smm1 her bak1mdan a�ar. Bununla birlikte 
giiciimiiz, varhgm dii�iince kar�1smdaki bu fazlahgma 
<lair bir dii�iincemizin olmas1dir. 

16.3 Stftr. 
Cok hususi bir Sayi var: maddesi ve sonu� olarak 

bi�imi de bo� olan (O,O) sayis1. Soz konusu Sayi, mad­
de olmad1gmda her tiirlii jestin noksanhg1m sayisal bir 
jest olarak kaydeder. Mutlak S1firdir, sayisalhga sahip 
olmayan Sayidir. Elbette bu Sayinm ontolojik teme­
li bo� kiimedir, varhk olarak varhgm dii�iiniilebilir 
olanda meydana geldigi, her metnin varhgma aulan 
diki�tir. Burada Sayt olarak dii�iindiigiimiiz ku�kusuz 
bu bo�luktur. Fakat bo�lugu Sayi olarak dii�iinmek bir 
fark yaratir. Ornegin bo�lugu madde konumunda ya da 
sadece bi�im konumunda gormek aym �ey, aym Sayi 
degildir. Boylelikle bi�imi bo� olan ((0),0) veya ( 1 ,0) 
Sayis1, Sayinm S1fmyla hi�bir �ekilde ozde� degildir. 
Ku�kusuz onun da kesme jesti bo�tur, maddesinden 
hi�bir �eyi �ekip almaz, fakat bu madde herhangi bir 
jestin noksanhgmda bu jestin kesmeye bile ba�lama­
d1g1 �eyin ger�ek toziinii vererek deg�memi� �ekilde 
varhgm1 siirdiiriir. Yegane hakiki S1fir, her tiirlii sayisal 
jestten kendisini eksilten �eydir �iinkii bu jestin etki­
leyecegi hi<;bir �ey, hi�bir maddi ve dogal �okluk yok­
tur. Boylelikle S1fir, sayisal kesme jestinin pozitif veya 
negatif her tiirlii degerlendirmesinin d1�mdadir. Kesin­
likle ne pozitif ne de negatiftir. Degerlendirilebilir her 
tiirlii eylem i�in eri�ilemez halde kendi ba�ma varhgm1 
siirdiirur. S1fir, ontolojinin i�inde Sayi gibi dii�iiniilen 
varhk olarak varhkur. 
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16.4 Bir par�a metaforik bir �ekilde S1fmn ne pozitif ne de 
negatif oldugunu soyledigimize gore bu s1fatlara kesin 
bir sayisal anlam veremez miyiz? Temel cebir -ogren­
cilerin miiphem sevin� kaynag1 olarak- -4 gibi negatif 
tam sayilan takdim eder. 

Omegin maddesi OJ limit ordinali ve bi�imi eleman 
olarak sadece 0 ordinaline sahip olan N Sayism1 dii­
�iinelim. Bi�im bir ba�ka ifadeyle O'm tekligidir ve N 1 

sayis1 (OJ,(O)) olarak yazilabilir. Bu Sayiyi S1f1rla, yani 
(O,O) ile kar�ila�tmrsak ayirta�lannm N1'in bi�iminde 
ve S1fmn maddesinin d1�mda olan (O dahil her ordinal, 
hi�bir maddesi olmayan O'm maddesinin d1�mdadu) 0 
oldugunu a�1k�a goriiriiz. Bu durumda suahhk kural­
lan N1'in S1fudan daha biiyiik oldugunu soyler. Nl'in 
poz:itif oldugunu soylemek anlamh olacaktu. 

Simdi maddesi yine OJ limit ordinali olan fakat bi�i­
mi l'in tekligi olan N2 Sayism1 dii�iinelim. Bu N2 Sayis1 
(OJ,(l)) �eklinde yazilabilir. Bir kez daha N2 ile S1fmn 
ayirtac1 O'du. Ayirta� bu sefer N2'nin augmdadu, �iin­
kii N2'nin bi�imi 0'1 i�ermez (sadece l'i i�erir) ve 0 da 
dahil biitiin sonlu ordinallerin limit koleksiyonu ol­
dugu i�in OJ 0'1 i�erir. 0, S1fmn maddesinin d1�mda ve 
N2'nin augmda oldugu i�in N2'nin s1fudan daha kiit;iik 
oldugunu goriiriiz. N2'nin negatif oldugunu soylemek 
anlamh olacaktu. 

16.5 Poz:itif Saytlar ve negatif Saytlar. 
Omeklerimiz �u �ekilde genelle�tirilebilir: S1fu ile 

S1firdan farkh herhangi bir Sayinm ayirtac1 daima 0 ho� 
kiimesidir. Zira S1fu, maddesi ho� olan tek Sayi, dolayi­
s1yla O'm madde d1�mda konumland1g1 biricik Sayidu. 
Diger her Sayi i�in O'm konumu ya bi�imde ya da at1k-
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tadir. 0 en kiiciik ordinal oldugu icin S1fir ile S1firdan 
farkh her Saymm kesinlikle ayirtac1dir. 

Oyleyse durum oldukca basittir: S1firdan farkh bir 
Sayi 0'1 biciminde iceriyorsa S1firdan daha biiyiiktiir. 
Tersine 0 at1gmdaysa S1firdan kiiciiktiir, cunku her ko­
�ulda 0, Stfmn maddesinin d�mdadu. 

Pozitif ve negatif Sayilan boyle tammlayacagiz: Bir 
Sayi, 0 bi{iminin elemamysa pozitif ve 0 atigmm elema­
mysa negatiftir. 

16.6 Pozitif ve negatif Sayilarm tammmm birkac onemli so­
nucu. 

- S1fir maddesiz, bicimsiz ve at1ks1z oldugu icin 0, 
S1fmn ne biciminin ne de augmm bir elemam olabilir. 
16.3'te verdigimiz ac1klamayi matematiksel bir kavra­
ma donii�tfiriiyoruz: S1fu ne pozitif ne negatiftir. 

- S1fir hicbir �ekilde en kii.;iik Sayi degildir. Her ne­
gatif Sayidan daha biiyiiktur ve negatif Sayilar apk bir 
�ekilde smirsiz, tutars1z bir alan te�kil eder. Negatif 
Sayilar ile pozitif Sayilar arasmda S1fir, hicbir cevresi 
olmayan �eyin merkezindedir. 

- S1fir d�sal i�lemlerle tammlanmaz, bir ard1�1kh­
gm "ilk" terimi gibi ya da bir i�lemin "etkisiz elema­
m" (bu, ba�ka bir yerde ve ikincil olarak ta�1yacag1 
bir niteliktir) gibi takdim edilmez. Sayisal varhgmda 
tammlamr. l�lemsel veya cebirsel her tfirlii du�finceyi 
ickin nitelendirmelere tabi kilan ontolojik yolumuz­
dan aynlmayiz. 

- Daha genel olarak, "pozitif' ve "negatif' kategori­
leri Sayilann s1rahhg1 goz oniine almarak yalmzca an­
lat1m kolayhg1 nedeniyle dahil edilmi�tir. "0'1 bicimde 
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i.;;ermek" veya "0'1 at1kta i.;;ermek" yiiklemleri tama­
men i.;;seldir. Bir Saymm varhgmm gozlemlenmesi tek 
ba�ma ve ba�ka bir Sayiyla kar�ila�t1rma yapilmaksmn 
pozitif mi yoksa negatif mi oldugunun ogrenilmesine 
olanak verir. 

- Pozitiflik hi.;;bir �ekilde Sayimn maddesinin "nice­
ligi"ne veya bi.;;iminin kaplamma degil, sadece bo�lu­
gun konumuna baghdir. (2,(0)) Sayis1 pozitifken mad­
desi w ve bi.;;imi 0 hari.;; butun madde olan (w,Cw - 0)) 
Sayis1 negatiftir. lster madde, ister bi.;;im soz konusu 
olsun sonlu sayisal pozitiflik ve sonsuz sayisal negatif­
lik vardir. 

- Bir N Sayis1 pozitifse, 0 bu Sayinm bi.;;iminde zo­
runlu olarak minimal �ekilde yer ald1g1 i.;;in N'nin bu­
tUn Nlw alt-Sayilannm da (her Sayimn alt-Sayis1 olan 
S1fir, yani N/O alt-Sayis1 hari.;;) pozitif oldugu sonucu 
.;;1kar: N/w'nin bi.;;iminin elemanlan ashnda w ordina­
line kadar N'nin bi.;;iminin elemanlandrr ve �ayet w, 
O'dan farkhysa N pozitif oldugu i.;;in 0 bu elemanlar 
arasmda yer ahr. Benzer �ekilde bir N negatif Sayismm 
S1firdan farkh her alt-Sayis1 da negatiftir (N'de oldugu 
gibi, 0 at1gmda yer ahr) . Ozel olarak pozitif bir Sayimn 
du�uk kumesinin ho� olmayan elemanlan ve yiiksek 
kumesinin butun elemanlan pozitiftir; ve negatif bir 
Sayinm du�uk kumesinin butun elemanlan ve yiiksek 
kumesinin ho� olmayan elemanlan negatiftir. 

16.7 Negatif uzerine du�unceler. 
Sayilar evreninin ileri surdugu haliyle negatif kav­

ram1, gorunurdeki paradoksalhgmm butun derinligine 
sahiptir. tlk bak�ta negatif olanm tam da bo�lugu Sa­
yimn bi.;;imine dahil etmekten olu�tugunu du�unmek 
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mumkiindur. Hic;ligin lekesinin damgalamad1g1 bir bi­
c;imde daha fazla pozitiflik yok mudur? Coklugun hic;­
bir sunum �lemi yapmayan muphem belirtisini pozitif 
uretiminden defederse sayisal kesmenin tamhg1 daha 
iyi bir �ekilde saglama almm1� olmaz m1? 

Burada Sayi herhangi bir Mevcudiyet ontolojisi ayar­
usmdan kurtulmamlZl sahk verir. Sayinm bic;iminde 
bo�lugun noksanhg1 "pozitif' gorunuyorsa bu, varhgm 
fiilen-sunulmu� olanm tamhg1yla ozde�le�tirilmesi ko­
�uluyladir. Bu durumda hic;bir �ey sunmayan her du­
rumu, c;oklu-referansm eksiltildigi her i�areti negatife 
endeksleme ayarusma kap1lmz. Fakat hakikat bamba�­
kad1r: Varhk olarak varhk tam da bu i�aret dahilinde 
du�unceye gelir. Dolayis1yla bic;iminde bu i�areti ta­
�1yan bir Sayiya gore ta�1mayan bir Sayimn ontolojik 
saygmhg1 daha azdir. Bir Sayimn varhgmm saygmhg1, 
ustO.nlugu, me�ru bir �ekilde bo�luk noktasmdan olc;u­
lur. Sayisal ustunluk, du�uncenin kullammma elveri�li 
olamn ustunlugumln simgesidir. 

"Bo�lugun i�areti at1gmdaysa bir Sayi negatiftir" ifa­
desi, (eksiltmeli bir ontoloji ic;in) ontolojik berrakhg1 
Sayimn etik hukmu diye adlandmlabilecek �eyin da­
yanag1m olu�turan bir ifadedir. Bo�lugun tasdiklendi­
gi her durumda ( ve tekil olarak olay sonras1 durumlar 
oyledir) Kotulugun, bu tasdiklemeye tam da durumun 
at1g1ym1� gibi davramlmasma kar�1hk geldigini bir gun 
gostermeyi umut ediyorum. Kotuluk, durumun bizzat 
varhg1 olan bo�lugun bii;imsiz olarak almmas1dir. Ko­
tulugun bic;imleri dolu ve aydmhk tozu sahiplenir, bo�­
lugun her i�aretini defeder, bu i�aretleri smirlandmr, 
surgun eder, kovalar, yok eder. Fakat Saymm hukmu 
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bize �oyle der: Bu dolu madde iddiasmda, bo�lugun 
vuku bulu�lanna yapilan bu zuliimde tam da negatif 
yer ahr. A contrario, pozitiflik bo�lugun i�aretini bi­
i;imlerinde bir a:raya getirir ve barmdmr. Aynca boyle 
yaparak ii;sel olarak daha iistfin bir �ekilde du�iinceyi 
varhga uygun hale getirir. 

Bo�lugu at1k olarak almak negatif bir i�lem, nefret 
uyandiran bir "anndirma"dir. Her hakiki siyaset her­
hangi bir halk olayma sadakatte bo�lugun, sunulmam1� 
olamn, durumda sayilmayanm muhafizhg1m en fist dii­
�fince ve eylem odevi olarak gorfir. Her �iir duyulur 
gondergelerin gizil bo�lugunu tespit etmeye ve bunlan 
dilin bii;imsel smirlanna gotfirmeye i;abalar. Her bilim 
kendi tarihinin at1gma, bii;im d1�mda biraktigma pozi­
tif olarak davramr, i;iinkfi orada tam da ifadeler siste­
mini tekrar kuracak veya formfile edecek �eyin ikamet 
ettigini bilir. Son olarak, her a�k temellendirdigi lki 
cinsiyetin bo� alammn hazzmda kurulur ve bu bak1� 
ai;ismdan tam, kayna�mah bir a�ka <lair romantik dii­
�fince Bir'in anndmlm1� gostergesi altmda tam da a�­
km Kotulugiidiir. 

Sayinm kavramm1 kurdugu haliyle negatif, du�fince 
ile varhgm noktasal uyumsuzlugudur. "Negatif' , bii;im­
ler ve bii;im olmayan, bii;imler ve auk [dechet] olmas1-
na dayanak olan o biricik noktayi, sunulmam� olanm 
kisvesi altmda varhgm bo� yere dfi�fmmedigimizi te­
min ettigi o noktayi terk eden [choir] , degerini dfi�firen 
[de-chette15] her tiirlfi bi�imlendirme giri�imidir. 

15 Frans1zcada "auk" anlamma gelen dtchet kelimesinin kokeni dtchoir 
fiilidir .-(:n 
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16.8 Bir Saymm simetrigi. 
Pozitif bir Sayiyi "negatife donu�turmek" ic;in c;ok 

fazla �ey gerekmez: Bic;iminden 0'1 c;ikarmak yeterlidir. 

Sayi bize pozitif olanm guvencesizligini, tozsel olma­

yan karakterini ogretir. Tek bir noktamn at1ga aktanl­

masmm insafma kalm1�tir. Aynca bu nokta, tum nok­

talar arasmda en �effaf, hic;bir c;oklu-sunuma dayanak 

olmayan noktadir: bo�lugun i�areti. 

Bir terimin bir konumdan (burada bic;im) "zit" ko­

numa (burada auk) aktanlmas1 fikri genelle�tirilebilir. 

N sayis1m ve N'nin bi{imi ile attgmm tersyuz edilmesiyle 
elde edilen Sayiyi du�unelim. N'nin aug1 bic;im olarak 

terfi ettirilirken bic;imindeki tum terimler auk olarak 

du�er. Bu yeni Sayi, aym ordinal-madde uzerinde, N'yi 

tammlayan kesmenin tersi veya simetrigi olan bir kes­

me uygular. Bu Sayiyi N'nin simetrigi olarak adlandira­
cagiz (gorecegimiz gibi merkezi S1fir olan bir simetri). 

Bu Sayiyt -N olarak gosterecegiz ve "eksi N",  N'nin si­

metrigi olarak adlanduacagiz. 

Bir sayt ve bu sayimn simetrigi �u �ekilde sunulabilir 

( 12.3'teki �emalar kullamlarak): 

F (N) F (N) 
* N Sayist: • 

0 R (N) R (N) I 
I 
I 

0 F (-N) F (-N) * -N Say1S1: • 
R (-N) R (-N) 

\:izimde N'nin pozitif oldugu (0, bic;imdedir) ve 

simetrigi, -N'nin negatif oldugu ac;1kur. Her zaman 
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boyle olacag1 a�ikardu. Tersine, N negatif oldugunda 
(0, atlgmda oldugunda) -N pozitif olacaktlr (0, bi<;:i­
mindedir) . 

N'nin simetrigi olan -N'yi ald1g1m1zda, -N'nin si­
metrigi -(-N) �eklindedir, yani N'ye geri doneriz: 
Yaptig1m1z, bi<;:imi auga ve sonra at1g1 bi<;:ime donu�­
turmektir. Bu, hem Hegel hem de sezgicilige kendi­
liginden zit olan, s1mfta ogrendigimiz o eski yasadu: 
lki olumsuzlama i�lemi bizi ba�taki olumlamaya geri 
got\irur. Bununla birlikte -(-N)'nin illa pozitif bir 
Sayi olmad1gma hep oldugu gibi dikkat gosterilmeli­
dir. Ba�lang1<;:taki N Sayis1 negatifse bu Sayinm simet­
rigi pozitiftir ve simetriginin simetrigi -yani kendisi­
yine negatiftir. "-" gostergesi olumsuzlamamn degil, 
simetrinin gostergesidir. Bu da negatifin (simetrinin 
tersine) i�lemsel bir boyut olmad1g1m dogrular. Sayi­
nm varhgmm yap1sal bir yfiklemidir. 

16.9 Birka<;: omek. 
(ro,(O)) Sayismm simetrigi nedir? Bi<;:imi 0 hari<;: 

ro'nin tamam1 olan (ro,(ro - O)) Sayis1du. Bu Sayimn 
negatif oldugu a�ikardu. 

Bi<;:imi l'in tekligi olan (2,(1)) Sayismm simetrigi ne­
dir? Bii,;imi (O)'m tekligi olan pozitif (2,(0)) Sayis1du. 
Geri,;ekten de 2 ordinalinin tek elernanlan 0 ve l'dir. 
llk durumda 0 at1gi, ikinci durumda bi<;:imi olu�turur. 

Pozitif bir N Sayism1 ve bu Sayimn simetrigi olan -N 
sayis1m ele alahm. S1fir ile N "arasmda" yer alan her Sa­
yiya -N ile S1fu "arasmda" yer alan bir Sayimn tekabul 
etmesini saglayabiliriz: Sayinm simetrigini almak yeter­
lidir. Ger<;:ekten de S1fu < N1 < N ise -N < -N1 < S1fu 
olacag1 apkt1r. -N'nin N'nin bii,;imiyle at1gm1 degi�tir-
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digi akilda tutularak, N1 ile N arasmdaki tum mum­
kun e�itsizlik durumlan incelenerek bu dogrulanabilir 
(bkz. 13.13). 

- N ile S1fu arasmda, S1fir ile N arasmdaki "kadar 
cok" Sayi bulunur, cunkuf(N1) = - N1 fonksiyonu Sa­
yilarm iki "kesiti" arasmda birebir ve orten bir e�leme­
dir. Fakat dikkat! Bu e�leme iki kiime arasmda degildir. 
S1fir ile N arasmdaki arahk, biitun Sayilar alam gibi, 
tutarh bir butunluk olu�turmaz. Bu kolayhkla ispat­
lanabilir: Omegin (2,(0)) Sayism1 du�unursek Wnin 
2'den buyiik herhangi bir ordinal oldugu (W,(O)) turii 
tiim Sayilarm (2,(0))'dan kucuk oldugunu biliriz. Bu, 
13. 16'da ke�fettigimiz yasadir: Bicim aym kahrken 
madde artmhrsa Sayi kuculur. Bu arada, 0 biciminde 
yer ald1g1 icin butun (W,(O)) Sayilan pozitiftir. Dolayi­
s1yla bu Sayilar, 2'den buyiik olan (yani, S1fir ile (2,(0)) 
arasmda yer alan) ordinaller "kadar cok"tur. Fakat 
"2'den buyiik tum ordinaller"in tutars1z bir cokluk ol­
dugunu kesin �ekilde biliyoruz. 

Bunu akilda tutarak simetriyi a�ag1daki �ekilde gor­
selle�tirebiliriz (buradaki aks, siralanna gore ahnm1� 
Sayilar aks1d1r) : 

• -N • • • 
-N1 Stftr N1 • N 

Bu, merkezi S1fir olan bir simetriden bahsedebilme­
mizi hakh c1kanr. 

16.10 Ordinaller. 
Sayilarm varhgmm kuma�m1 olu�turan ordinallerin 

de Sayilar olarak temsil edilebilecegini uzun sure once 
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ifade etmi�tik (ornegin, bkz. 8.8). Ordinalleri temsil 
eden Sayilar neye benzer? 

Maddesi W ordinali olan ve bi�imi bu maddenin 
tamammt muhafaza eden (W,W) Sayis1m du�unelim. 
Ba�ka bir deyi�le bu, maksimum bir sayisal kesme veya 
-baz1 �agda� sanat�ilarm yaptig1 gibi- ham maddeyi tek 
ba�ma "eser" olarak sergileme durumudur. En ilginci 
(W,W) Sayism1, bi�imi bo�luk olan (W,O) Sayis1yla 
kar�ila�tirmak olacaktir. Her iki durumda da kesme 
jestinin hukumsuz oldugunu hissederiz. Fakat iki hu­
kumsuzluk farkhdir. (W,W) Sayis1 maddenin tamamma 
bir bi{im olarak davramrken (W,O) Sayis1 maddeye her­
hangi bir bi{im kaydetmez. Bunun dolays1z bir sonucu, . 
0 hari� herhangi bir W i�in (W,W) Sayismm pozitif 
bir Sayi ve (W,O)'m negatif bir Sayi oldugudur (0, O'm 
bir elemam degildir ve bundan dolayi da 0, (W,O)'m 
bi�iminde degildir). Maddeyi bi�im olarak tayin eden 
birinci jestte belirli bir pozitiflik ayirt etsek de madde 
tarafmdan bastmlan ikincisi hi�bir �ey tayin edemez. 

Fakat (W,W) Sayisma pozitif bir uretim, bir mad­
denin bi�im olarak ustlenilmesi olarak davramlsa da 
bu uretimin ordinal-maddeyi tekrarlad1g1 bir ger�ek 
olarak kahr. Ordinalin bu �ekilde tekrarlanmas1 (mad­
de ve sonra bi�im olarak), (W,W) �eklindeki Sayilara 
ordinallerin sayisal temsilcileri olarak davranmamm 
me�rula�tmr. 

Oyleyse bunu �oyle ifade edebiliriz: Bir W ordinali 
Say1 olarak (W, W) �eklinde, yani maddesi W ve bi{imi W 
olan Sayt olarak sunulur. Bu sunum, Say1 olarak dii�ii­
niilen ordinalin "kendisi"dir. 
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16.11 Bunun, ordinalin "kendisi" oldugundan emin olmak 
i(:in Sayilarm sna diizeninin �rdinallerin sna duzeni­
ne, yani ait olmaya uydugunu apk bir �ekilde ispat­
lamam1z gerekir. Ba�ka bir deyi�le, -ordinaller kendi 
alanmda dii�uniildiigiinde- WI E w2 ise, -ordinaller 
Sayilar olarak dii�iiniildugunde- (WI' W1) < (W2, W) 
olmahdn. 

Durumun boyle oldugu a�ikardn. Zira (W1, W1) ile 
(W2, W/nin ayirtac1 zorunlu olarak W1'e ait oldugu 
halde w;ye ait olmayan ya da W2'ye ait oldugu halde 
W1'e ait olmayan en kii(:lik ordinaldir. W1 e W2 ise bu 
en kii(:iik ordinal tam da W2'ye ait olan ama kendine ait 
olamayan W/dir. W1, (WI' W1)'in maddesinin d1�mda 
ve (W2,W/nin bicimindedir. Dolayis1yla ger(:ekten de 
(WI' W1) < (W2,W) �eklindedir. 

Oyleyse Sayi olarak, maddi varhklarmm bicimsel 
tekrarlanmas1 olarak dii�uniilen ordinallerin sna diize­
ni, varhklannda, biitiin elemanlan geci�li olan geci�li 
bir kiime olarak dii�iinulen ordinallerin sna diizeniyle 
aymdu. Ordinallerin Sayisal temsili yap1sal olarak ordi­
nallerle izomorftur. Boyle olduguna gore, ordinallerin 
"kendilerinin" Sayilann sna diizenine kaydoldugunu, 
aym �ekilde temsil edildigini dii�linmemek icin her­
hangi bir neden yoktur. 

16.12 Bir ordinalin (W,W) bi(:iminde bir Sayi oldugu gerce­
ginden uc sonuc c1kanlabilir: 

- Bir ordinalin her alt-Sayis1 bir ordinaldir. (W,W) 
bir ordinalse, w1 e W olmak iizere bir alt-Sayi (wl ' w1) 
biciminde olacakur. Dolayis1yla bu, w1 ordinalidir. 
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- Tum bu alt-Sayilar ac1k bir �ekilde ba�taki ordi­
nalden daha kucuk ordinaller olacaktir. Sonuc olarak, 
biitiin bu alt-Sayilar ba�taki ordinalin du�uk kumesin­
dedir ve genelde bu Say1dan daha buyuk alt-Sayilardan 
olu�an yliksek kumesi burada bo�tur. Bu, Sayi olarak 
du�unulen ordinallerin karakteristik bir ozelligidir. 
Genel olarak, yliksek kumenin bir alt-Sayis1, w 1 N'nin 
at1gmda olacak �ekilde bir N/w1 alt-Sayis1dir. Gelgele­
lim bir ordinal soz konusu oldugunda attk bo�tur (ay­
nca bu, ordinallerin bir tamm1 olabilir) . Dolayis1yla 
bir ordinalin yliksek kumesi de bo�tur; ve tersine, bir 
Sayinm yliksek kumesi bo�sa aug1 bo� oldugu icindir: 
Bicimi maddesiyle cak1�u; bu, bir ordinaldir. 

Boylelikle bir ordinalin kanonik sunumu Ba(W)/O 
�eklinde olacaktir. Fakat aynca, du�uk kumenin ele­
manlan Wden kucuk biitiin ordinaller oldU:gu icin, bir 
kume olarak W ile ozde�tir (her ordinal, kendinden 
kucuk tum ordinallerin kumesidir, bkz. 1 1 .2). Son ola­
rak, Sayi olarak du�unulen bir W ordinalinin -en ayirt 
edici- kanonik temsili basitce W/O �eklindedir. 

- Bir (W,W) ordinalinin simetrigi, bicim ile at1gm 
tersyliz edilmesiyle elde edilir. Arna burada auk bo�­
tur. Dolayis1yla W olan "toplam" bicim yerine bo�luk 
gelecektir: (W,W) Sayismm simetrik kar�1t1 (W,O) Sa­
yis1dir. Sayi olarak du�unuldugunde bir W ordinali bir 
simetrige olanak verir, dolayis1yla -W Sayismdan ra­
hathkla bahsedilebilir. 

0 haricindeki her ordinalin pozitif bir Sayi oldugu 
ac1ktir, zira bicimi W, 0'1 eleman olarak icerir. Bo�luk 
d1�mda her ordinalin simetrigi, (W,O) yaz1mmda da 
dogrudan gorulebilecegi gibi negatif bir Sayidir. Aynca 
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bir W ordinalinin tiim ozelliklerinin -Wye ge�i�te ters­
yiiz oldugu goriilecektir. Boylece -Wnin her alt-Sayis1, 
Wden kii�iik bir w1 ordinalinin simetrigi olan -w1'dir; 
-Wnin dii�iik kiimesi bo�tur, �iinkii -Wnin bi�imi 
ho� oldugu i�in -Wnin her alt-Sayis1 ondan biiyiiktiir; 
ve son olarak -Wnin yiiksek kiimesi -Wyle ozde�tir 
ve bunun kanonik temsili 0/-W �eklindedir. 

Dolayis1yla ordinallerin Sayilar oldugu kesindir.16 
Fakat buna ek olarak sayisalhk a�1smdan ahnd1gmda 
ordinaller simetrikle�tirilebilirdir: S1fu'm (S1fu, Sayi 
olarak dii�iiniilen 0 ordinalidir) 6tesinde, onceden dii­
�iiniilemez olan bu varhklann kaydolacag1 engin bir 
uzam a�m1� olduk: negatife tabi tutulan dogal �okluk­
lar. Sayisalhk, dogayi simetrikle�tinneye muktedirdir. 

16.13 Pozitif ve negatif tam sayilar. 
Varhklan i�inde dii�iiniilen dogal tam sayilar sonlu 

ordinallerden, yani ilk sonsuz ordinal olan ro'den ba�­
kas1 degildir. Aynca 1 1 . boliimde bunlann tamm1 ve 
�lemsel boyutlanm verm�tik. 

Onceden soylediklerimiz meseleyi �ozer: Sayi ola­
rak dii�iiniildiigiinde, n bir sonlu ordinal olmak iizere, 
tam saytlar (n,n) tiiriindedir. Bunlann pozitif oldugu 
a�1ktir. Sayi olarak dogal tam sayilann sira diizeni, bil­
digimiz haliyle dogal sayilann sira diizeniyle (bir og-

16 Onceki boliimiin 5 ve 6 numarah notlannda i�aret etmi� oldugumuz 
gibi, pozitif ve negatif ordinallerin hayli ilgirn;: "topolojik" bir ozelligi, 
her Sayi kumesinin iist smmnm bir ordinal olmas1 ve alt smmmn bir 
ordinalin negatifi olmas1dir. Her ordinalin, kendisiyle bo�lugun kesi­
mi ve bir ordinalin negatifinin bo�lukla kendisinin kesimi olmas1 do­
layis1yla bu kolayhkla ai;:iklanabilir. 
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rencinin n'nin p'den daha buyfik oldugunu soyleme­
sini saglayan sira duzeniyle) r;:ak1�ir. Geleneksel sira 
duzeninin ontolojik versiyonunda p e n ise, Sayilarm 
sira duzeninde (p,p) < (n,n) olur. Bir ordinalin Sayi­
larm alamna "bizzat" kaydolduguna i�aret etmek i<;:in 
(W,W) sayis1m W �eklinde yazma hakk1m1z vardir. 
Dolayis1yla Sayi olarak du�unulen bir dogal tam sayiyi 
n �eklinde yazanz. 

Bir do gal tam saymm alt-Sayilan, kendisinden kui;uk 
sonlu ordinaller, yani kendisinden kui;uk dogal tam sa­
yilardir. Bu Sayi n ise (0,0,) , ( 1 , 1 ) , . . . ,( (n-l),(n-l)) do­
gal tam Sayilan soz konusudur ve bunlar 0,1, .  . . ,(n-l) 
�eklinde de yazilabilir. Bunlar birlikte n'nin du�uk ku­
mesini olu�turur. n'nin yfiksek kumesi bo�tur ve Sayi 
olarak du�unulen bir n tam sayismm kanonik temsi­
li (O,l , .  . . ,(n-1))/0 �eklindedir. n'nin elemanlan tam 
da 0,1 ,  . . .  ,(n-l)  oldugu ir;:in, bunlarm elemam oldugu 
du�uk kume n/O �eklinde yaz1labilir. (Dikkat! Bu don­
gusel degildir i;unku bir kiime gibi du�unuldugunde n 
kendisini bir eleman olarak ii;ermez). 

Bir dogal tam Sayimn simetrigi, n sonlu bir ordinal 
olmak uzere (n,O) bir;:iminde bir Sayidir. Bunu -n diye 
yazanz ve "eksi n" olarak okuruz. Dogal bir tam Sayt­
nm, dolaytstyla (n,O) bit;iminin simetrigiyse bir Saymm 
negatif tam Say1 oldugunu soyleyecegiz. p e n ir;:in, bir -n 
negatif tam Sayismm alt-Sayilan tfim -p tam sayilandir. 
Bunlar birlikte, du�uk kumesi ho� olan -n'nin yfiksek 
kumesini olu�tururlar. Sonur;: olarak negatif bir tam Sa­
yinm kanonik temsili 01-n �eklinde yaz1lacaktir. 

Geleneksel pozitif ve negatif tam sayilann pozitif ve 
negatif tam Sayilarla tam ozde�ligini dogrulamak ii;in, 
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sirahhkta oldugu gibi Sayilar uzerindeki i�lemlerin sayi­
lar uzerindeki i�lemlerle elbette �ak1�mas1 zorunludur. 
Omegin Sayilar uzerinde N1+N2 gibi bir toplama i�lemi 
tammhyorsak ozel olarak tam sayilarda, yani m+n tarz1 
bir toplama i�leminde bu �lemin sonucunun okulda­
ki hesaplamalanmizdaki gibi iki tam sayinm toplamma 
kar�1hk gelen tam sayiyla "aym Sayi" olmas1 gerekir. Bu 
�lemsel dogrulamalar 18. bolumde yapilacakur. 

Varhg1 i�inde du�unulen dogal tam sayilann Sayi­
lara kaydedilmesi bak1mmdan gorevimizi tamamlam1� 
bulunuyoruz. 

16.14 Pozitif diyadik rasyonel saytlar. 
Dedekind kesimleriyle ili�kili olarak rasyonel sayi­

lardan daha once bahsetmi�tik (bkz. 15.5): Pozitif bir 
rasyonel sayi (veya s1fir) iki dogal tam sayimn bir kesri 
veya f oramdir; yani tam sayilardan olu�an bir <p,q> 

�iftidir. Birinci terim pay, ikincisi payda olarak adland1-
nhr. Pay s1fir (bo� kumeyle ozde�) olabilir fakat payda-

nm 0 olmas1 yasaktu ( � oranmm "belirsiz" oldugunu 
biliyoruz). 

Burada soz konusu geleneksel sayilan ozenle tamt­
mam1za hi� gerek yok (ashnda indirgenemez, daha 
fazla sadele�tirmeye izin vermeyen kesirleri du�unmek 
gerekiyor). Kesre <lair sezgisel fikir bizim i�in yeterli. 

Dogal tam sayilann, s1fu veya pozitif rasyonel sayi­
larm bir alt-kumesi oldugu a�1kur: n'yi elde etmek i�in 

rasyonel say1yi � �eklinde almak yeterlidir. Ya da �oyle 

ifade edebiliriz: Bir tam say1, <n,l> turunde bir rasyo­
nel say1du. 
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Rasyonel sayilar iizerindeki klasik sua duzeninin yo­
gun bir sira duzeni olma gibi temel bir ozelligi vardu. 

Ba�ka bir deyi�le (bkz. 1 5.5), Ji < 12. olacak �ekilde 

:: ve t gibi iki rasyonel sayi v�rild�ginde bu iki sayi 

birbirine ne kadar "yakm" olursa olsun bu iki sayimn 
arasma girecek bir ii1;iincu sayi ( ve dolayis1yla sonsuz 

sayi) daima vardu: Ji < h.. < b olacak �ekilde bir h.. 
vardu. % q3 q2 q3 

!._ bi1;imindeki sayilar, yani paydamn 2'nin bir kuv-
2" 

veti oldugu sayilar diyadik rasyonel say1 olarak adland1-

nhr. Ya da ikili versiyonuyla yazarsak: <p,2n>. 
Diyadik rasyonel sayilar da rasyonellerden olu�an 

yogun bir alt-kiime olu�turur: r1 ve r2, r1 < r2 olacak 
�ekilde rasyonel sayilarsa, bunlar arasmda diyadik bir 
rasyonel sayi bulmak her zaman miimkundiir. 

Bizim i1;in onemli olan r1 < r2 < . . .  < rn < . . .  gibi her 
artan dizinin yerine d1 < . . .  < dn < . . .  gibi bir diyadik ras­
yoneller dizisi ge1;irmenin miimkun olmas1du: r1 ile r2 
"arasmdaki" diyadik rasyonel sayilan, sonra r2 ile r3, 
vs. arasmdakileri almz. Aynca diyadik rasyonel sayi­
larm, biitiin rasyonel sayilarm bir "tabam"m olu�tur­
dugu soylenebilir. Ozel olarak, diyadik olmayan bir 
rasyonel sayiya bir diyadik rasyonel sayiyla istedigimiz 
kadar "yakla�abiliriz" ,  zira r' ne kadar ku1;uk olursa 
olsun r ile r+r' arasmda her zaman bir diyadik rasyonel 
sayi bulunabilir. 

16.15 Boylece a�ag1daki ifadeyi elde ederiz; sayilarm (gele­
neksel) Sayilarda (ontolojik) temsil surecinde muhte­
melen en onemli ifadedir bu: 
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Her diyadik rasyonel sayi, sonlu maddeli bir Sayiyla tem­
sil edilebilir ve sonlu maddeli her Sayi, bir diyadik rasyo­
nel say1y1 temsil eder. 

16.16 Genel olarak, maddesi sonlu olan bir Sayi nasil sunu­
lur? (n, (pl'p2, .  • •  ,pi)) bi1;imindedir: Burada Sayinm bi1;i­
mini olu�turan pl'p2, vs. tam sayilan, Sayinm maddesi 
olan n'den daha ku1;uk olan tam sayilardir. Pozitif ras­
yonel sayilarla ilgilendigimiz i1;in sadece pozitif sonlu 
maddeye sahip Sayilan, yani bi1;iminde 0 olan Sayilan 
dikkate ahyoruz. 

Sonlu maddeli bu Sayilann s1fir veya pozitif diyadik 
rasyonel sayilarda "izdu�umu"ne yol gosteren incelikli 
du�unce �u �ekildedir. n, Sayinm maddesi olsun. O'dan 
n'de bulunan en buyitk tam sayi olan n-l'e kadar bu 
maddenin butun elemanlanm siralanna gore ahnz. Bi­
rinci elemanm, yani O'm konumunu -Sayi pozitif ol­
dugu i1;in konum bi1;imdir- muhafaza ettigimiz surece 
soz konusu tam sayiya 1 degerini veririz. n'nin 0 ile 
aym konuma sahip olmayan ilk elemanma, yani p'ye, 
ba�ka bir deyi�le Sayinm maddesinin at1kta olan en ku-
1;uk p tam sayisma varmz. Bu tam sayiya - � degerini 

veririz. Daha sonra genel olarak eger bi�imde konum­

lamyorlarsa q tam sayilanna 2!_p+i degerini, at1ktaysa 
- 2;.p+1 degerini veririz. 

Son olarak, p'nin otesindeki son terimin degeri (p 
daima, varsa, O'la aym konuma sahip olmayan ilk te­
rimdir) , yani n-l'e verilen deger, n-l'in at1kta veya 

bi1;imde olmasma gore - i�aretinin uygulanacag1 2�-r 
degeri olacaktir. 
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Soyle de ifade edilebilir: At1ga ait olma daima - i�a­
retinden etkilenecektir. n'nin q elemanlan s1raya gore 
katedildiginde O'm konumu olan bii;imde kald1g1m1z 
surece elemanlan 1 olarak, yani bir tam sayi degeriyle 

sayanz. Konum degi�tigi anda 2q�+1 �eklinde bir diya­

dik rasyonel sayi olarak sayanz: Burada p, konum degi­
�ikligi olan ilk sayidu. Bu konum ne zaman aukta olsa 
bundan boyle - i�areti konulur. 

Son olarak, n'nin elemanlanna bu �ekilde atfedilmi� 
tum degerlerin toplamm1 (yaygm anlammda) alarak 
elde edilen rasyonel sayiyi ilk ba�taki sonlu maddeli Sa­
yiyla ili�kilendiririz. Tum paydalar diyadik oldugu ii;in 
bu rasyonel sayi da diyadiktir ve ogrencilerin bildigi 
gibi kesirli sayilan toplamak ii;in payda olarak, payda­
larm en kui;uk ortak kat1m ahnz. lkinin kuvvetlerinin 
en kui;uk ortak kat1 yine ikinin bir kuvvetidir. 

16.17 Bu prosedurun omeklerini verelim. Sonlu maddesi S 
ordinali olan ve bii;imi 0, 1 ve 3'u ii;eren (S, (0,1 ,3)) 
Sayis1m alahm. Bu durumda at1k 2 ve 4'ten olu�ur. 

0 bii;imde oldugu ii;in ona 1 degerini veririz. 
1 de bii;imde oldugu ii;in ona da 1 degerini veririz. 
2 ile birlikte konum degi�ir ve auga gei;er. Dolayis1y-

la buna -l degerini veririz. 
2 

3 bii;imdedir, 222•1 = � degerini veririz. 

4 at1ktadu, __ l_ = _!_  degerini veririz. 
24-2+1 23 

Son olarak, (S,(0,1 ,3)) Sayisma kar�1hk gelen rasyo­
nel sayi a�ag1daki toplamla elde edilecektir: 
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1 1 1 13 1 + 1 - - + -- -= -
2 22 23 23 

Bir diyadik rasyonel saymm soz konusu oldugu 
a�1ktu. 

16.18 Sonlu maddeli pozitif Sayilar ile pozitif diyadik rasyo­
nel sayilar arasmda bir izomorfi, bir varhk ozde�ligi 
oldugu goriilecek olan bu e�lemenin in�asm1 daha iyi 
gostermek amac1yla bir par�a formelle�tirecegiz. Boy­
lelikle tiimevanmsal veya yinelemeli bir tammm soz 
konusu oldugunu a�1k�a gorecegiz. 

Sonlu maddeli pozitif bir Sayi du�unelim. Sayinm n 
maddesinin elemanlan uzerinde tammlanm1� a�ag1da­
ki f fonksiyonunu yinelemeyle tammlayacag1z: 

1 .  kural: f (O) = 1 .  
2 .  kural: Eger p dahil p'ye kadar butiin tam sayilar i�in 

f (p) = 1 ise ve p+ 1 Sayimn bi�imindeyse f (p + 1) = 1 .  
3. kural: Eger p dahil p'ye kadar tum tam sayilar bi­

�imdeyse ve p + 1 auktaysa J (p + 1 )  = - l.. . 2 
4. kural: p'nin degeri iq veya - iq ise ve p + 1 bi�im­

deysef(p + 1) = 2�.1 • 
5. kural: p'nin degeri iq veya - iq ise ve p + 1 auk­

taysa f (p + 1) = - -1-. 2q+l 
Bu, ba�taki Sayinm maddesi olan n'nin biitiin ele­

manlannm rasyonel degerini f fonksiyonuyla hesapla­
maya olanak verir. N'ye kar�1hk gelen diyadik rasyonel 
say1yi Ra(N) ile gostererek a�ag1dakini soyleyebiliriz: 
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Ra(N) = f (O) + f (O) + · · ·  + f (n - 1) 

Buradaki + i�areti yaygm anlamda cebirsel toplam1 
gostermektedir. 

Ra(N)'nin diyadik bir rasyonel sayi oldugu a.;;1ktir. 

16.19 Yeni bir ornek, sonlu maddeli pozitif bir Sayi olan 
(4, (0,1 ,3)) uzerinden hesaplamaya devam edelim: 

f (0) = 1 (1 .  kural) . 

f (l) = 1 (2. kural) . 

f (2) = - _!_ (3. kural; 2 at1ktadir) . 2 

f(3) = 2�.1 = i2 (4. kural; 3 bi.;;imdedir) . 

Oyleyse: 
Ra((4,(0,l ,3))) = f(O) + J(l) + f(2) + f(3). 

1 1 Ra((4,(0,l,3))) = 1 + 1 - 2 + 22--
Ra((4,(0,l ,3)))  = ;1 olur ve bu da soylemi� oldugu­

muz gibi diyadik bir rasyonel sayidu. 

16.20 Bir Saymm tam sayz ordinal par(asz. 
Ele alman sonlu maddeli Sayida 0 ile aym konumda 

olmayan ilk p tam sayisma vanlmca prosedurii birden 
degi�tirmek tuhaf goriinebilir. H. Gonshor17 bunun 
farkmdadir: "Ilk i�aret deg�ikliginde siradan bir say­
madan ikili bir hesaplamaya atlama fikri ilk ba�ta biraz 

17 Bkz. Gonshor, An introduction to the theory of surreal numbers, a.g.e., 
s. 32. 
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garip gortmebilir. Bununla birlikte, yeterince zengin 
bir sistemde boyle fenomenler ka�1mlmaz gibidir". 
Gonshor'un bu a.;1klamas1 -ki daha �ok bir ozre ben­
zer- biraz k1sa kahr. 

Temelinde yatan ger.;ek kavram1 bulmak amac1yla 
sonlu maddeli bir N Sayismm ba�lang1.;taki 0 terimiyle 
aym konuma sahip olan ilk ard1�1k p ordinalini neyin 
temsil ettigini sormak daha uygundur. Akil ylirtitme­
mizi yine pozitif durumda (O'm bi�imde oldugu du­
rumda) ger.;ekle�tirelim. N'yi p noktasmda (ordinalle­
rin sua duzeninde konumu degi�en ilk ordinal) boldu­
gumuzde biitiin elemanlan 0 ile aym konuma sahip olan 
bir Nip alt-Sayis1 elde ederiz. Bu konum bi.;im oldugu 
i.;in Nlp'nin p pozitif tam sayis1, yani maddesi p olan ve 
bi.;imi p'nin elemanlanndan olu�an Sayi oldugu a.;1ktu. 
f fonksiyonu uzerinden e�lemede tum bu elemanlara 1 
degeri atfedilecek ve l+l+ . . .  degerlerinin toplam1 "kla­
sik" p tam sayism1 verecektir. Daha soma q'nun l'i ge­
.;emeyecegi __!_ veya - ...!...turti diyadik rasyonel sayila-

2q 2q 

nn cebirsel toplam1 eklenir. Sonu.; olarak Ra(N) ,  p tam 
sayis1 ve (en azmdan, bir tam sayi soz konusu degilse) 
-1 ile 0 arasmda negatif bir diyadik kesrin toplam1 ola­
cakur. Son olarak p, Ra(N) pozitif tam sayismm bir tur 
tam sayz par(asz, yani Ra(N)'ye "ustten" en yakm olan 
dogal tam sayidu: (p - 1) < Ra(N) < p olur. 

Sayi bak1mmdan p, N'nin ordinal olan en buy11k 
alt-Sayis1du, zira "bir ordinal olmak" tam anlam1yla 
maddesinin tamam1 bi.;imde olan bir Sayi olmak an­
lamma gelir. p noktasmda konumun degi�mesi (p, 
at1ktadu) tam da Nip + l'in art1k bir ordinal olmad1g1 
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anlamma gelir, c;unku maddesinin bir elemam olan p 
at1ktadu. Dolayis1yla p'nin N'nin "tam sayi parc;as1" ol­
dugunu soylemek uygundur. Soyle de denebilir: N'nin 
maddesine ait olan ve Nip alt-Sayis1 p ordinali olacak 
�ekilde en buylik p tam sayisL Ya da daha basit bir �e­
kilde: N'nin tam sayi parc;as1, N'nin bir alt-Sayis1 olan 
en buylik ordinaldir. 

Oyleyse prosedur ac;1khga kavu�ur: Once f uzerinden 
N'nin tam sayi parc;asmm elemanlanm Ra(N) diyadik 
rasyonel sayismm "ustten" tam sayi parc;as1yla e�leme­
yi hedefler. Bunun i<;in 1 degerleri kullamhr. Daha son­
ra O'dan ku<;uk ve - l'den buylik geri kalam hesaplamr 
ve bunun ic;in q, p tam sayi par(asimn otesinde du�unu-

len ordinalin mertebesini gostermek uzere, iq veya - iq 
turn diyadik kesirli sayilardan faydalamhr. Dolayis1yla 
tum bunlarda "dogal olmayan" hic;bir gizem yoktur, 
tersine derin bir mant1k vardu. 

16.21 Bu ac;1klamalan genelle�tirebiliriz. W maddesinin pozi­
tif bir N Sayis1 verildiginde, N/w 1 alt-Sayis1 w 1 ordinali 
olacak �ekilde, en bi.iylik w 1 e W ordinalini N'nin tam 
sayi ordinal par(asl olarak adland1racag1z. 

Dikkatli bir okur duraksayacakur: Bir ozelligi kar�1-
layan "en buylik ordinal"den nas1l serbest bir �ekilde 
bahsedebiliriz? Limit ordinallerin varhg1 bu sava kar�1 
degil midir? Ordinaller soz konusu oldugunda sadece 
minimallik i�e yarar. 

Mukemmel bir uyandu bu. Dolayis1yla tamm1m1-
z1 yeniden ifade edecegiz: Pozitif bir Saymm tam sayi 
ordinal par(asi, atikta konumlanan en kii(iik ordinaldir. 
Sayi pozitif oldugu ic;in O'm konumu bic;imdir. At1kta 
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konumlanan en kui;iik ordinal, kendisi at1kta olsa bile 
biitun elemanlan bii;imde olan N'nin maddesinin ordi­
nallerinin artan sirasmdaki ilk ordinaldir. Bu eleman­
lar N'nin ordinal tam sayi pari;as1m olu�turur. l�te "en 
biiyiik"iin "en kiii;uk" olarak terciime edilmeye olanak 
verdigi bir durum. 

Eger w 1 pozitif bir N Sayismm tam sayi ordinal 
pari;as1ysa, t1pk1 sonluda oldugu gibi N < w1 olur, 
i;iinkii N'nin maddesinin elemam olarak dii�iiniilen 
w1 alt-Sayis1, kendi maddesinin d1�mdayken N'nin 
at1gmdadir. Aynca bir pozitif Saymm tam sayi ordi­
nal pari;asmm soz konusu Sayinm yctksek kiimesinde 
oldugu da soylenebilir. 

Eger w1 bir ardil ordinalse sonlunun "i;eri;evesi" yine 
kar�1m1za i;1kar. w2, w1'in onceliyse w1 = S(w2) olur. 
w1, at1kta olan en kiit;iik ordinal oldugu ii;in onceli w2 
bi�imdedir. Elbette w2'nin biitiin elemanlan w1'in ele­
manlan oldugu (ordinallerin gei;i�liligi) ve w1'in biitun 
elemanlan bi�imde oldugu ii;in w2'nin biitiin eleman­
lan da bii;imdedir ve dolayis1yla N/w2, w2 ordinalidir. 
Aynca bu ordinal kendi maddesinin d1�mda ve N'nin 
bii;iminde oldugu ii;in w2 < N'dir ve nihayetinde w2 < N 
< S(w)= w1 olur. Aranan i;eri;eve budur. 

Tersine, w1 bir limit ordinalse daima N < w1 olacak­
tir, fakat N'den kiii;uk en biiyiik ordinali aramak nafile 
olacakur, i;iinkii w1'in otesinde hi�bir "oncel" yoktur. 
N'nin tekil bir konumu olacaktir: Bir limit ordinalin­
den daha kiii;iiktiir ve bu limit ordinalden kiit;iik biitiin 
ordinallerden daha biiyiiktiir. Limiti onceleyen ordinal­
ler tarafmdan "doldurulduguna" inand1g1m1z o uzama, 
bir limit ordinal ile limiti oldugu ardil ordinallerin son­
suzlugu "arasmdaki" uzama eklenecektir. 
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16.22 Bir omek verelim. N = (S(co), (S(co) - (co))) Sayism1 ala­
hm: Bu Sayimn maddesi co'nin ard1hdir ve bi-;imi, at1-
gm tek elemam olan co hari-; maddenin tamam1dir. Li­
mit ordinal co N'nin maddesinin at1kta olan ilk ordinali 
oldugu i-;in N'nin tam sayi ordinal par-;as1dir. Bunlarm 
ayirtac1 N'nin augmda ve co'nin maddesi di�mda olan 
co oldugu i-;in N < co  olur. Aynca co'nin her elemam, 
dolayis1yla her n dogal tam sayis1 i-;in n < N olur, -;iin­
kii n, n'nin maddesi d�mdadir ve N'nin bi-;imindedir. 
Dolayis1yla N Sayis1 aym zamanda ilk limit ordinali 
co'den daha ku-;uk ve co'nin limiti oldugu tum n dogal 
tam sayilanndan daha biiyiiktiir! Bu, Sayilar alammn 
i-;erdigi ordinalleri ne diizeyde doyurdugunu gosterir: 
Ordinallerden "-;ok daha fazla" Sayi vardir. 

Aynca N'nin co'ye "sonsuzca yakm" oldugu da soy­
lenebilir; en yogun tam sayilann olabileceginden de 
daha yakm. Bu "sonsuzca yakm" nosyonu devasa bir 
felsefi oneme sahiptir. Sayilann smirs1z kralhgmda 
yeni yollar sunan uzamlar a-;ar. Bu yollan biraz ileride 
katedecegiz. 

16.23 Diyadik rasyonel saytlann dizisi ve sonu. 
Elimizde, sonlu maddeli her Sayiyi bir diyadik ras­

yonel sayiyla e�le�tiren bir Ra(N) fonksiyonumuz var. 
Bu e�lemeye tam sayilar dahildir, zira Sayi olarak dii­
�iiniilen pozitif n sayisma Ra fonksiyonuyla n defa 
l+l+ . . .  +l,  yani tam olarak n sayis1 tekabiil edecektir, 
zira bir Sayi bir dogal tam sayiysa bu Sayinm butiin 
alt-Sayilan o Sayimn bi-;imindedir. Ra fonksiyonunun 
her sonlu maddeli Sayiyla ya -tam sayi bile olsa- bu Sa­
Y1Y1 ya da bir diyadik rasyonel sayiyi ili�kilendirdigini 
soylemek dogru olacaktir. 
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(al�mayi tamamlamak ve diyadik rasyonel sayila­

nn Sayilarda "bizzat" temsil edildigi sonucuna varmak 
ii;;in: 

- sonlu maddeli Sayilann sua duzeninin, bunlara 

tekabfil eden diyadik rasyonellerin geleneksel sua du­

zeniyle izomorf oldugunu, yani Sayilann sua duzenin­

de N1 < N2 ise rasyonellerin ah$Ild1k sua duzeninde 

Ra(N
1
) < Ra(N2) oldugunu dogrulamak gerekir; i;;ok 

eglenceli olan bu matematiksel al�tumamn nasil yap1-

lacagi notlarda18 ozet olarak verilm�tir; 

- butUn diyadik rasyonellerin sonlu maddeli Sayilara 

uygulanan Ra fonksiyonuyla elde edildigini ispatlamak 

gerekir; bu, her pozitif diyadik rasyonel sayinm belirli 

bir tam sayi ("fistten" tam sayi pari;;as1) ve iq veya - iq 
turunde diyadik rasyonel sayilann cebirsel toplam1 bi­

i;;iminde gosterilebilecegini ispatlamaya denktir; zira 

bir kez boyle yapild1ginda, degeri Ra ii;;in bu $ekilde 

pari;;alara aynlm� rasyonel sayi olan N Sayis1 yeniden 
olu$turulabilir;19 

- rasyonel sayilann �lemsel boyutlannm, yani topla­

ma, i;;arpma, bolme, kISacas1 bir cismin cebirsel yap1s1-

m olu�turan $eyin Sayilarda tammland1g1 varsayilan ve 
sonlu maddeli Sayilara uygulanan aym i�lemlerle izo-

18 Sualarnalann izornorfizrni ilkesi, yani �ayet N sonlu rnaddeli bir Sa­
yiysa ve Ra(N)=r ise N1 < N2 -+ RA (N) < RA (N2) olrnas1 olduk.;a 
basittir ( < �aretinin Sayilarda suahhk bagmusmda i.;errnenin solunda 
ve rasyonel sayilarda normal suahhk bagmusmm sagmda olduguna 

i�aret edelirn). Bunun sonucunda, N'nin 1 + 1 + · · ·  - t  + · · ·  �eklinde 

ayn�tmlrnasmda "sona" eklenenler h1zla azahr. Bu, yaygm bir basit 
cebirsel hesaptlr. 

19 Bkz. Gonshor, a.e.,  s. 30-3 1.  
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morf oldugunu ispatlamak gerekir; bu, bir istisna d1-
�mda 18. bohimdeki soru�turmalarla alakahdir: Negatif 
diyadik rasyonel sayilan elde etmek i�in genel olarak 
negatife ge�i�i tammlayan simetrikle�tirme proseduru­
nu kullanacag1z: yani bi�imle at1gm tersyliz edilmesini. 
Elbette her zaman sonlu maddeli bir Sayi elde edecegi­
mizi ileri surecegiz (fakat 0 bu sefer at1kta olacak) . 

l�lerin ontolojik k1Sm1yla ilgili olarak amac1m1za 
ula�t1k. Varhgmda du�unulen, Sayi olarak kaydolan bir 
diyadik rasyonel sayimn �ok basit bir i�sel tamm1 var­
dir: Maddesi sonludur. 

Varhk bak1mmdan bu, rasyonel sayilar ne kadar yo­
gun -iki ard1�1k tam say1 arasmda sonsuzca dolu�acak 
kadar yogun- olursa olsun bunlann yine de sonluya ait 
olmasm1 apklar. Sonsuzun sayisal ontolojisi reel sayi­
larla ba�lar. 

16.24 Reel say1lar. 
Reel sayilann geometrik "sureklilik"in normunu 

saglad1g1m biliyoruz: Bunlar bir �izgi uzerindeki nok­
talarla temsil edilirler. Newton ve Leibniz sonrasmda 
modern matematiksel du�uncenin �aheseri ve kilit 
ta�1 olan butun analiz muessesine dayanak olan bu 
reel sayilardir. 

Uzun sure boyunca sureklilik ve buna tekabul 
eden fonksiyonlar ya geometrik in�alarda (Yunan ve 
klasik oncesi �ag) ya da ilkel ve pragmatik tarzda (17. 
ve 18. y11zy1llar) du�unulmu�tu. Ozerinde hesaplama 
yapabilecegimiz kendilikler olarak reel sayilara <lair 
titiz bir kavram 19. ylizyilda, Cauchy sonrasmda orta-
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ya (:1km1�tu ve Dedekind belirleyici bir safhayi temsil 
etmektedir. 

Sayilar alanmda reel sayilann tammma hukmeden 
i�aya en yakm i�a oldugu i(:in Dedekind'in icat ettigi 
haliyle "kesim" O.zerinden reel sayilann i�asm1 k1saca 
hat1rlatmak isteriz. 

16.25 l 6. l 4'teki dO.�O.nceleri goz onO.nde bulundurarak bura­
da genel olarak rasyonel sayilann yerine kullanabilece­
gimiz diyadik rasyonel sayilardan hareket edelim. B'nin 
her rasyonel sayis1 H'nin her rasyonel sayismdan daha 
kO.(:uk olacak �ekilde B ve H diyadik rasyonel sayilar 
kumesini ele alahm. Aynca B'nin i(:sel maksimumu ol­
mad1g1m da koyutlayacag1z (kO.menin her r1 diyadik 
rasyonel sayis1 i(:in r1 < r2 olacak �ekilde kumenin bir 
r2 elemam vardu); ek olarak H'nin i(:sel minimumu 
olmad1gm1 da koyutlayacagiz. Son olarak, B ile H ara­
smda �u bagmt1lar oldugunu varsayahm: Bir H diyadik 
rasyonel sayisma istedigimiz "kadar yakm" olan bir B 
diyadik rasyonel sayis1 daima vardu.  Ba�ka bir deyi�le 
r2 H'nin bir diyadik rasyonel sayis1ysa ve r istedigimiz 
kadar kii(iik bir diyadik rasyonel sayiysa r2 ile r1 arasm­
daki fark r'den ku(:uk olacak �ekilde B'nin daima bir r1 
diyadik rasyonel sayis1 vardir. 

Diyadik rasyonel sayilan bir dogru uzerindeki nok­
talarla i�aretlersek durumu a�ag1daki gibi gorselle�tire­
biliriz: 

B A 

r e  B r' e A 

< r  
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B'nin H'ye asla girmeden "artt1g1" ve H'nin asla B'ye 
girmeden "azald1g1" ve iki kiimenin birbirine "dokun­
madan" istenildigi kadar yakm oldugu a{:Ik{:a goriilii­
yor. 

Dedekind bir reel sayiyi tam da B ile H "arasmda" 
yer alan nokta olarak tammlar; yani burada yarattlmt�, 
aym anda B'nin her elemamndan daha biiyiik ve H'nin 
her elemanmdan daha kii{:iik olan eleman. Bu elemam, 
B ile H'nin kesim noktas1 olarak tespit edecegiz. 

Bu yontemin ozelligi, kesimi verili bir evrende �eyle­
rin bir durumu olarak degil (Sayilar i{:in boyle ele alm­
m1�tI, bkz. 15.6), bu prosediirden once var olmayan 
bir matematiksel kendilige <lair tammlama prosediirii 
olarak ele almas1du. Ba�lang1{:ta sadece rasyonel sayilar 
vardu. Kesim bir rasyonel sayi degilse (B'nin iist smm 
ile H'nin alt smm {:ak1�usa bir rasyonel sayi olabilir) 
rasyonel sayilar alanmda var olmayan bir "varhk"m 
adm1 veya sunum bi{:imini bizzat tayin eder. Oyleyse 
reel say1lar burada �lemsel iiretimlerdir; varhk-olma­
yandan zuhur ederek B ile H'nin birbirine dokundugu 
kurmaca noktayi, bu kurmacamn aralanna girmesiyle 
gosterirler. lstenildigi kadar birbirine yakm iki kiime­
yi ayiran minik bo�luk d1�mda hi{:bir �eyin olmad1g1 o 
yere, sayi olarak bir kesim ger(ekle�tirerek bu bo�lugu 
dolduran reel sayi gelir. 

16.26 Sayimn ontolojik kavram�mda kurmacalara yer yok­
tur. Klasik reel sayilar, yani diyadik rasyonel sayilarda 
kesim ger{:ekle�tiren sayilar �ayet Sayilar alamna kay­
doluyorsa bunun nedeni reel sayilann bu alanda var 
olmas1 ve belirli bir ozellikle ayirt edilebilir olmas1du. 
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Suf bir gedigin adlan olarak yokluktan zuhur edemez­
ler. Sayilara <lair ontolojik kavrayi�ta her Sayi vard1r, 
hi�bir Sayi bir �lemin admda sonu�lanmaz veya �o­
zumlenmez. Burada baskm nominalizme kar�1 miica­
dele ediyoruz ve bu miicadeleyi yaygm bir �ekilde �­
lemsel bir kurmaca olarak kabul edilen saymm yerinde 
yap1yoruz. 

16.27 Ashnda reel sayilan Sayilar olarak tammlamam1z kolay 
anla�ilabilir bir �ey: 

Ya sonlu maddeye ya da OJ maddesine sahipse ve 
bi(imi gibi at1gi da sonsuzsa bir Saymm reel say1 
oldugu saylenir. 

Simdi soylenecekler ger�ek sayilan Sayilar alanmda 
"bizzat" temsil eden bu tamm1 me�rula�tmr. 

16.28 Soz konusu tammm kesimle reel sayilara <lair kavrama 
"yans1ulmas1" temelinde �ok basittir. 

Bir Sayi sonlu maddeye sahipse, gormii� oldugumuz 
gibi, diyadik bir rasyonel sayidu. 

Bir Sayi OJ maddesine sahipse bu Sayinm butiin alt­
Sayilan ro'den kii�iik maddeye, dolayis1yla sonlu mad­
deye sahiptir, �iinkii OJ sonsuz olan en kii�iik ordinal­
dir. Dolayis1yla biitiin alt-Sayilan diyadik rasyonel sa­
yilardir. Ozel olarak dii�uk ve yiiksek kumesi diyadik 
rasyonel sayilardan olu�an kumelerdir. Her Sayi dii�iik 
ve yiiksek kumelerinin kesimi oldugu i�in w maddeli 
bir Sayi, diyadik rasyonel sayilardan olu�an iki kiime­
nin kesimi olarak temsil edilebilir. Ba�ka tiirlu soyler­
sek, Sayi olarak dii�iiniilen bir reel sayi, Ba(N)/Ht(N) 
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�eklindeki kanonik sunumu biricik bir �ekilde diyadik 
rasyonel sayilarla gen;ekle�tirilen bir Sayidu. 

Son olarak ro maddeli bir Sayi sonsuz bir bi�im ve 
atiga sahipse dii�iik ve yiiksek kiimelerinin i�sel mak­
simumlan olmas1 durumunu savu�turabiliyoruz. Zira, 
N'nin bi�imi sonluysa tam sayilardan olu�tugu i�in 
(maddesi ro) p tam sayis1 gibi bir en biiyiik elemana 
olanak verir. p noktasmda N kesimi, a�1k�a N ile ayir­
tac1 N'nin bi�iminde olan en biiyiik alt-Sayi olan Nip 
alt-Sayis1m, dolayis1yla N'nin dii�iik kiimesinin en 
biiyiik alt-Sayism1 tammlar. Sayet at1k sonluysa, Nip 
N'nin yiiksek kiimesinin en kii�iik elemam olacak �e­
kilde bir p sayis1 vardu. A contrario, N'nin bi�imi ve 
at1g1 sonsuzsa, yani i�sel maksimum olmayan tam sayi 
dizileriyse ne dii�iik kiimesinin bir maksimum terimi 
ne de yiiksek kiimesinin bir minimum terimi vardu. 

Dolayis1yla tam olarak Dedekind kesiminin ko�ul­
larmdayizdu: maksimum ve minimumu olmayan di­
yadik rasyonel sayilann artan ve azalan ayn kiimeleri. 
Arada tek bir fark vardu; Dedekind'in bir kesimin ho� 
noktasmda kurmaca olarak tesis ettigi yerde biz "reel 
say1lan" tikel, onceden var olan Say1lar olarak tammlt­
yoruz. Bize gore bir reel sayi, tam da (dii�iik ve yiiksek 
kiimeleri, dolayis1yla alt-Sayilardan olu�an kiimeler 
oldugu ortaya pkan) diyadik rasyonel sayilardan olu­
�an iki kiime arasmda yer alan minimum maddeli o 
biricik Sayidu. 

Reel sayilann Sayilar olarak tammlanmasmda her 
�eyin i�kin olarak kald1gma i�aret etmek ozellikle ra­
hatlat1c1d1r. Dedekind kesimi iki rasyonel dizisinin 
d�mdaki sayi kurmacasm1 soz konusu dizilerin temas 
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noktas1 olarak tayin eder. Bizdeyse diyadik rasyonel 
sayilardan olu�an kiimeler reel Saymm alt-Saytlanndan 
olu�ur. Prosediirlerin bu �ekilde ickinle�tirilmesi, Sa­
yimn varhgm1 yakalayan ontolojik yolun tipik ozelli­
gidir. Bir diyadik rasyonel sayi olmayan Bir Sayinm bir 
reel sayi olup olmad1g1m ogrenmek icin uc bile�enini 
incelemek yeterlidir: 

- maddesi w olmahd1r; 
- bicimi sonsuz olmahdn; 
- at1g1 sonsuz olmahdn. 
Sonuca varmamiza olanak veren sadece bunlardu. 

Daha sonra, bu Sayimn diyadik rasyonel sayilardan 
olu�an iki kiimenin kesimi oldugunu ve dolayis1yla 
gercekten de (klasik anlamda) bir reel sayi oldugunu 
ortaya koyabiliriz. Fakat burada bile Sayinm d�ma 
pkm1yoruz, zira bu diyadik rasyonel sayilar Sayimn 
alt-Sayilandn. 

Sayilann uzammda kavranan geleneksel reel sayi­
lar yakla�1mmda dii�iincenin varhga ickinligi bir an 
icin bile olsa kendisiyle celi�mez. Bir saf cokluk tii­
riiniin tammlanmas1, i�lemsel kurmacalann yerine 
gecer. Reel sayilar burada tam sayilar veya rasyonel 
sayilardan daha gizemli degildir. Tek hususilikleri, 
Sayilan katedi�imizin sonsuz maddeler ongordiigii 
am i�aretlemesidir. Bu bak1� ac1smdan tam sayilar 
ve rasyonel sayilara k1yasla reel sayilann ontolojik 
tekilligi tek bir kelimeye dayamr: sonsuz. Her tiirlii 
konstriiktif karma�1khktan bag1ms1z olarak tek ba�1-
na sonsuz, sadece sayisal kesmenin gercekle�tigi �ey 
dikkate almd1gmda, reel Sayilarm ornek niteligindeki 
modemligini apkhga kavu�turur. 
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16.29 Boylelikle tikel t\irler olarak dogal tam sayilan, pozi­
tif ve negatif tam sayilan, rasyonel, reel sayilan ve or­
dinalleri kapsayan bir Sayi kavram1 elde ederiz. 20 Sayi 
kavrammm birle�tirilmesine dair modern sorunun 
iistesinden gelmi� oluruz (bkz. 1 .8). Fakat bu esnada, 
soz konusu kavramm sayisalhk alanmdaki tarihsel p­
kanmm tamamen kisnh kald1g1 ba�ka Sayilan da kap­
sad1gm1 gordiik. Rasyonel ve reel sayilar sonlu maddeli 
Sayilarm tamam1m ve OJ maddeli Sayilann sadece bir 
kismm1 ic;:erir. Her �ey sanki bizim dii�iincemiz saf c;:ok­
luklara miimkiin sayisal e�im bak1mmdan varhgm 

20 Bu noktada Sa}'llanm1zm, fizikte kullamm1 onemli olan karma�1k sa­
}'llar ve dordey sa}'llann temsiline izin vermedigine soylenerek itiraz 
edilecektir. 

Fakat karma�1k sa}'llar ve dordey sa}'llar sa}'l m1d1r? Kammca her 
tiirlii "dogrusalhg1" terk ettigimiz ve 1. boyuttan aynld1g1m1z anda i�i­
miz Sa}'llardan ziyade Sa}'llardan hareketle olu�turulan i�alarla oldu­
gu mant1kh bir �ekilde savunulabilir. 

Temelde, karm�1k Sa}'llarm i.;sel ozii geometriktir, bu "sa}'llann" 
hakikatini ortaya .;1karan, "karma�1k diizlem" dir. Karm�1k sa}'llar et­
rafmda saf cebir (cisimlerin uzant1S1) ile topolojik kavram olarak uza­
mm ontolojik �emas1 arasmdaki derin bag orgiitlenir. Bu "sa}'llann" 
hem birle�imsel (bir karma�1k sa}'l, bir reel sa}'llar ikilisidir) hem de 
geometrik boyutu bundan kaynaklamr. Aslmda bunlar saymayan sa­
}'llardu ve kavramsal bir "fizige" zaten .;ok yakm olan temsil ve ka}'lt 
�emalan sunarlar. 

Aynca dikkate alman i�lemsel alan bak1mmdan bOyle bir herhan­
gi "sa}'lnm" bir ba�kasmdan daha biiyiik veya daha kii.;iik oldugunu 
soylemek bile miimkiin degilken "sayi"dan bahsetmek bana mant1ks1z 
geliyor. K1sacas1, kammca bir saydar cismi, s1rah bir cisim olmahdu; 
halbuki ne kanna�1k sayilar ne de dordey sa}'llar oyledir. 

Son olarak, varhgm bir bi.;imi olarak dii�iiniildugii ol.;iide Sayi kavra­
mm1, bir dogruya <lair sezgiye gore kullamlabilen sayilarla k1s1tlayaca­
g1m. Bu, Sayimn varhgma dair tammda ordinallerin olu�turdugu temel 
"varhk dogrusu"nun oynad1g1 belirleyici rolle apk hale getirilmi�tir. 
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savurganhgmm sadece ba�langu;taki kucuk bir lasm1m 
aydmhga kavu�turmu� gibidir. Sayi du�uncesinin gele­
cegi sm1rsizdu. 

16.30 Sonsuz kii{iiklukler. 
16.22'de hem ro'den kucuk hem de limiti ro olan bu­

tun sonlu ordinallerden buylik bir N Sayis1 bulmanm 
mumkun olduguna i�aret etmi�tik. Bu Sayimn ro'ye 
"sonsuzca yalan" oldugu soylenebilir ve bizi sonsuz 
kucuk Sayi kavramma yonlendirir. 

17. ve 18. yiizyil matematikcileri tarafmdan ser­
bestce kullamlan sonsuz kucuk Sayi fikri 19. y\izyilda 
a�ikar tutarsizhklan nedeniyle kap1 d1�an edilm�ti. Ye­
rini limit (Cauchy) ve kesim (Dedekind) kavramlanna 
b1rakt1. 35 yil once saf modeller mant1gmm oldukca 
yapay ama tutarh cercevesinde tekrar ortaya c1ku: Ro­
binson'un standart-d1�1 analizi.21 Sayilar alanmda "son­
suz kucukler" en dogal �ekilde bolca bulunur. Sayilann 
buylilu kralhgmda bu minik yolculugu sonsuz kucuk­
luklerle tamamlayacagiz. 

16.31 Maddesi w olan ve bo�lugun tekligi olan biciminde tek 
eleman olarak bo�luk olan i = (w,(O)) Sayis1m du�une­
lim. Biciminde 0 oldugu icin pozitif bir Sayidir bu. 

Gelgelelim maddesi reel Sayilarm maddesiyle aym 
olan bu pozitif Sayi, tiim pozitif reel Sayilardan daha 
kii{iiktiir. 

Gercekten de, bir reel sayi pozitifse, i Sayismda ol­
dugu gibi, biciminde 0 olur: 0, i ile pozitif bir reel sa-

21 Bkz. A. Robinson, Non-standard analysis, a.g.e. 
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yiyi ayirmaz. 0 d1�mdaki tum tam sayilar i'nin at1gm­
da oldugu ii;in, i ile bir R reel Sayismm ayirtac1, R'nin 
bii;iminde yer alan O'dan farkh ilk tam sayi olacaktu. 
Reel sayilann tamm1 R'nin bii;iminin sonsuz olmas1m 
gerektirdigi ii;in bu ayirtacm var olmas1 zorunludur. 
Ayirtai; i'nin at1gmda oldugu ii;in i, R'den daha kui;uk­
tur. Oyleyse her reel Sayi ii;in 0 < i < R olacak �ekilde 
bir i Sayis1 vardu. i, S1fir ile Sayi olarak du�unulen tum 
reel sayilar "arasmda" yer ahr. Bu sayinm reel sayilar 
ii;in sonsuz kui;uk oldugunu soyleyecegiz. 

16.32 Bu tamm1 genelle�tirelim. 
lstedigimiz kadar S1fira yakm alman her r pozitif di­

yadik rasyonel sayis1 ii;in, S1fir ile r arasmda yer alan 
kumenin bir N1 Sayis1 varsa, hepsi aym maddeye sahip 
bir pozitif Sayilar kiimesinin rasyonel olarak S1fua yo­
neldigini soyleyecegiz. Ba�ka bir deyi�le her r diyadik 
rasyonel sayis1 ii;in 0 < N1 < r olacak �ekilde N1 vardu. 
Klasik "yonelme" nosyonunun burada diyadik rasyo­
nel sayilara bagh hale getirildigini goruyoruz. Sayilann 
s1mrs1z alamnda hangi oli;um oli;eginin kullamld1g1m 
belirtmek gerekir, zira gorecegimiz gibi daha ince bir 
oli;ek bulmak daima mumkundur. 

Pozitif reel Sayilar kumesinin rasyonel olarak S1fua 
yoneldigi a�ikardu. Rasyonel olarak S1fira yonelen ba�­
ka Sayi kumeleri de bulunabilir: omegin maddesi S(w) 
olan ve bii;imi en azmdan 0'1 ii;eren (S(w) ,(O, . .  J) turii 
pozitif Sayilar. 

0 halde �oyle ileri surebiliriz: 

Bir Sayt, 
- kiimenin Saytlanyla aym maddeye sahipse; 
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- pozitifse; 
- kumenin tum Sayzlanndan daha ku(ukse; 
rasyonel olarak S1fira yonelen bir Saytlar kumesi i(in 

bir sonsuz ku(ukluktUr. 

Reel Sayilar kumesi ic;in (ro,(O)) Sayis1 bu nedenle 
bir sonsuz kuc;ukluktur. Tersine, (S(co) ,(O, . .  .)) Sayi­
lar kumesi ic;in sonsuz kuc;ukliik yoktur, zira bu kume 
S(ro) maddeli en kuc;iik pozitif Sayi olan (S(ro),(O)) Sa­
yism1 i(erir. 

Sonsuz kuc;uk kavram1m S1fua yonelen kumenin 
Sayilanyla aym maddeye sahip Sayilarla kIS1tlama zo­
runlulugunun nedeni, boyle bir k1s1tlama olmad1gmda 
istenildigi kadar sonsuz ku(ukluk olmas1du. Bunun ic;in 
maddeyi arurmak yeterlidir: (S(co), (O)) Sayis1 pozitiftir 
ve maddesi co olan her pozitif Sayidan kesinlikle daha 
kuc;uktur. Ozel olarak i = (co,(O))'dan kuc;uktur, zira 
ayirtac; i'nin maddesinin d1�mda ve (S(co) ,(O))'nin au­
gmda olan ro'dir. Sonsuz kuc;iikluk kavram1mmn ne 
duzeyde goreceli oldugunu goriiyoruz: Sayilann sua 
duzeninin yogunlugu, bir pozitif Sayi "goreceli" olarak 
ne kadar kuc;uk olursa olsun yine de S1fu ile bu Sayi 
arasmda yer alan Sayilardan olu�an tutars1z bir c;okluk 
olmasm1 saglar. 

lstersek klasik tamm1 muhafaza edebiliriz: Tum po­
zitif reel sayilardan daha kuc;iik olan her pozitif Sayi 
sonsuz kuc;uktur. Fakat bu durumda sonsuz kuc;ukluk­
lerin kontrolsuz bir �ekilde dolup ta�t1gm1 goriiriiz. 51-
fmn "civan", Sayilann tam sayi alam "kadar c;ok" Sayi 
ic;erir. Bunun nedeni, oldugu haliyle c;oklu-varhgm 
tutars1z oldugu noktada, "kadar c;ok" nosyonunun her 
turlii anlam1 yitirmesidir. 
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16.33 Kesimlerin kesimleri. 
Maddesi OJ olan ve bic;imi 0 ve 1 tam sayilanyla smir­

lanan C = (ro,(0,1)) Sayism1 ele alahm. Bu Sayi bir reel 
sayi degildir, c;unku bic;imi sonludur. Pozitiftir, c;unku 
0 bic;imindedir. Maddesinin ait oldugu reel sayilarda 
bu Sayimn yerini nasil tespit edebiliriz? 

l'in bic;imde olmad1g1 bir pozitif reel sayi kesinlik­
le C'den kuc;uktur: Boyle bir reel sayinm augmda ve 
C'nin bic;iminde olan 1 ayirtac;tir. 

Bic;iminde 1 olan pozitifbir reel sayi kesinlikle C'den 
buyliktur. l'den buylik tum tam sayilar C'nin augmda­
dir, ama bir reel sayinm bic;iminde olanlar vardir, c;un­
ku bu bic;im sonsuzdur. Ayirtac;, reel saymm bic;iminde 
olan l'den buylik en kuc;uk tam sayi olacaktir ve at1kta 
oldugu ic;in C daha kuc;uk olacaktir. 

Dolayis1yla C tam olarak at1gmda 1 olan reel sayilar­
la bic;iminde 1 olan reel sayilar arasmda yer ahr. Bu iki 
sm1fbutun reel sayilan ikiye boler ve bu, s1rah olan bir 
bolmedir (at1gmda 1 olan tum pozitif reel sayilar, bic;i­
minde 1 olan butun pozitif reel sayilardan kuc;uktur) . 
Dolayis1yla aynk iki reel sayilar s1mfi "arasmda" ,  reel 
sayilarm bolumlenmesinin duragmda bir Sayi yerle�tir­
mek tamamen mumkundur. Aynca reel sayilann ken­
dileri de rasyonel sayilar uzerinde bir kesim olduklan 
ic;in C Sayis1 bir kesimler kesimi olacaktir. 

Genel olarak "aym turtle" , yani �u veya bu ozelli­
ge sahip (reel sayilan tammlarken gormu� oldugumuz 
gibi) kesimler veya kanonik sunumlarla tammlanm1� 
bir Sayilar kumesinin sirah bir ikiye bolunmesi verildi­
ginde, her alt parc;adan daha buylik ve her list parc;adan 
daha kuc;uk olan, bir bolumlemenin duragmda yer alan 
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minimum maddeli bir Sayi "kesimlerin kesimi" olarak 
adlandmlacaktir. (ro,(0,1)) Sayis1, sayisal "pozitif reel 
Sayilar" uzammda bir kesimler kesimidir. 

Kesimlerin kesimlerinin varhg1 bir kez daha, ne 
kadar kayna�tmc1 gortmiirse goriinsun Sayilann ard1-
�1khgm a�m yogun dokusunu bir noktada kesmekteki 
sonsuz kapasitesinin kamt1dir. 

16.34 Tefti� edip k1s1tlanmas1 gereken daha nice Sayi var! Fa­
kat bundan keyif alan eserler ortaya c;1kmaya ba�hyor. 
Filozoflar haddi zatmda merakh degildir. Izledikleri 
yol kendi ilgileriyle belirlenir. Varhgmda dii�iiniilen 
her sayimn bir Sayi olduguna kani halde kralhktan ay­
nlmadan once hesaplamaya veya daha ziyade hesapla­
manm varhgma geri donmeleri gerekir. Zira filozoflar 
hesap uzmanlan da degildir. Fakat ruhumuzu oren bu 
sayilan, i�lemsel mekanizmasmm tiiretimine vanncaya 
dek Varhgm kadim ve hiikiimsiiz �effafl1gma iade et­
mek isterler. 
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1 7.  Dogal bir ara 

17.l Ordinaller (ve kardinaller) alam du�unce ii;in a�m bir 
cazibeye sahiptir. lleri surdugum �eyin duyguyla, hatta 
duygulammla bir kamt1, uzun uzad1ya du�unuldugun­
de bu cazibenin Dogamn cazibesi oldugudur: bir 1,;e�it­
lilik bollugu ve aym zamanda sessiz bir monotonluk. 
Hii;bir �ey aym degildir, her �ey sonsuza gider, fakat bu 
sayisiz i;okluk ve bii;imin, birbirine dolanm1� bu sesle­
rin ozde� olamn duraganhg1m savurganca dag1tmasma 
neden olan temel bir nota, inat1;1 bir bas sesi duyulur. 
Sayet �airlerin metaforlan referans olarak gokle agai;, 
1,;ii;ekle deniz, goletle ku�u ahyorsa bunun nedeni, do­
gamn smirsiz gorunumlerinin perdeledigi ve takdim 
ettigi Aymmn bu mevcudiyetini soylemek istemeleridir. 
Aym �ekilde sonsuz sayismm sonsuzlugunda, Butunu­
nun tutarsizhgmda daima tekil olan ordinaller de saf 
varhklannda du�unceye kendilerini sundugu haliyle 
dogal i;okluklarm gei;i�li istikran ve ii;sel homojenligi­
ni tekrarlarlar. Tek tek ve bir "kUme" olarak ordinaller 
iizerine tefekkurun entelektUel guzelliginden kopmak 
gui;tur. Her tam sayiyi �ahsi dostu olarak goren buyiik 
Hindi matematiki;i Ramanujan1 akhma geliyor. Rama-

Ramanujan'm rnatematiksel �ahsiyeti hakkmda buylik sayi teorisyeni 
G. H. Hardy'nin otobiyografik kitabma ba�vurabilirsiniz; A Mathema­
tician's Apology, Cambridge, Cambridge University Press, 1940. 
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nujan Saymm bu �iirini haizdi; ve dogamn Siiri onun 
dildeki simetrigidir. lspatlamayi degil, ordinal sahas1-
nm hayalperesti olarak orada meslekta�lanmn �a�km­
hkla kar�ilad1g1 te�his egrileri (izmeyi severdi. Keli­
menin her anlam1yla uzaktan gelen Ramanujan bizim 
kat1 modem aynmlanmiza ah�km degildi. Sayilan dog­
rudan oldugu haliyle goriiyordu: yani varhgm, c;:oklu 
kaynag1m ve titiz ozde�ligini, �air ic;:in duyarhhgm "e�­
duyumlan"m

2 
diizenleyen jestin ayn1s1yla savurganca 

kulland1g1 dogal hazineler olarak. 

17.2 Elimizde Sayiya <lair bir kavram var ve bu kavramm 
geleneksel sayilanmm kapsad1gm1 biliyoruz. Tam sa­
yilar, rasyonel sayilar, reel sayilar, ordinaller c;:oklu-var­
hklannda dii�iiniildiigiinde Sayilardir. Simdi bu kavra­
mm geleneksel sayilanm1z1 sadece varhklarmda degil, 
aym zamanda i�lemler ac;:1smdan da ic;:erdigini ispatla­
mam1z gerekiyor; pek c;:ekici olmayan bir i�. Hesapla­
manm yonlendirdigi zihniyetten ne kadar uzak olursak 
olahm Sayilarla hesap yapilabildigini ve bu hesaplama­
lann Sayinm klasik tiirleri ic;:in olagan hesaplamalarla 
c;:ak1�tigm1 da ispatlamamiz zorunlu. Cebiri, toplamayi, 
c;:arpmayi, vs. ele almam1z laz1m. Aksi takdirde sadece 
varhk ac;:1smdan konu�urken bu Sayilann sayilar oldu­
gunu soyledigimizde bize kim inamr? 

17.3 "l�lem" veya hesaplama demek, iizerinde tek tek de­
gil, en az ikili olarak c;:ah�t1g1m1z "nesneler"i dii�iinii­
yoruz demektir: x ile y'nin toplam1, x'in y'ye boliimii, 

2 Baudelaire'in �iirine bir gonderrne.�n 
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vs. Saymm maddesi ordinallerle orOldiigii i�in ordinal 
�iftlerini ele almam1z, dii�iinmemiz gerekir. Bu da do­

gal �okluklann biiyiilii alamnda biraz daha kalmamlZl 
saglar. Tum bu ara, ordinal �iftleri, iki iki alman ordi­

naller iizerine birka� dii�iince ve onermeye vakf edil­

mi�tir. Aynca gorecegimiz gibi bu ikililer de tamamen 
dogaldu: Bunlan, kendisi de biiyiik bir cazibeye sahip 

bir prosediirle "basit" ordinallere baglayabiliriz. 

17.4 Ordinallerin strah {ijtlerinden bahsedecegiz ve bunlan 
<Wl'W2> ile gosterecegiz. "S1rah" tabiri, �ift i�indeki 

terimlerin sirasmm dikkate ahnacag1 anlamma gelir: 

Boylelikle, (el 'e2) ile gosterilen (bkz. 7.  7) ve sualanm 

dikkate almaks1zm iki terimin sadece "kiimele�tiril­

mesi" olan basit �iftimize <lair kavram1m1zda olandan 

farkh olarak, birinci terim olan W1 ve ikinci terim olan 

W2'den bahsedecegiz. Ba�ka �ekilde soylersek: W1 ve 

W2 farkh ise <Wl'W2> sirah �ifti, <W2,W1> suah �iftiy­

le aym degildir. Basit �ifti, suah �iftten daha iyi ayirt 
etmek i�in ikincisini ikili olarak adlanduacag1z. 

<W1,W1> tiirO "ikililer" de miimkiindur. Bu durum­

da W1 hem birinci hem de ikinci yerde yer ahr. 

Suah �ift veya ikili kavram1 matematikte belirleyici 

bir rol oynar: Bagmular ve fonksiyonlar dii�iincesinin 

tamamma dayanak olan odur.3 Bir saf �okluk figurOne 

indirgenebilir ve boylelikle bagmular ve fonksiyonlann 
�oklukla ili�kili olarak herhangi bir eh varhga gonder-

3 Kume teorisinin bagmnlar ve fonksiyonlan saf \:Okluga indirgemesi ve 
bu hususta ontolojik bir tarn�ma ic;in, bkz. A. Badiou, L'f.tre et l'Evene­
ment, a.g.e., Ek 2, "Une relation, ou une fonction, n'est qu'un multiple 
pur", s. 483-486. 
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me yapmad1gm1, baglant1h nesnelerle bunlan birbirine 
baglayan bag arasmda hir;bir ontolojik aynm olmad1-
gm1 gosterir. Fakat burada soz konusu kavram1 naif 
a�ikarhg1 ir;inde ele ahyoruz. 

17.5 Bir <Wl ,W2> ikilisinin maksimum ordinalini 
Max(<Wl,W2>) ile gosterecegiz: Wl ve W2 farkhysa, 
Max(<Wl,W2>) bu iki ordinalden daha buyfik olam­
dIT ve ikili <Wl,Wl> turundeyse Max(<Wl ,W2>) Wl 
ordinalidir. Ordinallerin ait olma bagmt1s1yla tamamen 
s1rah oldugunu hat1rlatmahyim (bkz. 8. 10) :  wl ve w2 
farkhysa biri digerinden kesinlikle kur;iiktur (biri dige­
rine aittir) . 

Bu tamamen temel olan bir ikilinin maksimum teri­
mi nosyonu daha sonra onemli bir rol oynayacak. Do­
layis1yla iyice kavranmas1 bir hayli miihim. 

17.6 <Wl'W2>, C1 ile gosterecegimiz bir ordinaller ikilisi ve 
<W3,W4>, C2 ile gosterecegimiz bir ba�ka ikili olsun. 
Bu ikililer uzerinde bir s1ra bagmtIS1m �u �ekilde ta­
mmlayacag1z: A�ag1daki ii<; ko�uldan biri ka�iland1-
gmda C1'in C2'den daha kiir;iik oldugunu soyleyecegiz 
ve bunu cl< c2 ile gosterecegiz: 

1) cl ikilisinin maksimum ordinali cl ikilisinin 
maksimum ordinalinden daha biiylik. Ba�ka bir deyi�­
le: Max(C1) E Max(C2) ise C1< Cr 

2) cl ikilisinin maksimum ordinali c2 ikilisinin mak­
simum ordinaline e�it, fakat cl ikilisinin birinci terimi 
C2 ikilisinin birinci teriminden daha kiir;uk. Ba�ka bir 
deyi�le, Max( C1) = Max( C) oldugu durumda W1 E W3 
ise C1< C2 olur. 
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3) cl ikilisinin maksimum ordinali, c2 ikilisinin 
maksimum ordinaline ve C1 ikilisinin birinci terimi 
c2 ikilisinin birinci terimine e�ittir, fakat cl ikilisinin 
ikinci terimi c2 ikilisinin ikinci teriminden daha kucuk­
tur. B�ka bir deyi�le Max(C1) = Max(C2) ve W1 = W3 
oldugu durumda w2 E w4 ise Cl< c2 olur. 

Bu uc ko�uldan hicbiri gercekle�mezse bunun nede­
ninin C1 ile C2'nin ozde� olmas1 oldugu apktir: lkisinin 
de birinci terimi ve ikinci terimi aymdu. A contrario, 
iki ordinal ikilisi farkhysa ya birincisi digerinden daha 
kucuktur ya da digeri birincisinden daha kucuktur: Ba­
gmt1 tamdtr. 

Bu sua dogrudan Max( C) i�lemcisi dikkate almarak 
yap1hr: Fakat �lemci sadece ozde�lik veriyorsa suas1y­
la once her ikilinin birinci teriminin, sonra -�ayet bu 
k1yaslama da sadece ozde�lik veriyorsa- her ikilinin 
ikinci ordinalinin k1yaslanarak incelenmesiyle gercek­
le�tirilir. Maksimum birinci terime baskmdir ve birinci 
terim de ikinci terime baskmdir. Birkac omek verelim: 

- <6,0>, <7,0>'dan daha kucuktur, cunku birincisi­
nin maksimumu olan 6, ikincisinin maksimumu olan 
Tden daha kucuktur. 

- <0,co>, <l ,ro>'den kucuktur, cunku her ikisinin 
maksimumu e�it oldugu icin (bu, al dir) , birincisinin 
ilk terimi olan 0, ikincisinin ilk terimi olan l'den daha 
kucuktur. 

- <S(ro), co>, <S(ro), S(ro)>'den kucuktur, cunku mak­
simumlan (ro'nin ard1h olan S(ro)'dir) ve birinci terim­
leri e�it (S(ro)'dir) oldugu icin, birincisinin ikinci teri­
mi olan co, ikincisinin ikinci terimi olan S(ro)'den daha 
kucuktur. 
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<0,0> ikilisinin tum ikililerden ku.;iik oldugu fark 
edilecektir: zira maksimumu, birinci ve ikinci terimi 
O'dir ve 0 en ku.;iik ordinaldir. 

Aynca ikililerin tutars1z bir .;okluk olu�turdugu da 
apkur, zira ordinaller bir kiime olu�turmazlar. lkili'ler, 
ama bunun yam s1ra ordinal'ler veya Sayi'lardan bahse­
derken daima bu .;ogul ekinin i�aret ettigi bu �eye hi.;­
bir ozellik atfedemedigimizi akilda tutmak gerekiyor: 
Burada du�unulebilir veya sunulmu� bir butunluk soz 
konusu degildir. Ozel olarak, biraz once tammlad1g1-
m1z sira i.;in minimum bir ikili varsa (<0,0> .;ifti), bu 
sirahhk i.;in kesinlikle maksimum ikili yoktur. 

17.7 Tammlam1� oldugumuz ikililer arasmdaki bagmtmm 
ger.;ekten bir s1rahhk bagmt1s1 (dolayis1yla ge.;i�li: 
C1 < C2 ve C2 < C3 ise C1 < C3) oldugunu gostermeyi 
okura birak1yorum. 

Cok daha ilgin.; olam burada iyi s1rah bir bagmt1-
nm soz konusu olmas1du. lyi sirahhgm tamm1m 6.4'te 
vermi�tim: Bir < bagmt1s1yla s1ralanm1� terimlerden 
olu�an herhangi bir kume verildiginde bu kumenin s1-
rahhk bagmt1s1 i.;in minimal olan bir ( ve sadece bir) 
elemam vardu ve bu eleman soz konusu kumenin en 
ku.;uk elemamdir. 

E, ordinal ikililerinden olu�an herhangi bir (ho� 
olmayan) kume, dolayis1yla tum elemanlan ordinal 
ikilileri olan bir kume olsun. E'nin, maksimumu E'de 
minimal olan tum ikili elemanlanm dii�unelim. Ba�ka 
bir deyi�le Max(C), bir ikilinin maksimumu s1fat1yla 
E'nin elemanlan arasmda yer alan en ku.;uk ordinal 
olacak �ekilde C e E olan tum ikilileri du�unelim. Bu, 
ordinallerin ozelligi olan minimallik ilkesi sayesin-
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de mumkiindiir (bkz. 8. 10) .  "E'ye ait bir C ikilisinde 
maksimum ordinal olma" ozelligi du�uniildugunde 
bu ozelligi dogrulayan bir en kucuk ordinal vardir. 
Boylelikle E'nin, tum C elemanlan aym minimal mak­
simuma sahip bir E' alt-kumesini elde ederiz. lkililer 
uzerinde sirahhg1 tammlayan birinci ko�ul nedeniyle 
E' alt-kumesinin butun elemanlannm, geri kalan veya 
( varsa) E - E' icinde yer alan butiin elemanlardan daha 
kucuk oldugu fark edilecektir. 

Simdi E' alt-kumesinde, birinci terimi E' alt-kiime­
sinde minimal olan ikililer kumesini du�unelim. B�­
ka bir deyi�le E' alt-kumesindeki ikililerin tum birinci 
terimleri arasmda W1 en kucuk olacak �ekilde, tum 
C= <W1,W2> ikilileri. Bu kumeyi de aym nedenle ele 
almak mumkundiir: "E' alt-kumesinin bir ikilisinde 
birinci terim s1fauyla yer alan bir ordinal olma" ozelli­
gini du�unmek ve bu ozellik icin minimal ordinali al­
mak bunun icin yeterlidir. Boylelikle aym maksimuma 
(cunkii E' alt-kumesindedirler) ve aym ilk terime (E' 
alt-kumesinde minimal) sahip ikililerden olu�an bir E" 
kumesi elde ederiz. lkililer uzerinde sirahhg1 tammla­
yan ikinci ko�ulu dikkate ald1g1m1zda E" kumesinin 
butiin elemanlannm E" kumesinin geri kalanmda ya da 
(kendisi de E - E' kumesinin elemanlanndan kucuk 
olan) E' - E" kumesinde yer alan butiin elemanlanndan 
kucuk oldugu fark edilecektir. 
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Her bir i;emberdeki ikililerin d1� halkalardan kui;uk 
oldugu e�merkezli bir tur ii; ii;e gei;me ortaya pkar. 

Son olarak E" kumesinde "E" kumesinin bir ikilisin­
de ikinci konumda yer alan bir ordinal olma" ozelligini 
du�unelim. Bu ozellik ii;in minimal bir ordinal vardu. 
Fakat bu kez elde edilen kiime tek bir ikiliden olu�ur. 
Zira E" kiimesinde ikililerin birinci terimi sabitlenmi�­
tir (E' kumesinin ikilileri ii;in minimal olan birinci te­
rimdir) . lkinci terim (bu yer ii;in minimal olarak) sabit­
lendiginde bir ikili tamamen belirlenmi� olur. Bu ikili, 
ikililer iizerinde suahhg1 tammlayan iii;iincu ko�ul ge­
regi E" kumesindeki diger ikililer arasmda en kui;iik 
olamdu. Gelgelelim bu digerleri de E' - E" kumesinin 
ikililerinden kui;uktur ve bunlar da E - E' kumesinin 
ikililerinden kiii;iiktiir. Dolayis1yla E" kiimesinde elde 
edilen minimal ikili aslmda E kiimesinde minimaldir 
ve bu da bizim ispatlamaya i;abalad1g1m1z �eydi. 

Ordinal ikililerinin s1ras1 ii;in bu minimallik ozelligi 
bize iii; temel ozgiirliik verir: 

1) Bir C ikilisi verildiginde, tammlad1g1m1z suah­
hkta tam ondan sonra gelen biricik ikiliyi tayin etmek 
mumkundiir. Bunun ii;in, C'yi ii;eren uygun bir kume­
de ondan biiyiik olanlardan olu�an alt-kiimeyi dikka­
te almak yeterlidir. Bu alt-kumede C'den daha buyiik 
olanlar arasmda en kui,;uk olan minimal bir eleman, 
yani C'nin "ardih" bulunur. 

2) lkililerin bir ozelligi bir kiime tammhyorsa (bu 
ozellige sahip ikililerden olu�an kume) hii; i;ekinme­
den bu kiimenin en kiii;iik ikilisinden, dolayis1yla bu 
ozellige sahip en kui;uk ikiliden bahsedebiliriz. 
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3) lkililerden olu�an bir kume verildiginde, t1pk1 
ordinal kumelerinde yapug1miz gibi (bkz. 12. 16) bu 
kumenin ust smmndan bahsedilebilir: Kumenin butun 
ikililerinden daha buyttk olan en ku�uk ikiliyi du�un­
mek yeterlidir. 

"lyi suahhk", du�uncenin i{sel minimallik ile dt�sal 
maksimallik arasmda hareket etmesine olanak verir: 
belirli bir kumenin en ku�ugu ile soz konusu kumenin 
tum elemanlanndan daha buyttk olan (d�andaki) ilk 
eleman. Buradaki tuzak boylelikle i�sel maksimallige 
eri�imin a�ild1g1m sanmaktu: Halbuki durum kesinlik­
le boyle degildir, zira ordinaller i�in oldugu gibi ikililer 
i�in de limite gelen, i�sel olarak maksimall�tirilemez. 

17.8 Ard1�1khktan, limitten bahsediyoruz. 9. bolumdeki tar­
u�malara geri dondugumuz soylenebilir. Bunun nedeni 
ordinaller ile ordinal �iftleri arasmdaki yakmhgm or­
tuk saikimiz olmas1du. 

17.9 Bir ornekle ba�layahm. W1'in O'dan farkh herhangi bir 
ordinal ve S(W/nin herhangi bir W2 ordinalinin ard1-
h oldugu <Wl'S(W2)> turundeki bir �ift hakkmda ne 
soylenebilir? Her �ey, bu ikilideki maksimum ordina­
le baghd1r. Wl'in maksimum, dolayis1yla S(W2) E wl 
oldugunu varsayahm. Bu ikiliyi, maksimum ordinali 
wl olan diger ikililerle k1yaslarsak a�ag1dakiler fark 
edilecektir: 

- bu ikili, W1'in sadece ikinci konumda yer ald1g1 
ikililerin hepsinden daha buyttktur (bkz. birinci konu­
mun baskmhg1, ikililer uzerindeki suahhgm 2. ko�;ulu); 
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- bu ikili, ikinci konumda S(W/den daha kur;uk bir 
ordinal bulunan tum ikililerden daha buyiiktlir (sira­
hhgm ur;uncu ko�ulu) ; bilhassa <W1,W2> ikilisinden 
daha hiiyiiktur; 

- bu ikili, ikinci konumda S(W)'den daha bu­
yiik bir ordinal bulunan tum ikililerden kur;uktur. 
S(S(W2))'nin W1'den kur;uk oldugu, yani W1'in mak­
simum konumunu degi�tirmedigi varsayild1gmda ozel­
likle <Wl'S(S(W))> ikilisinden daha kur;uktur. Fakat 
bu hipotezi kabul edelim. 

Bu durumda kabul ettigimiz hipotezler gere­
gince <W1 ,S(W2))> ikilisinin <Wl'W2> ikilisi ile 
<Wl'S(S(W))> ikilisi arasma girdigi ar;ik�a gorulur. 
Ozel olarak ikilinin, bu iki ikiliden birincisinin ardtlt 
oldugunu soyleyecegiz. 

Tersine, L'nin limit oldugu ve W1'in ikilide maksi­
mum oldugunu varsayd1g1m1z <Wl'L> ikilisi ele ahmr­
sa bu ikilinin ard1h oldugu bir ikili belirleyemeyiz. Ku�­
kusuz bu ikili, W2'nin L'den kur;uk oldugu <Wl

'
W2> 

turundeki tiim ikililerden buyiiktur (s1rahhgm ur;uncu 
ko�ulu). Fakat limit ordinal olan L soz konusu W2'le­
rin hir;birinin ard1h degildir. Dolayis1yla tek bir olas1hk 
vardir: <Wl'L> ikilisi, W2 E L olmak uzere ve elbette 
W1 maksimalse, yani L'den buyiikse, <Wl'W2> ikili­
lerinden olu�an kumenin iist smindtr (bkz. N6). Ay­
nca <W1,L> ikilisinin, W2 L'den kur;uk olmak uzere 
<W1,W2> ikililerinin limiti oldugunu da soyleyecegiz. 

Son olarak <0,S(W)> ikilisini ele alahm. Bu ikilinin 
maksimumunun S(W) oldugu ar;1ktir. Fakat bu mak­
simuma sahip olan ikililer arasmda en kii<;iik ikili oldu­
gu kesindir. Birinci terimi minimal (O'dir) oldugu ir;in 
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Max(C)=S(W) olan ve ilk terimi O'dan farkh olan her 
C ikilisi, yani ornegimizdekinden farkh olan bu turde­
ki her ikili ondan buyo.ktur. 

Maksimumu S(W) olan en kucuk ikili olan iki­
limiz, maksimumu ondan hemen daha kucuk olan -
eger varsa- "en bo.yo.k ikili"nin ard1h olmahdu. "Daha 
bo.yo.k" ve "hemen daha kucuk" nosyonlannm limit 
ordinallerin araya girmesiyle i�e yaramayabilecegine 
dikkat edin. Yine de bizim omegimizde durum boy­
le degildir: lkilimizin maksimumu S(W) oldugu icin 
ondan hemen kucuk olan maksimum vardu ve W2

'dir. 
Maksimumu W2 olan en buyo.k ikili ne olabilir? Elbet­
te birinci terimi maksimal olan ikilidir (suahhgm 2. 
ko�ulu) .  Fakat maksimumu W2 olan bir ikilinin birinci 
terimi W2

'ye e�it oldugunda maksimumuna ula�u. Zira 
W2

'yi gececek olursa maksimum degi�ir. Boylelikle iki­
lilerin suasmda <0,S(W)>'den hemen once gelen ikili 
<W2,W2>'dir. Aynca <0,S(W)>'nin, <W2,W2>'nin ardil 
ikilisi oldugunu da soyleyecegiz. 

17.10 Ordinaller icin yapm1� oldugumuz gibi ordinal ikilile­
rini de "ontolojikle�tirmek" istiyoruz: Ardil ikililere ve 
limit ikililere <lair icsel olan ve sadece suahhga bagh 
olmayan bir nitelendirme bulmak. Onceki paragrafta 
verdigimiz ornekler bize k1lavuz olacak. 

17.11 O'm yer ald1g1 ikililerle ba�layahm. 
O'dan farkh W1 icin <0,W1> �eklindeki ikililerin, 

maksimumu W1 olanlar arasmda en kucuk ikililer ol­
duguna i�aret etmi�tik. Bu soz konusu ikilileri ickin 
olarak tammlamam1za olanak verir: 
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- <0,S(W1)> �eklindeki bir ikili daima ardildu 
(<Wl'W1>'in ard1hdir) . <0,1> ikilisi bu �ekilde ardildu 
(<0,0> minimal ikilisinin ard1hdir) . 

- <0,L> �eklindeki bir ikili her zaman limittir: W1 
ve W2'nin L limit ordinalini katettigi <Wl'W2> ikililer 
dizisinin ust smmdu. <0,co> ikilisi, m ve n'nin sonlu 
ordinaller (dolayis1yla dogal tam sayilar; bkz. 1 1 .  bo­
liim) oldugu tum <m,n> ikililerinin limitidir. 

<W1,0> �eklindeki ikililer aynca i\'.sel nitelendirme­
leri apsmdan wl ordinalinin dogasma dogrudan bagh­
d1rlar: 

- <S(W1) ,0> �eklindeki bir ikili, birinci konumda 
maksimum olarak S(W1) olan ikililer arasmda en k11\'.11k 
olamdu. lkinci konumda maksimum olarak S(W1) olan, 
yani W2, S(W1)'den k11\'.11k olmak uzere <W2,S(W1)> 
turu ikililer arasmda en buy11k olamdu. Bu ikililerin 
en buy11gunden (S(W1)'in ikinci konumda maksimum 
degerini korumas1m saglayan en buy11k birinci terime 
sahiptir) hemen sonra gelir. Bu en buy11k birinci terim, 
S(W/in onceli olan W1'dir. <S(W1),0>'den once gelen 
ikililerin en buy11gu boylelikle <Wl'S(W1)>'dir. Su so­
nuca varabiliriz: <S(W1),0> turundeki her ikili ard1ldu. 
Boylelikle <1 ,0> ikilisi ard1ldu ( <0,l>'in ard1hdir) . 

- <L,0> turundeki bir ikili, W1'in L'den k11\'.11k ol­
dugu <W1,L> turu ikililerin hepsinden daha buy11ktur. 
Fakat digerlerinden daha buy11k olan boyle bir ikili 
yoktur, zira digerlerine gore L limit ordinaline "daha 
yakm" olan bir W1 yoktur (bkz. 9. 18) . Aynca <L,0>, 
O'dan farkh W1'ler i\'.in <L,W1> turu ikililer arasmda en 
k11\'.11gudur. <Wl'L> ikilileri ile <L,0> ikilileri arasmda 
bir tur kesim olu�turur. Bununla birlikte <L,W1> turu 
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ikililer arasmda minimal olan bir ikili vardu: <L,0>'1 ta­
kip eden <L,l> ikilisi. Burada minimallik (kesindir) ile 
maksimallik (ard1�1khg1 varsayar) arasmda ordinallere 
ozgii �arp1c1 bir simetri eksikligi bulunur. <L,0> ikilisi 
W1 e L i�in <Wl'L> dizisinin limiti veya iist smmdir 
ve <L,l> ikilisinin oncelidir. Solunda veya kendisinin 
"berisinde" sonsuz bir baghhk ve sagmda, kendisinin 
otesinde tek bir ek ad1mm bo�lugunu yaratu. 

17.12 <sl's2> veya <Ll'L2> tiirii "homojen" ikilileri incele­
yelim. Yine her �ey bu ikililerin maksimumuna bagh 
olacak: 

- s1 veya L1 maksimumsa mesele basittir: <sl's2> ar­
dildir. Biraz iizerine dii�iiniildiigunde bu ikilinin s1 
(Max.) ve s1'in onceli tarafmdan olu�turulan ikiliden 
.hemen sonra geldigi goriilecektir. <Ll'L2> ise, Wl' L2 
ordinalinin elemanlanm katetmek iizere <Ll'W1> tiirii 
ikililer dizisinin limitidir. 

- s2 veya L2 maksimumsa problem yine �ok zor de­
gildir. <sl's2>'nin ardil oldugu kesindir: s1'in onceli ve 
s2 maksimumu tarafmdan olu�turulan ikiliden hemen 
sonra gelir. <Ll 'L2> ise, W1 O'dan L1'e "kadar" L1 or­
dinalinin elemanlanm katetmek iizere, <Wl'L2> tiirii 
ikililer dizisinin limitidir. 

17.13 Karma ikililerle konuyu bitirelim. Y ontemde pek bir 
�ey degi�mez: 

- <s,L> veya <L,s> tiirii bir ikilide maksimum olan 
L ise bu ikililer ard1ldir: s'nin yerine onceli konularak 
elde edilen ikililerden hemen sonra gelirler. 

299 



1$lemsel Boyutlar 

- Maksimum olan s ise, W1 limit ordinalin eleman­
lanm katetmek uzere, <s,W1> veya <Wps> tO.rfi ikililer 
dizisinin limitidir. 

17.14 Sonunda ikililerin i<;;kin tammlanmasma <lair tabloyu 
elde ederiz: 

tii.r Max. omek niteligi 

<0,0> 0 Biriciktir ozel 

<0,s> s <0, 1> ard1l 

<0,L> L <0,CO> limit 

<S,0> s < 1 ,0> ardil 

<L,0> L <C0,0> limit 

<SI'S2> s1 <2,1> ard1l 

<SI, S2> s2 < 1 ,2> ard1l 

<LI 'L2> LI <Wl'CO> limit 

<LI 'L2> L2 <W,W1> limit 

<S,L> s <S(co) ,W> limit 

<S,L> L <l,W> ardil 

<L,s> s <W,S(co)> limit 

<L,s> L <W,l> ard1l 

Bu tablo, her tiirhi in�amn ontolojik kaidesi olan 
(bo�lugun kendisiyle olu�turdugu aph� ikilisi harii;) 
mukemmel bir simetri sergiler. 
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17.15 Ordinal ikilileri dizisinin baslangIC1m gorsellestirmek 
hayli eglencelidir. 

<0,0> ikilisinden soma <0, 1>,  daha soma < 1 ,0> iki­
lisinin geldigini gormustuk. Maksimumu 1 olan en bii­
yiik ikili olarak < l , l>'in < l ,O>'m ard1h oldugunu goru­
yoruz. Daha soma onceden belirtmis oldugumuz gibi 
maksimumu 2 olan en kucuk ikili olarak <0,2> gelir. 
Birinci yerde bulunan ordinali yatay eksende ve ikin­
ci yerde bulunan ordinali dikey eksende temsil ederek 
ikililerin ardis1khgm1 kareli bir grafikte gosterirsek 
soyle bir cizim elde ederiz:  

Bu cizimde ikililerin bir ordinal ekseni uzerine yan­
s1tilabilecek bir "zincir" gibi ilerledigi goruluyor. 6n­
celi belirlendiginde n'inci ikilinin nas1l "iiretilecegini" 
biliriz . Ordinaller ile ordinal ikilileri arasmda terim 
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terim bir e�leme kurarak bu sezgiyi bi�imselle�tirmek 
davetkardir, zira "limite ge�i�"in hi�bir engel olu�tur­
mad1gm1 gormu�tuk: Limit ikiliye <lair, yap1sal bak1m­
dan ardd ikiliden ayirt edilemez olan bir kavram vardir. 
lkilileri (bunlar bir duzlem veya bir yttzeyde temsil edi­
lebilirler) bunlan olu�turan �eylerin (basil ordinaller) 
dogrusalhgmda yans1tan bu muazzam i�a ontolojinin 
bir zaferidir. lkilide basitte oldugundan daha fazla �ey 
olmad1gm1 gosterir. lkinin farkm1 dogrusalla�tmr. 

17.16 Altta yatan istegimiz, ordinal ikililerinin t1pk1 ordinal­
lerin kendisi "gibi" davrand1g1m ispatlamak. En basiti 
ordinal ikilileriyle ordinaller arasmda birebir ve orten 
bir e�leme olu�turmak (bkz. 4.5). Bununla beraber, tu­
tars1z iki �okluk arasmda bir e�leme veya fonksiyondan 
bahsetmek riskli, hatta absurttur. Ne ordinaller ne de 
ordinal ikilileri kumedir. Butunle�tirilemeyen iki ko­
leksiyonun k1yaslanmas1 veya birbirine baglanmas1 na­
s1l me�rula�tmlabilir? 

Bu �1kmazm zorlamasma <lair ilkeyi 10. bolumde 
vermi�tik: Sayet yapabiliyorsak ordinaller ile ikililer 
arasmdaki e�lemeyi sonluotesi tumevanmla veya yi­
nelemeyle tammlamak gerekiyor. Bu fonksiyon sadece 
ardil duzeylerle, arasmda i�lem yapt1g1 butunleri du­
�unmeye gerek olmadan tammlanacak. 

17.17 Tammlamak istedigimiz ve her ordinal ikilisiyle birebir 
ve orten bir �ekilde bir ordinali e�le�tirecek fonksiyon 
f(<WI'W2>) olsun:f(<W1,W2>) = W3' 

f fonksiyonunun kokunu once ilk degerinde, ikili­
lerin en ku�ugune, <0,0> ikilisine tekabul eden deger-
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de bulahm. Tum bu prosedur i�in 10. bolume ba�vu­
rabilirsiniz. 

Apk bir �ekilde a�ag1dakini koyutlanz: 

1. kural: f(<O,O>) = 0. 

Daha sonra ardil ikililerin durumunu inceleriz (bkz. 
17. l 4'te verilen ikililerin tipolojisi). c2' cl ikilisinin ar­
d1h olan bir ikili olsun. Bunu ordinaller i�in kabul et­
tigimiz notasyonu gen�leterek C2=S( C1) �eklinde gos­
terecegiz. En basit yakla�1m, C1 ikilisinin ard1h olan C2 
ikilisini, C/le f fonksiyonu uzerinden e�le�tirilen ordi­
nalin ardil ordinaliyle f fonksiyonu uzerinden e�le�tir­
mek olacaktu: lkililerin ard�1khgma "paralel olarak" 
ordinallerin ard1�1k olmasm1 saghyoruz. Boylelikle 
tumevanm veya yineleme fikrine uymu� oluyoruz: cl 
ikilisi i-;inffonksiyonunun tammlanm1� oldugu varsa­
yild1gmda C1'in ard1h olan C2 ikilisi i�in bu fonksiyonu 
apk bir kuralla tammhyoruz. Dolayis1yla a�ag1daki ku­
rah koyutluyoruz: 

2. kural: f(C) = f(S(C1)) = S(f(C1)) 

Limit ikililerine gelelim. f fonksiyonunun bir CL li­
mit ikilisinden once gelen tum ikililer i�in tammland1-
g1m varsayahm. Tum bu ikilileriffonksiyonu bir ordi­
nalle e�le�tirecektir: W = f ( C). Buradaki fikir CL limit 
ikilisi i-;in CL'yi onceleyen ikililerle f uzerinden ili�ki­
lendirilmi� tum ordinallerden "sonra" gelen ordinali f 
fonksiyonunun degeri olarak almakur. Bir ordinaller 
kumesinden hemen "sonra" gelen bu ordinalin var ol­
dugunu biliyoruz (bkz. N6) : Bu, soz konusu kumenin 
sup. ile gosterilen fist smmdu. Dolayis1yla f ( CL)'nin 
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CL' den kli\'.lik Cler kumesi i\'.in tum f ( C) ordinalleri­
nin sup., yani list smm oldugunu koyutlayacag1z. Yani: 

3. kural: C < CL i\'.inf(CL) = sup.(f(C)) .  

f'nin tumevanmsal tamm1 boylelikle tamamlanm1� 
olur, zira U\'. durumu da ele ald1k: degerinin soz konusu 
terimin "altmda" elde edilm� degerlere bagh olmasm1 
saglayacak a\'.1k bir kuralla f'yi tammlayarak, minimum 
(<0,0>), ard1llar ve limitler. 

17.18 Birka\'. ornek. 
Ornegin f ( <0, l>) 'in degeri nedir? <0 , 1  > ikilisinin 

ikililerin sua duzeninde <0,0> ikilisinin ard1h oldugunu 
gormu�tuk. 2. kurah uygulanz: f(<O,l>) = S(f(<0,0>). 
1 .  kural f ( <0,0>) = 0 oldugunu soyler. Dolayis1yla 
f(<O,l>) = S(O) = 1 .  

f (O,w)'nin degeri nedir? <0,w> ikilisinin m ve n 
sonlu ordinaller (dogal tam sayilar) olmak uzere tlim 
<m,n> �eklindeki ikililerden olu�an kumeden hemen 
sonra geldigini gormu�tuk. Ardil bir ikiliyle onun on­
celine kar�1hk gelen ordinalin ard1h ili�kilendirilecegi 
ve 0 ile ba�lad1g1m1z i\'.in, fnin tum bu ikililerle sonlu 
ordinalleri il�kilendirdigi apkur. <m,n> turn ikililer 
0, 1 ,  2, vs. dizisiyle e�le�ecektir. Bunun sonucunda 
f ( <0 ,W>) fonksiyonun degeri tum sonlu ordinallerin 
list smm, dolayis1yla sonsuz ilk ordinal, yani w olacak­
tlr. Oyleyse/(<0,w>) = OJ  olur. 

Bu basit ornekler herhangi bir ikili i\'.in f fonksiyo­
nunu hesaplayabilecek durumda oldugumuzu gosterir: 
Ikililerin iyi suahhg1 boyunca "il�rlemek" yeterlidir. 
Birinci ikili i\'.in deger sabitlendikten sonra 2. ve 3. 
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kurallar, onceki ikililere J fonksiyonunun atad1g1 de­
gerlerden hareketle bir C ikilisi icin f fonksiyonunun 
degerini bulmam1za olanak verir. 

17.19 De kuralla tumevanmsal olarak tammlanan f fonksi­
yonumuzun birebir ve orten oldugu, a�ikar olmasma 
ragmen dogrulanmahdir. 

Oncelikle f fonksiyonunun birebir veya Dedekind'in 
terminolojisiyle ayn fonksiyon (bkz. 4.5) oldugunu 
dogrulamak gerekiyor. Ba�ka bir deyi�le, C1 ikilisi C1 
ikilisinden farkhysa f ( C1) ordinalinin f ( C) ordinalin­
den farkh oldugunu dogrulamak gerekiyor. Tiimeva­
nm kurallanna goz att1g1mizda bundan emin olabiliriz. 
lki ikili farkhysa sirahdir; mesela C1 < Cr f ( C/nin de­
geri onceki ikililer icin f fonksiyonunun degerine bag­
hdir ve tum bu degerlerden farkhdu. Ozellikle C1'den 
once gelen cl icin f fonksiyonunun degerinden farkh­
du. Dolayis1yla C1 * C1 - f( C1) * f( C) olur. f fonksi­
yonu birebirdir. 

Aslmda daha guclii bir ozelligimiz vardir: Fonksi­
yon, ikililerin suasm1 ordinallerin suasma "yans1tir" 
(teknik olarak: ordinallerin suasmda ikililerin suasmm 
bir homomorfizmidir) ; oyle ki Cl<Cl ise f(Cl) E f(C) 
olur. Zira C2 C1'den sonra geliyorsaf arac1hg1yla degeri 
(bu, ya onceki ikilinin degerinin ard1h ya da onceki tum 
ikililerin f uzerinden atanan degerlerinin fist smmdir) 
her ko�ulda C1'inf iizerinden atanan degerini a�ar. So­
nuc olarak �unu elde ederiz: cl < c2 -/(Cl) E f(C). 

Geriye f fonksiyonunun orten oldugunu -yani fonk­
siyonun her miimkiin degerinin fiilen elde edildigini-
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ispatlamak kahyor. Yani, her W ordinali i�in,f( C) = W 
olacak �ekilde bir C ordinal ikilisinin var oldugunu 
ispatlamak. 

f fonksiyonu uzerinden bir C ikilisinin degeri olma­
yan bir W ordinali oldugunu varsayahm. Bu durumda 
boyle olan bir en ku�uk ordinal var olacaktir (minimal­
lik ilkesi) ; bunu w diye adlandirahm. Boylelikle w'den 
ku�uk olan tum ordinaller f uzerinden bir ikiliyle e�le­
�ecektir. Hipoteze zit olarak w'nin de zorunlu olarakf 
uzerinden bir ikiliyle e�le�mesi gerektigi gorulur. Zira 
w bir ardilsa, yani w=S(w1) ise vef(C) = w1 ise (ffonk­
siyonunun tumevanmsal tammmm 2. kurah geregi) 
j(S(C)) = S(w1) = w olmahdir. Sayet w limitse, w'yi on­
celeyen tum ordinaller f uzerinden ikililerle e�lenecegi 
i�in w'nin kendisi tum bu ordinallerin ust smm olacak 
ve dolayis1yla 3. kurala gore w'den ku�uk ordinallerle 
e�le�en tum ikililerden "sonra" gelen ikili i�in f fonksi­
yonunun degeri olacakur. 

Nihayetinde f fonksiyonu, ikililerle ordinaller ara­
smda birebir ve orten bir e�lemedir. Bu e�leme aynca 
ikililerin s1ra yap1s1yla (Max. uzerinden birinci terim, 
sonra ikinci terim) ordinallerin sira yapIS1 (aidiyet) ara­
smda bir izomorfizmdir. Bu, ordinal ikililerinin, basil 
ordinallerin ne duzeyde "ikiz" imgesi oldugunu goste­
rir. "lkili" halde ele almd1gmda doga kendisine benzer­
ligini korur. Doga, kendisinin aynas1dir. 

17.20 lkizinin ayna imgesinde dogada yap1lan bu gezinti bize 
��nlan ogretir: 

- ordinal ikililerinde bir iyi sirahhk vardir; oyle ki bu 
ikililer t1pk1 ordinaller gibi minimallik ilkesine uyarlar; 
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- ordinallerde oldugu gibi burada da ard1l ve limit 
ikililerden bahsedebiliriz ve bu niteliklerin sadece bu 
niteligi ta�1yan ikililerin yapISmm i�kin �ekilde ince­
lenmesiyle tespit edilmesi miimkundur; 

- ikililer ile ordinaller arasmda birebir ve orten bir 
e�lemenin tum ozelliklerine sahip bir f fonksiyonu 
vardu; fakat tek fark bu fonksiyonun arasmda yer al­
d1g1 butunluklerin tutars1z olmas1, dolayis1ylaffonksi­
yonunun sonluotesi tumevanmla tammlanmas1 gerek­
mesidir; 

- bu f fonksiyonu ordinal ikililerinin sua yap1s1yla 
ordinallerin sua yap1s1 arasmda bir izomorfizm tamm­
lar; yani C1<C2 isef(C1) ej(C2) olmahdu. 

lkizinin ayna imgesinde doga tum bi�imsel davra­
m�lannda israr eder. 

Benzer ara�lar <WI'W2,W3> turii ordinal u�lule­
rinin de ikililerle aym ozelliklere sahip oldugunu ve 
ozel olarak basit ordinallerle birebir ve orten bir e�­
leme oldugunu gostermeye olanak verecektir. Keza 
<WI'W2, . .  . ,Wn> turii n terimli ordinaller i�in de ayms1 
ge�erlidir. Madde bak1mmdan maliyetli olan sadece ilk 
ad1mdu. lkiye katlanan doga kendi sua duzenini mu­
hafaza eder. lstenildigi kadar uzun sonlu seri halinde 
�ogalulsm, doga ilk kimligini muhafaza etmekte inat 
eder. lstikrar, homojenlik, suahhk, minimallik, ardil­
lar ile limitler arasmdaki ontolojik bo�luk: Tum bunlar 
sonlunun s1mrlannda ordinalin basitligi �ogaltild1gm­
da degi�meden kahr. Doga, kendi aynalanndan olu�an 
bir galeridir. 

17.21 Mallarme "Doga meydana gelir, ona hi�bir �ey ekle­
nemez" diye yazm1�u. <;unku �ayet dogaya bir �ey ek-
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lenirse ve hatta bu ek de eklenirse dogal r;okluklar 
alam inatla Aym'nm onemini tasdikler. Her dogal de­
neyimde bizi yakalayan budur: Dallamp budaklanan 
buylime, uretken r;ogalma bize Otekini sunmak �oyle 
dursun kendi s1ra duzeninin sonsuz kaidesinde kendi 
uzerine dayamr. 

Halbuki her �lemin, tiim cebirin, iizerinde i�lem ya­
p1lan terimleri ikiye veya iir;e katlamak anlamma geldi­
gini biliyoruz. lki say1yi ekleyerek ur;iincu bir sayi elde 
ederiz, iki sayimn en kur;iik ortak bolenini hesaplanz, 
bir polinomun bile�enlerini sonlu dizi halinde duzen­
leriz . . .  Tum bu hesaplama ve cebir disiplinlerinin alt 
yap1s1 sayisal i�aretlerin sonlu bir listesidir. 

Dogal sayilann, ordinallerin Sayinm maddesini or­
dugu dogruysa i�lemler, cebir, hesaplama olanagmm 
teminaum doganm r;ogalmada ozde�ligini muhafaza 
etme kapasitesinde bulacag1 gorulecektir. Hesaplama 
�emalanmn gorunurdeki r;e�itliligi, cebirsel i�lemle­
rin ve yapilann turlulugii altmda dogal varhgm seba­
t1, sonlu serisellikteki ir;kin istikrar vardu. Bir i�lem, 
bizim du�uncemizin Mallarme'nin diisturuna uyumlu 
hale gelme tarzmdan ba�ka bir �ey degildir: Otekinin 
parr;alanmasma maruz kalmadan iki Sayiyi toplayabili­
yorsak -birini digerine "ekleyebiliyorsak"- bunun ne­
deni ikiz olarak alman, kendisiyle toplanan, kendisine 
eklenen doganm tutars1z halde olmasma neden olan 
r;oklu-varhklann ir;kin bir;imini korumas1du. 

Bir i�lem, bir hesap, bir cebir, varhgm -dogal r;ok­
luklann tasarruf ettigi haliyle Aym'mn yasas1 uyarmca­
savurganca sundugu ayna oyunlanna du�iincemizin 
yakalanmasmm i�aretlerinden ibarettir. 
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18. Sayilann cebiri 

18.1 Sonunda hesaplamaya gelmemiz gerekiyor. 
Varhg1 saptand1ktan sonra, Saymm birle�imsel kapa­

sitesi sadece bir sonu(:tur. Sayi ikilileri veya tt(:lulerini 
etkileyebilen baglar soz konusu oldugunda bu kapasite 
bir ara�tirma ustahg1yla ilgilidir. Fakat bu baglann kay­
nag1 tamamen Saymm varhga demir atmas1m saglayan 
kavramda i(:erilmektedir. l�lemler sadece Sayinm sayi­
siz alanmda varhgm savurganhgm1 mumkun baglant1-
larda harekete ge(:irir. 

Bununla birlikte gui;luk, hesaplamanm imkanlanna 
uygun olmalan i(:in baglara <lair "iyi" tammlarm se(:il­
mesindedir: l�lemlerin birle�me [associative) ozelligine 
sahip olmas1, bir etkisiz eleman, ters elemanlar olmas1 
istenecek ve degi�me [commutative) ozelligine sahip ol­
mas1 da fena olmayacaktir. Bir i�lemin digeri uzerinde 
dagilma ozelligine sahip olmas1yla i�lemler aralarmda 
duzgun bir �ekilde duzenleniyorlarsa bu bizi daha da 
memnun edecek. Bu sonu(:lara ula�mak it;in Sayiyi in­
celemek ve tammlamak istenen bag1 dikkatli bir �ekil­
de yasala�urmak gerekir. 

18.2 l�lemsel tammlann marifetiyle elde etmeyi ba�ard1g1-
m1z onemli sonw;lar a�ag1da verilmektedir: 
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1) Sayilar uzerinde, degi�meli bir grubun ozellikleri­
ne sahip olan ve + i�aretiyle gosterilen toplama adh bir 
ilk i�lem tammlanabilir: 

- birle�me ozelligi: N1 + (N2 + N3) = (N1 + N) + N3 
("istedigimiz sirada" hesaplayabilir ve aym sonucu elde 
ederiz); 

- etkisiz eleman (S1firdu) : N1 + 0 = N1; 
- ters eleman (simetrigidir): N1 + (-N) = O; 
- degi�me ozelligi: N1 + N2 = N2 + N1. 
2) Sayilar uzerinde, .;arpma olarak adlandmlan, . ile 

gosterilen ve a�ag1daki ozelliklere sahip ikinci bir i�lem 
tammlanabilir: 

- birle�me ozelligi: N1.(NrN3) = (N1.N2).N3; 
- etkisiz eleman ( 1  Sayis1dir): N 1 . l  = N1; 
- S1firdan farkh her Sayi i.;in bir i(N) ters elemamnm 

varhg1: N1 .i(N) = l ;  
- degi�me ozelligi: N1.N2 = NrN1. 
3) Carpma i�lemi toplama uzerinde dagilma ozelligi­

ne sahiptir: 
N1.(N2 + N3) = (N1.N2) + (N1 .N3) .  
Bu u.; i�lemsel husus Sayilann degi�meli bir cisim 

olu�turdugunu soylememize imkan verebilirdi, ama bir 
puruz vardir: Sayilar tutarsiz olduklan i.;in bir kume 
bile olu�turmazlar. Bir .;okluk olarak sayilmaya olanak 
vermiyorsa, tammlanm� bir cebirsel kendilik olarak 
bir cisim nedir? 

Dolayis1yla ihtiyath davramp �oyle diyecegiz: Mad­
desi belirli bir sonsuz kardinalden ku.;uk Sayilardan 
olu�an her kume (yani, maddesi sabit bir sonsuz "ham" 
nicelikle sm1rlanm1� olan Sayilardan olu�an her kume) 
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degi�meli bir cisim yapIS1 kazanabilir.4 Aynca rasyonel 

veya reel sayilarda gosterdigimiz gibi, deg�meli cisim­

ler olan ba�ka Sayi kiimeleri de vard1r. Sayisal tutars1z­
hk saYISIZ nicelikte cebirsel yapilar olarak "kesilmeye" 

imkan verir. 

Bu manuksal �artlar bir yana, Sayilann cebiri tasav­

vur edilebilecek en zengin cebirdir: Hesaplama kapa­

sitesi, sozgelimi reel Sayilardaki kapasiteyle aymdu 

(ozellikle her Sayinm bir karekokii oldugu ispatlana­

bilir; halbuki ornegin rasyonel sayilar cisminde i�lem 
yap1yorken durum boyle degildir). 

18.3 Hem (dogrulama prosediirlerinde) zahmetli hem de 
(Sayiya dair kavram1mizm ge�erliligi i�in) biiyiik onem 

ta�1yan bir sonu� �udur: Sayilar iizerinde tammlanan 
i�lemler, Sayilar olarak varhklannda dii�iiniildugunde 

"bizim" sayilanmizda tammlanm1� �lemlerle �ak1�u. 

Ba�ka bir deyi�le: r1 ve r2 ah�Ild1k cebir i�inde alman iki 

reel sayi olsun. Bildigimiz haliyle r1 ve r2 toplam1 r3 reel 
saYIS1ysa, Sayilarda (sonlu veya ro'ye e�it maddeli Sayi­

larla, bkz. 16.28) "bizzat" temsil edildikleri haliyle r1 
ve r 2 toplam1 -Sayilar iizerinde tammland1g1 anlam1yla 

alman "toplam1"- tam da r3 sayismm Sayi olarak tem­

silcisi olacakt1r. Ayms1 �arpma, vs. i�in de ge�erlidir. 

Daha teknik terimlerle soylersek, klasik analizde bil-

4 Aym �ekilde, maddesi sonsuz bir kardinalden kii\:U.k veya ona e�it her 
Sayi kumesinin degi�me ozelligine sahip bir cisim oldugu da dogru­
dur. Bu bak1mdan Gonshor, sonlu veya o/ye e�it (sayilabilir) maddeli 
sayilar cisminin incelenmesinin i;ok ilgini; oldugunu soylemekte hak­
hdu. Bu cisim alt-cisim olarak reel Sayilara olanak verir. Fakat aynca 
sonsuz kui;uklukleri ve kesimlerin kesimlerini de ii;erir. Bu konuda 
tamamen ozgun bir analiz geli�tirmek mumkun olacakur. 
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digimiz haliyle reel sayilar cismi, Sayilarm alt-kumesi 
olarak du�unulen reel sayilarla izomorftur. 

Dolayis1yla "bizim" ah�1ld1k sayilanm1z sadece var­
hklannda degil, aym zamanda cebirde de Sayilann te­
kil t11rleri olarak du�unulmeye olanak verirler. Sonw;ta 
reel Sayilar, reel sayilardan aytrt edilemezdir. Ozel ola­
rak reel Sayilar tam ve s1rah bir Ar�imet cismi olu�turur 
ve bu da geleneksel reel sayilarm birebir tamm1dir. 

Nihayetinde "tarihsel" sayilann t11m boyutlan ve ka­
pasitelerinin, Sayilann sayis1z kalabahgmda bunlarm 
sunumsal ornekleriyle surduruldugu ortaya c;ikar. Bu 
da a�ag1dakileri dogrular: 

- bir sayinm ontolojik ozu, belirli bir Sayi tum ola­
rak belirlendigi anda sadece du�fmcemizin ona <lair 
kavrad1g1 �eyden ibarettir; 

- i�lemsel veya cebirsel ozellikler sadece Saymm var­
ltgma <lair, dogal c;okluklar temelinde dogru bir belirle­
niminin bir sonucudur. 

Sayi kavramm1 birle�tirme plam (dogal sayilar, ne­
gatif tam sayilar, rasyonel sayilar, reel sayilar ve ordi­
nalleri kapsayan tek bir kavram) boylelikle once c;ok­
lu-varhkta ve daha soma �lemsel boyutlarda tamam­
lanm1�t1r. 

Bundan boyle bir ordinalle reel bir sayimn toplam1 
veya sonlu otesi bir ordinaln rasyonel bir sayiyla bolu­
mu veya bir ordinalin uc;e bolumunun karekoku gibi 
daha once anlam1 olmayan kendiliklerden serbestc;e 
konu�mam1z ve bunlan hesaplamaya tabi tutmam1z 
mumkundur. Tarihsel sayilara <lair dagm1k ve eksik te­
oride hic;bir anlam1 olmayan 
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r co1+ Jn + co2 + 7(x"'+5 + 2co 

(co7 + 2w) (ls( co) _ 17) 
3 5 

gibi inamlmaz yaz1mlar Sayiya <lair birle�tirilmi� kav­
ram .;;er.;;evesinde hesaplama prosedurlerine ve tamm­
lanm1� sonu.;;lara i�aret eden butunuyle anlamh cebir­
sel yazilar haline gelir. 

Boylelikle Sayi varhkta "sayilar" gibi aynk bir adla 
heterojen alanlann sm1rlanm belirleyen �eyin ger.;;ek 
ili�kisini kurar. 

18.4 Sayilar uzerinde i�lemlerin tamm1 ozunde teknik bir 
meseledir. Aynntilanyla ogrenmek isteyenler bu ko­
nudaki literature ba�vurabilirler.5 Yine de bu tamma 
hayat veren zihniyet, kavramlann gozden ge.;;irilmesi­
ne, Sayi du�uncesinin uzerinden son bir kez ge.;;meye 
olanak verir. Ozel olarak sonluotesi tumevanmm sis­
tematik kullamm1, varhgi i.;;inde du�fmulen Sayinm 
ozunde sonsuz bir .;;okluk (sonsuz bir ordinal madde­
de bir bi.;;im kesmesi) oldugunu ortaya .;;1kanr. Benzer 
�ekilde i�lemleri "alttan" in�a etmek amac1yla bir Sa­
yimn alt-Sayilarma ba�vurmak, her Sayrnm du�uk ve 
ynksek kumesinin kesimi olarak sunulmasma imkan 
verdigi ger.;;eginin onemini gosterir (bkz. 14. bolum) . 
Yine benzer �ekilde, i�lemin sonucunu bir kesim olarak 
sunarak (bkz. 15. bolum), yani temel teoremi kullana­
rak tumevanm1 kullanabiliriz. Son olarak, 1 7. bolumde 
incelenen ordinal ikilileri ile ordinaller arasmdaki ko-

5 H. Gonshor, a.g.e., 3. Bolum, 'The basic operations" .  
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relasyon tum bu meselede beklendigi gibi (bir i�lem iki 
Sayiyi birbirine baglar) temel bir rol oynar. Bu ozetlerin 
zihinden m;mamas1 i-;in toplamanm tammmm temelle­
rini ele alacag1z. 

18.5 Genel fikir �u �ekildedir: N1 ve N2 gibi iki sayi veril­
diginde bunlann ilgili maddelerini, W1=M(N1) ve 
W2=M(N/yi alarak bunlarla W1 ve W2 gibi iki ordi­
nali e�le�tirebiliriz. Her <Wl'W2> ordinal ikilisiyle bir 
ordinali ili�kilendiren birebir ve orten f fonksiyonuy­
la bu iki ordinalin bir ordinalle nasil e�le�tirilecegini 
biliyoruz (bkz. 17 . 17) . Bu ordinal, toplama i�leminin 
tammmm "seviyesi"ni tespit edecek: w3 ve w4 mad­
deli tum N3 ve N4 Sayi ikilileri i-;in, <W3,W4> ikilisiy­
le f uzerinden e�le�tirilen ordinal, <W1,W2> ikilisiyle 
ili�kilendirilen ordinalden daha kuruk olacak �ekilde 
toplamayi tammlad1g1m1z varsayilacak. Bir alt ordinal 
seviyesinde tammlanm1� N3 + N 4 turu toplamlardan ha­
reketle N1+ N2 toplamm1 tammlayacak apk bir kural 
one surecegiz. 

Boyle toplamlar N1 ve N2 alt-Sayilan tarafmdan veri­
lir. Ger-;ekten de maddesinden ku-;uk bir ordinal i-;in 
Sayimn bir "kesiti" olan bir alt-Sayinm daha kii-;uk bir 
maddesi vardir. 

Sonra in�anm dugumu olan sonraki a�amaya ge-;ilir. 
N1 ve N2 Sayilan W1 ve W2 maddeli sayilar olsun. N1'in 
N/w3 ve N2'nin N/w 4 �eklinde alt-Sayilanm du�une­
lim. Simdi<w3,W2> veya <Wl 'w4> ikililerini ele alahm. 
lkililerin sira kurallan geregi ve w3 ve w4'un siras1yla 
W1 ve W2'den daha ku-;uk oldugunu haurlayarak (bkz. 
17.6) bu ikililerin <W1,W2> ikilisinden ku-;uk oldugu-

314 



Say1 ve Say1lar 

nu soyleyebilirim. Okur it;in guzel bir ah�urma olsa da 
a1;1klamaya ba�vurabilirsiniz. 6 

f fonksiyonu, ikililerin suasmm ordinallerin suas1 
uzerindeki bir izomorfizmi oldugu it;in: 

f(<w3,W2>) ef(<Wl 'W2>) 

ve/(<Wl'w4>) e/(<Wl'W2>). 

Bu da, <N/w3,N2> veya <NpN/w4> turii Sayi ikilile­
riyle ili�hilendirilen ordinal seviyesinin . daima <Nl'N2> 
Sayt ihilileriyle ili�hilendirilen ordinal seviyesinden hu­
<:ith olacag1 anlamma gelir. 

Bu nedenle N1 ile N2'nin toplamm1 tiimevanmsal 
olarak tammlamak it;in du�uk bir ordinal seviyesine 
gonderen N/w3+N2 veya N1+N/w4 turii toplamlan ta­
mmlanm1� olarak varsaymamiz mumkundur. Boylelik­
le N1+N2 toplammm tammma, bir yandan N1 ile N2 ara­
smdaki farkh toplamlann degerlerinden, ote yandan N1 
ve N2'nin alt-Sayilanndan hareketle bu toplamm dege­
rini veren bir kural formule ederek get;ecegiz. Alt-Sayi 
kavrammm it;kin kavram1, ele ahnan iki Saymm mad­
delerinden olu�mu� ikiliden hareketle ordinal seviyele­
rini tespit eden tumevanma dayanak olacak. 

6 f(<Wl'W2>) = W olmak uzere, W1 ve W2 iki ordinal olsun. Ikilide W1 
maksimalse w4 e W2 olmak uzere her <Wl'w4> ikilisi, ikililerin suala­
masmda <Wl'W2> ikilisinden ku-.;uktur (bkz. 17.6); 1,;unku ikisinin de 
Max.'1 (W1) ve birinci terimleri (W1) aymd1r, fakat <W1,w4> ikilisinin 
ikinci terimi <Wl'W2> ikilisinin ikinci teriminden daha kui;uktur. Do­
layis1yla,f(<Wl'w4>) ef(<Wl'W2>), ziraf fonksiyonu ordinal ikilile­
riyle ordinaller arasmda bir s1ralama izomorfizmidir. 

w2 maksimalse SOilUf,; aymdu, zira <Wl,W4> ikilisinin Max.'1 daha 
kui;:uktur. 

Her durum ii;:in benzer turde bir dogrulama yap1labilir. 
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Son olarak kulland1g1m1z strateji temel kesim te­
oremini kullanacak. NI ve N2 gibi iki Saymm du�uk 
ve yliksek kumesinden hareket edecegiz. lki Saymm 
her birinin oteki Saymm du�uk ve yliksek kumesinin 
alt-Sayilanyla toplamlanmn sabit bir birle�ime gore 
tammland1gm1 varsayacag1z. Ordinal seviyeleri daha 
ku<;uk oldugu i<;in bu toplamlar kabul edilebilirler. 
Boylelikle iki Sayi kumesi elde edilecek ve NI ile N2 
toplam1 bu iki kumenin kesimi olarak tammlanm1� bi­
ricik Sayi olacaktu. 

18.6 lki Saymm toplamma dair tumevanmsal tamm. 
Tumevanmm "s1fu seviyesi" sadece (0,0) Sayism1 

i<;erir. Aslmda maddesi 0 olan tek Sayidu. Dolayis1yla 
�unu one surebiliriz: 

1 .  kural: (0,0)+(0,0)=(0,0) . 

Simdi toplama i�leminin bir W ordinalinden ku<;uk 
tlim seviyeler i<;in, yani maddeleri suas1yla W3 ve W4 
olmak uzere f (W3,W4) E W olacak �ekilde (suas1yla) 
N3 ve N4 Sayilarma kar�1hk gelen tlim seviyeler i<;in ta­
mmlanm1� oldugunu varsayacag1z. 

Simdi NI ve N2 Sayilanndan olu�an bir ikili ele 
alahm: bunlarm maddeleri suas1yla WI ve W2 ise 
j(WI,W2) E W olacaktu. Yani W ordinal seviyesine ait 
bir Sayilar ikilisi. 

N/w ve N/w, NI ve N2'nin alt-Sayilan olmak uzere 
NI ve N/w veya N/w ve N2 turu tum ikililerin NI ve 
N2 ikilisinden ku<;uk, dolayis1yla Wden ku<;uk ordinal 
seviyelerine ait oldugunu belirtmi�tik. 
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Bunun sonucunda N1+N/w veya N/w+N2 turn tum 
toplamlar tammlanm� olarak varsayihr. 

Onemli bir yaz1m kurahm sabitleyelim. N 1 ve N 2'nin 
du$uk kumesindeki (haurlatmak gerekirse, N2'nin du­
$Uk kumesi N2'nin N2'den ku�uk tUm alt-Sayilanndan 
olu$maktadir) tum Sayilann toplammm tum sonu�la­
rmdan olu$an Saytlar kiimesini N1+Ba(N2) ile gostere­
cegiz. Ba(N) bo$Sa N1+Ba(N2) yaz1mmm tammlanma­
m1$ oldugunu dU$Unecegiz (hesaplamalarda dikkate 
almayacag1z) . 

Aym $ekilde N 1 ve N 2
'nin yfiksek kumesinde­

ki (N 2'nin yfiksek kumesi N 2'nin N 2
' den buyfik tum 

alt-Sayilanndan olu$maktadir) tum Sayilarm topla­
mmm tum sonu�lanndan olu$an Saytlar kiimesini 
N1+Ht(N) ile gosterecegiz. Ht(N) bo$Sa yine dikkate 
almayacag1z. 

Ba(N1)+N2 veya HT(N1)+N2 yaz1mlannda yer alan 
toplamlarm sonucu olan Sayi kUmelerini gostermek 
i�in aym yaz1m1 kullanacag1z. 

Boylelikle toplama i$lemi $U $ekilde tammlanacak: 
Bir yandan, Ba(N1)+N2'nin tUm Sayilanyla birlikte 
N1+Ba(N2)'nin tum Sayilanndan olu�an Sayilar kume­
sini almz; ote yandan, Ht(N1)+N2'nin tum Sayilanyla 
birlikte N1+Ht(N/nin tum Sayilanndan olu$an Say1-
lar kumesini almz. Ba$ka bir deyi$le, bir yandan N 1 

ve N 2'nin toplam1 olan Sayilar ile oteki Sayinm dU$Uk 
kumesindeki alt-Sayilan ve ote yandan aym toplamla­
n bu kez yfiksek kumesinin alt-Sayilanyla "bir araya 
getiririz" .  

Boylelikle B ve H olarak adlandirabilecegimiz iki 
Sayi kumesi elde ederiz. 
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B ve H'nin kesim durumunda oldugunu "art1mh" 
tumevanmla (bu gosterimi bir kenara buak1yorum7) 
pek bir s1kmu i;ekmeden gosterebiliriz: B'nin her Sayis1 
H'nin her Sayismdan kui;uktur. 

Daha sonra temel teoremi kullanmz (15. bolum). N1 
ve N2 toplammm sonucu tam da bu kumeler arasmda 
kesim olu�turan Sayi, yani kumeler arasmda yer alan mi­
nimal maddeli biricik Sayi olacaktir: 

B = (Ba(N1)+N2,N1+Ba(N)) 
H = (Ht(N1)+N2,N1+Ht(N)) 

A�ag1daki onermeyi ileri sureriz: 

2. kural: N1+N2=BIH, yukanda tammlanm1� iki 
kumenin kesimi. 

18. 7 Toplama i�lemi degi�me ozelligine sahiptir. 
Bir gui;lukle kar�ila�madan tumevanmsal olarak gos­

terdigimiz gibi N2+N1 toplam1m tammlad1g1 varsayilan 
kesim, N1+N2 toplamm1 tammlayan kesimle aym kume­
ler uzerindedir. 

Sadece toplamm oldugu 0 seviyesinde bu kesinlikle 
dogrudur ve bu toplam degi�me ozelligine sahiptir: O+O. 

f (Wl'W) = Wden kui;uk ordinal seviyesi toplamla­
nnm degi�me ozelligine sahip oldugunu varsayahm. Bu 
durumda ozel olarak Ba(N1)+N2 veya N1+Ba(N2) toplam­
lan degi�me ozelligine sahiptir. Dolayis1yla N1+N2'yi ta-

7 Soz konusu artimh tiimevanm aym anda iki �eyin ispatlanmasmdan 
olu�ur: 

- N2<N3 ise N1+N2<N1+N3 (sirahhk ve toplama yap1smm uyumlulugu) ;  
- B kiimesinin Sayilannm H kiimesinin sayilanndan daha kii�iik oldugu. 
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mmlamaya yarayan B = (Ba(N1)+N2,N1+Ba(N2)) kumesi, 
N2+N1

'i tammlamaya yarayan B' = (Ba(N2)+NI'N2+Ba(N1)) 
kiimesiyle aym Sayilardan olu�ur. Ayms1 apk bir �ekilde 
H kiimesi i�in de dogrudur. Sonu� olarak, N1+N2'yle aym 
kesimle tammlanan N2+N1 ona e�ittir: Toplama i�lemi de­
g�me ozelligine sahiptir. 

18.8 0 SaylSl, daha kesin bir �ekilde (0,0) SaylSl, toplama i�lemi 
i(in etkisiz elemand1r. 

Soz konusu olan her N Sayis1 i�in N+O=N oldugunu 
gostermektir. Tumevanm bu kez dogrudan Sayilann or­
dinal-maddesi uzerinde yapdabilir. 

0 seviyesinde bu dogrudur, zira 1. kural 0+0=0 olma­
sm1 gerektirir. 

Bunun W1
'den ku�uk maddeli tum Sayilar i�in dogru 

oldugunu varsayahm. B�ka bir deyi�le, w e  W1 olmak 
iizere w maddeli her N Sayis1 i�in N+O=N olur. 

Simdi W 1 maddeli bir N 1 Sayism1 alahm. N 1 +0 topla­
m1m inceleyelim. T oplamayi tammlayan kesimin B ve H 
kiimeleri �u �ekildedir: 

B = (Ba(N1)+0,Ba(O)+N1) 
H = (Ht(N1)+0,Ht(O)+N1) 

Fakat 0 Sayismm -yani (0,0)- dii�uk ve yiiksek kii­
mesi bo�tur (O'm hi�bir alt-Sayis1 yoktur) . 18.6'da kabul 
ettigimiz uzla�1m geregi Ba(O)+N1 ve Ht(O)+N1 terimle­
rini hesaba katmayacagiz. Dolayis1yla �unu elde ederiz: 

B = (Ba(N)+O) 
H = (Ht(N1)+0) 
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Fakat Ba(N1) ve Ht(N1) ,  N1'in alt-Sayilarmdan, do­
layis1yla W1'den kuc;:uk maddeli Sayilardan olu�ur. So­
nm; olarak tumevanm hipotezi, Ba(N1) veya Ht(N)'in 
tum Sayilan ic;:in uygulamr: Bu Sayi ornegin N/w2 ise 
N/w2+0 = N/w2 olur. 

Notasyonun sm1rlanm biraz zorlayarak bu sonucu 
Ba(N1)+0 = Ba(N1) ve Ht(N1)+0 = Ht(N1) �eklinde ya­
zabiliriz. Oyle ki sonuc;: olarak, kesimle N1+0 toplamm1 
tammlayan B ve H, Ba(N1) ve Ht(N1)'den ba�kas1 degil­
dir. Gelgelelim du�uk ve ytiksek kumesi arasmdaki ke­
simle tammlanan Sayi, bizzat N 1 Sayis1du ve gerc;:ekten 
de N1+0 = N1 olur. 

Tumevanm tamamlanm1�tir: Maddesi ne olursa ol­
sun bir N Sayis1 ic;:in 0, toplama i�leminde etkisiz ele­
mandu. 

18.9 O' dan f arklt her N Say1s1 i(in -N Say1s1 top lama apsmdan 
ters elemandtr: N+(-N)=O. 

Onemli bir uyan: -N, N'nin bic;:im ve at1gm1 tersytiz 
ettigi ic;:in -N'nin du�uk kumesi, N/w N'nin yuksek kume­
sinin bir Say1s1 olmak uzere -Nlw Say1lanndan olu�ur; 
-N'nin yuksek kumesi, N/w N'nin du�uk kumesinin bir 
Sayts1 olmak uzere -Nlw Saytlanndan olu�ur. Nitekim 
bir N/w alt-Sayis1, �ayet w bic;:imdeyse du�uk kumede­
dir ve w at1ktaysa ytiksek kumededir. Bu saptamalar -N 
soz konusu oldugunda ters <loner. N'de w'yi onceleyen 
her �ey de terse donecegi ic;:in (bic;:imde olan at1ktadu 
ve at1kta olan bic;:imdedir) du�uk ve ytiksek kumenin 
yer degi�tirmesi d1�mda pozitif ve negatif i�aretleri de 
yer degi�tirir. 
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Dolayis1yla notasyonu biraz zorlayarak -N'nin yiik­
sek kumesini -(Ba(N)) �eklinde ve du�uk kumesini -
(Ht(N)) �eklinde yazabiliriz. 

Bunun sonucunda (bkz. toplama i�leminin tumeva­
nmsal tamm1) , N+(-N) toplamm1 kesimle tammlayan 
B ve H kiimeleri a�ag1daki gibidir: 

B = (Ba(N)+(-N) ,N+(-Ht(N)))) 
H = (Ht(N)+(-N) ,N+(-Ba(N)))) 

lspatlama stratejisi bu durumda B'nin tum Saytlan­
nm negatif ve H'nin tiim Saytlanmn pozitif oldugunu 
gostermekten olu�ur. Bunun sonucu O'm B ile H arasm­
da yer almas1dir ve zorunlu olarak bu konumdaki mini­
mal maddeli Sayt oldugu ir;in B ile H arasmdaki kesim 
konumunu i�gal eden odur. Sonur; olarak N+(-N)=O. 

Lemma: N1+N2 toplam1 pozitifse, yani N1+N2 > 0 ise, 
-(N1)<N2 ve -(N)<N1 olur. 

Lemma, 0 ordinal seviyesinde dogrudur, r;unku bu 
seviyede N1+N2 > 0 olamaz. 

W ordinal seviyesine kadar dogru oldugunu varsaya­
hm: f(W3,W4) E W olacak �ekilde her N3 ve N4 Sayt r;ifti 
ir;in soz konusu ozellik elde edilir. Ayncaf(W1,W) e W 
olacak �ekilde her N1 ve N2 Sayi r;ifti ir;in de ozelligin 
dogru oldugu soylenebilir. 

N1+N2 toplam1 bir B/H kesimiyle tammlanm1�ur. 
Bu kesim pozitifse nedeni B kiimesinin pozitif Sayilar 
ir;ermesidir8, aksi takdirde kesim negatif veya s1fir ola-

8 Gen;ekten titiz davranmak adma B'nin pozitif Sayrlar degil, 0 i<;erdigi 
durumu dikkate almak gerekir. Bu durumda 0, B'nin ii;sel maksimu­
mudur. Dolay1s1yla "sadece" O'la kendimizi k1s1tlayabilir veya B ile (O) 
kumesini ozde�le�tirebiliriz. Bu durumda ak1l y11r11tme i;ok basitle�ir. 
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caktH (bkz. 15. l l'deki kesim hakkmdaki argumanlar) . 
H kumesiyse sadece pozitif Sayilar i«i;erir. Sonu«i; ola­
rak Ba(N1)+N2 veya N1+Ba(N/nin pozitif olan Sayilan 
vardH ve Ht(N1)+N2 veya N1+Ht(N2)'nin tum Sayilan 
oyledir. 

Omegin N/w+N2, Ba(N1)+N2'nin pozitif bir Sayis1 
olsun. N/w ve N2 «i;ifti W'den ku«i;uk bir ordinal se­
viyesindedir ve lemmamn dogru oldugu varsayihr: 
N/w+N2 toplam1 pozitif oldugu i«i;in -(N)<N/w olur 
ve N/w, N1'in du�uk kumesinden oldugu i«i;in a fortiori 
-(N2)<N1 olur. B ve H kumelerinin diger bile�enlerini 
inceleyerek lemmamn dogrulugu genel olarak goste­
rilebilir. 

Simdi N+(-N) toplamma geri donelim. Toplam1 ke­
simle tammlayan B kumesini du�unelim: 

B = (Ba(N)+(-N),N+(-Ht(N))). 

B'de pozitif Sayilar oldugunu varsayahm. Ornegin, 
N/w N'nin du�uk kumesi olmak uzere N/w+(-N) boy­
le bir Sayi olsun. Lemmadan dolayi -(-N) < N/w, yani 
N < N/w olur, ki bu imkansizdH «i;unku N/w, N'nin du­
�uk kumesi oldugu i«i;in N'den daha ku«i;uk olmahdH. 
N+(-N/w) pozitifse N/w N'nin y11ksek kumesi oldu­
gu i«i;in N/w < N elde edilmelidir, ama N/w'nin N'nin 
y11ksek kumesine ait olmas1 bunu engeller. Boylelikle 
bir pkmazla kar�1la�1nz ve dolayis1yla B kumesinin po­
zitif Sayis1 yoktur. 

Benzer «i;1kanmlar H kumesinde negatif Sayi veya s1-
fir olmad1gm1 gosterecektir. 

Son olarak N+(-N) toplammm sonucunu tammla­
yan B/H kesimi negatif Sayilardan olu�an bir B kume-
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si ile pozitif Saydardan olu�an bir H kiimesi arasmda 
i�ler. Bu iki kiime arasmda yer alan minimal maddeli 
Sayi zorunlu olarak O'du ve N+(-N)=O olur. 

-(N)'nin, toplama i�lemi i(:in N'nin tersi oldugu soy­
lenecektir. 

18.10 Sayilann toplammm birle�me ozelligine sahip oldugu 
da s1k1c1 bir hesaplamadir. Hem de ne s1k1c1du . . .  Fakat 
bu kez kesimle tiimevanmsal olarak tammlanm1� top­
lama ozelligine sahip Sayilann: 

N1+N2 = (Ba(N1)+N2,N1+Ba(N))/ (Ht(N1)+N2,N1+Ht(N2)) 

S1fu Sayismm (ya da (0,0) veya O; sonu(:ta hepsi aym 
�eydir) etkisiz eleman oldugu degi�me ozelligine sahip 
sirah bir grup olu�turdugunu gosterm�tik. 

Pozitif ve negatif tam sayilann, rasyonel sayilann, 
reel sayilann, ordinallerin Sayilanmizdaki "temsilci­
leri"nin kendilerinin de, yalmzca varhklannda du�ii­
niilen sayilar oldugunu dogrulamak i(:in bu sayilann 
toplanmasmm (yaygm anlammda), Sayilar olarak 
varhklanmn toplanmas1yla ortii�tiigunfi ispatlamak 
gerekir. Omegin, r1 ve r2 reel cisimli sayilarsa ve "kla­
sik" toplama i�leminde r1+r2=r3 elde ediyorsak sonlu 
maddeli veya ro maddeli Sayilar olarak tammlanan r1 , 
r2, r3 Sayilannm, 16.27'de gosterdigimiz gibi, toplama 
�lemi yukandaki gibi tfimevanmla tammland1gmda, 
daima r1+r2=r3 elde edilecek �ekilde olmahdu. 

Cebirsel izomorfiye dair bu dogrulamalar, ozel­
likle (:arpma i�lemi soz konusu oldugunda epey bir 
huner gerektirir; biz boyle bir labirente girmekten 
kapnacag1z. 

323 



l�lemsel Boyutlar 

18.11 Dogal tam sayilar i.;in dogrulamayla yetinecegim. 
Sayi olarak sunulan bir n dogal tam sayismm, n son­

lu bir ordinal olmak uzere (n,n) bi.;iminde oldugunu 
hat1rlatayim (bkz. 16. 13). Aynca n'nin du�uk kume­
sinin n'den ku.;uk tum tam sayilardan olu�tugunu ve 
yiiksek kumesinin bo� oldugunu da hat1rlatayim (a.e.) .  

(n1 ,n1) ve (n2,n) iki dogal tam Sayi olsun. Bunlann 
toplam1 bi.;imsel olarak kesimle tammlamr: 

(Ba(n1)+n2,n1 +Ba(n) )/ (Ht(n1)+n2,n1 +Ht(n2)) 

Fakat Ht(n1) ve Ht(n2) bo� oldugu i.;in kesimin H 
kumesinin toplamlan tammlanmam1�tir (toplama i�le­
minin tammma <lair kural, bkz. 18.6) . Dolayis1yla H 
kumesi bo�tur ve bu da toplamm, B kumesinin ust smm 
oldugu anlamma gelir. 

Ba(n1), n1'den ku.;uk Sayilar kumesi oldugu i.;in 
Ba(n1)+n2 toplam1 tum O+n2'l+ni, . . .  (n1-l)+n2 toplamla­
nndan olu�ur. 

Benzer �ekilde n1+Ba(n) toplam1 tum n1+0,n1+l ,  . . .  
n1+(n2-l) toplamlanndan olu�ur. 

Bu toplamlann en buyiik Sayismm n1+n2-l oldugu 
apktir. 

Tumevanmla akil yiirutursek: n1 ,n2 Sayi .;if tine (ya­
ni ger.;ekte (nl'n1) ve (n2,n) Sayilanna) tekabul eden 
ordinal mertebesine kadar, yani w = j(n1,n)ordinaline 
kadar Sayi olarak tam sayilar toplammm, tam sayila­
rm (normal) toplamma kar�1hk gelen Sayi oldugunu 
varsayahm. n1 ,n2 .;iftinden ku.;uk bir ordinal mertebe­
sinde olan nl'(n2-l) .;ifti i.;in bu ozellikle dogrudur. 
Dolayis1yla (n1,n1)+((n2-l),(n2-l))= n1 ve (n2-l) sa­
yilannm normal toplamma kar�1hk gelen Sayi, yani 
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(n1+(n2-l) ,n1+(n2-l)) Sayisma kar�1hk geldigi dogru 
varsayihr; bu yaz1mda + i�areti tam sayilann normal 
toplam1m gostermektedir.9 

n1 +n2'yi tammlayan B kiimesinin en biiyiik Sayismm 
n1+(n2-l) oldugunu gormii�tiik. Tiimevanm hipotezi 
sayesinde bu Sayi, normal toplama i�lemine gore yaz1-
mma kar�1hk gelen Sayi, yani n1+n2-l tam sayis1m kay­
deden SayidH. 

Bu durumda n1 +n2 (Sayi toplam1 anlammda) B kii­
mesinin fist smmdH. Her fist smu 15.9'da gostermi� 
oldugumuz gibi (W,W) tiirii bir SayidH. Boylelikle B 
kiimesinin fist smm, B'nin en biiyiik Sayismdan biiyiik 
olan (n1+n2,n1+n) Sayisma e�it (W,W) tfiriindeki en 
kii(:fik Sayi olacaktu (burada + ve - i�aretleri normal 
anlammdadir) . Bu Sayimn (n1+n2,n1+n2) oldugu a(:1ktir, 
(:iinkfi n1+n2, n1+n2-l sonlu ordinalinden hemen sonra 
gelen sonlu ordinaldir. 

Sonu(: olarak n1 ve n2 tam sayilanmn toplam1 (Sa­
yilarda kullamld1g1 anlam1yla), n1+n2 toplammm (sayi­
larda kullamld1g1 anlam1yla) sayism1 temsil eden Sayi­
du. Tam sayilann Sayilar olarak toplam1, tam sayilann 
sayilar olarak geleneksel toplamma izomorftur. 

Negatif tam sayilarm ele ahm�mda herhangi bir gii(:­
lfikle kar�ila�ilmaz (okur i(:in ilgin(: bir ah�tlrma olabi-

9 Okur, yaz1mlann belirsizligi nedeniyle rahats1z olabilir (< gostergesi 
ya Sayilann s1ras1 i<;:in ya da �u veya bu sayi ailesinin s1ras1 i<;:in kullam­
hr) . Ger<;:ekte (bu durumda "olas1 bir muglakhk olrnad1g1"m soyleyen) 
rnatematik<;:iler bu tur belirsizliklerle izomorf yap1larda tamrnlanm1� 
bagmnlar veya i�lemleri ozde$le$tinneye ve dolay1s1yla ozde� adlandIT­
rnaya dogal temayiillerini gostermi� olurlar. (okluklan degil, yap1sal 
"nesneler" arasmdaki "e�le�meler"i tayin eden "rnorfizrn"leri veya 
oklan "ilkel ogeler" olarak kabul eden Kategoriler teorisi ba�ka turlu 
nas1l ortaya i;ikabilirdi ki? 
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lir) . Boylelikle pozitif ve negatif tam Sayilann, cebirsel 
tam sayilann Z halkasmm toplamsal grubuna izomorf 
olan degi�me ozelligine sahip bir grup olu�turdugu 
dogrulanm1� olur. 

Okur i�lemsel prosedurlerin ozum1 kavram1� olmah­
du: baglara dair tumevanmsal bir "iyi" tamm bulmak, 
klasik cebirsel ozellikleri kamtlamak (birle�me, deg�­
me ozellikleri, etkisiz eleman, ters eleman, dagilma 
ozelligi . . .  ) ,  elde edilenin Sayilarda temsil edilen klasik 
sayilar ic;:in bu sayilann sahip oldugu yapilarla izomorf 
oldugunu dogrulamak. 

Bu c;:abalar ne kadar zahmetli olsa da istenen sonuca 
ula�maya olanak verirler: Butfin klasik cebirsel yapilar 
(cebirsel tam sayilann Z halkas1, rasyonel sayilann Q 
cismi, reel sayilann R cismi) ve butun "tutars1z" ce­
birler (ordinallerin toplam1 ve c;:arp1m1) Sayilarda ayirt 
edilebilir olan alt-yap1larla izomorftur. 

Tum sayi turleri her turlu boyutunda ve hic;:bir istis­
na olmadan, Sayinm biricik kavram1 tarafmdan ic;:eril­
mektedir. 

326 



Sonu� 



19 .  Sonuc; olarak: 
Say1dan varhk-otesine 

19.1 Sayi, kavramm bir ozelligi, i�lemsel bir kurmaca, am­
pirik bir veri, kurucu veya a�kmsal bir kategori, bir 
sozdizimi, bir dil oyunu, hatta s1ra duzenine <lair du­
�uncemizin bir soyutlamas1 degildir. Sayi, Varltgm bir 
bi{imidir. Daha kesin olarak soylemek gerekirse kul­
land1g1m1z sayilar, Sayi olarak Varhgm sonsuz savur­
ganhg1 uzerinden minik bir orneklemdir sadece. 

Ozunde bir Say1, dogal bir (:oklukta, ordinal s1fat1yla 
varhk olarak varhg1 i(:inde du�unulen bir (:oklukta ke­
silip almm1� bir par(:adH. 

Sayi cebiri gibi, Sayilann dogrusal sHas1 da, bunlann 
varhklanm bizim katedi� veya ke�fedi� yontemimizdir. 
Bu yontem zahmetli ve k1sithdH. Sayiyi, temel U(: kate­
gorisi ard1�1khk, limit ve i�lemler olan baglarl� orulu 
bir ag olarak sergiler. Sayinm yap1sal veya birle�imsel 
varhgma <lair illuzyon bundan kaynaklamr. Fakat ger­
(:ekte bu yapilar, Sayida saf (:okluk olarak kavramr olan 
�eyin sonlu du�uncemiz i(:in sonu(:landH. Sayiyi bagh 
bir sunum i(:ine yerle�tirirler; bu da Sayiyi nesne gibi 
i�ledigimize inanmaya iter. Gelgelelim Say1 bir nesne 
degildir. Her turlu bagh sunumdan once ve varhgmm 
bags1z ebediliginde Sayi, (:oklukta bi(:imsel bir kesme 
olarak du�unceye kendini a(:ar. 

329 



Sonui; 

Aynca dogal i;okluklarm temsil edilemez olan tu­
tars1zhgmda kesmesini kaydeden Sayi ile yap1sal bag­
larda kulland1g1miz sayi arasmda, Varhk [etre] ile var 
olan [etant] arasmdaki fark onaylamr. Sayi, sayilann 
i�lenebilir sayisalhg1 i(in varhk olarak varhgm yeridir. 
Sayi, varhgmm gizilligi olarak sayimn d1�mda-varolur 
[ek-siste] . 

19.2 Dolayis1yla oldugu haliyle Sayiya eri�ebilmemiz daha 
da onemli hale gelir, ger(:i bu eri�im aym zamanda bir 
fazlahga da i�aret eder: varhgm bilgi uzerindeki fazlah­
hg1; sayi tiirlerinin sunumunda yapilanduabildigimize 
k1yasla Sayilann sayis1z/sayilamaz enginliginde a�ikar 
olan bir fazlahk. Matematigin en azmdan bu fazlahga 
i�aret etmeye, eri�meye olanak vermesi bu disiplinin 
ontolojik misyonunu onaylar. Sayi kavram1 ii;in oldugu 
kadar ba�ka her tiirlii kavram ii;in de matematigin tari­
hi tam da bizatihi varhgm tutars1zhg1 ile dii�iincemizin 
bu tutars1zhktan tutarh hale getirebildigi arasmdaki, 
oziinde nihayetsiz ili�kinin tarihidir. Matematik, onto­
lojiyi varhgm tarihsel durumu olarak kurar. Aynca ma­
tematik siirekli olarak, ontolojik durumda sunulan ya­
p1lann gizilligi olarak, yapilan sonlu bir dii�unce ii;in 
etkilerden ibaret olan a�m bir tutars1zhk ufkunu giin 
yiizune pkararak ontik-ontolojik fark i(inde ilerler. 
Matematigin bir noktasmda tekrar olu�turdugumuz bu 
yoldur: sayilann otesinde Sayilarm tutars1z i;oklu-ebe­
diligine i�aret eden noktada. 

19.3 Boylelikle Sayi varhga iade edilmi� ve dii�iincede des­
tekliyor oldugu i�lemlerin insaniligi veya s1ra duzeni­
nin figiirlerinden eksiltilmi�tir. Sayiyla ve sayilarla il-
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gili gorev, ontik-ontolojik farkta bunlarm kavrammm 
konu�lanmasm1 takip etmekten ibaret olabilir ancak. 
Sa}'l}'l dii�iinmek soz konusuysa Sa}'l munhasuan ma­
tematikle ilgilidir. Felsefi yorumumuz bu munhasuhg1 
buyurur ve Sa}'lnm bir durumun, ontolojik veya mate­
matiksel durumun limitleri dahilinde varhgm kaynag1 
olarak kendini verdigi yere i�aret eder. 

Sa}'lya <lair du�i'lnce i.;in Frege veya Peano'nun iz­
ledigi yolu terk etmek gerekiyor; keza Russel veya 
Wittgenstein'm yollanm da. Dedekind veya Cantor'un 
yakla�1mm1 radikalle�tirmek, a�mak, .;ozulme noktas1-
na kadar du�unmek zorunlu. Sa}'lnm tumdengelimle 
ti'lretimi diye bir �ey yoktur; soz konusu olan sadece 
tutarsiz fazlahgmda matematiksel revizyonlann sonu 
gelmez hareketinde tarihsel tutarhhk olarak ortaya .;1-
kan �eye sad1k olmakur. 

Bu hareketin modem a�amas1, bo�luk ve sonsuzu 
Sa}'lya <lair dii�i'lncenin malzemeleri olarak tasdikler. 
Bununla birlikte bu kavramlann hi.;biri deneyimden 
.;1karsanamaz veya herhangi bir sezgiye kendini ver­
mez veya a�kmsal olsa bile bir tumdengelimli pkanma 
tabi olmaz. Bunlann hi.;biri nesnenin veya nesnelligin 
bi.;imine gonderme yapmaz. Bu kavramlar, kaydedilen 
bi.;imi aksiyom olan bir karardan kaynaklamr; varhk 
olarak varhga <lair du�unce i.;in yeni bir donemin a.;il­
d1gma �ahit olan bir karar. Bu noktada varhk, varhgm 
tutars1z gizilliginin izini si'lrerek bizim it;in tutarh bir 
�ekilde meydana geldigi bir noktada kopmayi sadakatle 
haz1rlayan �eyin yeniden �ekillendirilmi� bir ontolojik 
durumda kaydolmasm1 azimle takip etmek d1�mda biz­
den ba�ka bir �ey talep etmez. 
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19.4 Saymm r;agda� "banalle�tirili�i"ni du�uncenin d1�mda 
tutmak boyle mumkundur. Bu kitabm ba�mda goster­
gelerini and1g1m saymm hukumdarhg1, Sayiya <lair ma­
tematiksel du�unce ir;in ger;i�sizdir. Sayisalhk ile deger 
veya hakikat arasmda bir bag olduguna <lair yamltm 
bir fikri dayatir. Fakat bizatihi varhgm bir ornegi olan 
Sayi hir;bir degeri destekleyemez; ve bizim ir;in tarihsel 
sunumunu gerr;ekle�tirdigi matematiksel du�uncede 
verilen d1�mda, Saymm ba�ka bir hakikati yoktur. 

Anketlerde veya oy kullammmda, devlet veya ozel 
�irket muhasebesinde, para ekonomisi, ozneleri tabi 
k1lan degerlendirmelerde sayinm saltanat1 me�rulugu­
nu, Sayi veya Sayiya <lair du�unceden alm1yorsa bunun 
nedeni durumun basit yasasmdan, yani Sermayenin 
yasasmdan kaynaklamyor olmas1dir. Her yasa gibi bu 
yasamn kendisi de durumda sunulanm bir-olarak-sa­
yilmasm1 garanti eder, tarihsel durumumuzun tutarh 
bir �ekilde olmas1m saglar, fakat hakikat iddias1 ta�1ya­
ma.z; ne Sayiya <lair bir hakikat, ne de Sayinm varhgm 
bir;imi olarak tayin ettigine yaslanacak bir hakikat. 

Bizim durumumuzda, yani Sermaye durumunda sa­
yimn saltanat1, sayisalhgm kendisinin du�unulmeyen 
koleliginin saltanat1dir. Degeri tayin ettigi iddia edilen 
sayi daha ziyade bizzat sayiya <lair her du�unce uzerin­
de bir yasaktir. Sayi, durumun kendi yasasm1 bir nok­
tada toplad1g1 o karanhk nokta gibi i�ler: ayn1 zamanda 
hem egemen hem de her turlu du�unceden, hatta her­
hangi bir hakikate yonelecek her turlu ara�tirmadan 
eksiltilmi� olmas1 nedeniyle karanhk. 

Bunun sonucunda her du�unce -buna Sayimn ha­
kikatini ortaya r;1karmak isteyen her du�unce de da-
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hildir- giiniimiizde saymm saltanauyla il�kili olarak 
zorunlu olarak geri c;ekili� ic;inde ac;iga c;1kar. Mallar­
me'nin bugiin hie; olmad1g1 kadar yerinde slogamm bu 
anlamda anlamak gerekir: ktsttlt eylem. 

Sayi kavram1 iizerine tiim bu tef ekl<iir, Sayiyi varhga 
iade ettigi ic;in, sayimn sancag1 altmda sunuldugu ha­
liyle c;agda� yarg1yi tersine dondiirmeyi zorunlu hale 
getirir. Bu yarg1 kar�1smda sayiyi olu�turan hi(bir $eyin 
degerli olmad1gm1 soylemek gerekir. Ya da durum ic;in­
de bir hakikat yolunu takip eden her �eyin sayisalhga 
kayits1zhg1yla ayirt edilecegini. Bu kayits1zhk bir kriter 
olabilecegi ic;in degil, zira hic;bir sayi ic;ermeyen birc;ok 
proje hic;bir hakikate de sahip degildir. Fakat bu kayit­
sizhk, zorunlu bir oznelliktir. 

Hakikatin iddia edilebilecegi her diizende -bilim, 
sanat, siyaset ve a�kta- sermaye bollugunun tersi haki­
katin enderligidir. 

19.5 Fakat hakikat ilke geregi ic;inde bulundugumuz du­
rumda, bu durumun sadece bir yasas1 olan sayinm sal­
tanatmdan eksiltilmi�se bu hakikat siirecinin kokeni 
nedir? 

Bir hakikat ne bizatihi varhga (bu nedenle bir Sa­
yiyla ayirt edilmez) ne de c;agda� duruma, yani Serma­
yenin durumuna (bu nedenle sayilarla ayirt edilmez) 
bagh olamaz. Hakikatin kokeni olaysald1r. Fakat olay, 
her ne kadar durum-ic;indeki-varhgm imkamm a�sa da, 
varhk-olmayan degildir. Daha dogru bir tabir, olayin 
varhk-otesi tiiriinden oldugunu soylemek olacaktir: 
Aym zamanda hem varhgm ilkesinde "muhafaza edi­
lir" (her �ey gibi bir olay da bir c;okluktur) hem de bu 
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ilkeden kopar (olay durumun sayma yasasma girmez, 
oyle ki sayilmad1g1 i<:in tutarh bir varhk olu�turmaz). 
Olaysal varhk-otesi hem r;oktur hem de Bir'in "otesin­
de"dir; veya benim tercih ettigim tabirle Bir-otesidir 
[ultra-Un] . Tamamen sayilara boyun egmi� bir durum­
da bir hakikatin olabilmesi, sayilardan eksiltilmi� o 
Bir-otesine sadakate baghdu. 

Yapmaya r;ah�m1� oldugumuz gibi Sayi uzerine du­
�unmek bizi ya ebediligin tarihi olan matematige ya da 
vuku bulamn sad1k ve kis1th bir tetkikine, Sermayeyle 
ve dolayis1yla sayisalhgm koleligiyle daima heterojen 
olan bir hakikate kaynak olan sayi ustu bir rastlant1-
ya kavu�turur. Soz konusu olan Sayiyi hem sayilarm 
tiranhgmdan kurtarmak hem de baz1 hakikatleri do­
gurmas1m saglamaktu. Her ko�ulda, kisith eylem uzak 
bir duzensizligin ilkesidir: Matematiksel olarak, sua 
duzeninin Sayimn varhgma <lair bir du�uncenin a�m 
insa.ni guvencesizligi oldugunu ortaya koyar, fiili ve te­
orik olarak durumumuzun duzen yasas1 olan sayilann 
<:oku�unu ger<:ekle�tirir: 

"Bir tann gibi, ne birini ne otekini bir duzene koy­
dum . . . "1 

1 Alvaro de Campos, Reticences adh �iirinin sonu (1929), Frans1zca �ev. 
A. Guibet. 
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